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开印字 


从上世纪 50 年代初起，在当时全面学习苏联的大背景下，国内的局等学校大量 
采用了翻译过来的苏联数学教材.这些教材体系严密，论证严谨，有效地帮助了青年 
学子打好扎实的数学基础，培养了一大批优秀的数学人才.到了⑼年代，国内开始 
编纂出版的大学数学教材逐步代替了原先采用的苏联教材，但还在很大程度上保留 
着苏联教材的影响，同时， 一 些苏联教材仍被广大教师和学生作为主要参考书或课外 
读物继续发挥着作用.客观地说，从解放初一直到文化大革命前夕，苏联数学教材在 
培养我国高级专门人才中发挥了重要的作用，起了不可忽略的影响，是功不可没的 • 

改革开放以来，通过接触并引进在体系及风格上各有特色的欧美数学教材，大 
家眼界为之一新，并得到了很大的启发和教益.但在很长一段时间中，尽管苏联的数 
学教学也在进行积极的探索与改革，但引进基本中断,更没有及时地进行跟踪，能看 
懂俄文数学教材原著的人也越来越少，事实上已造成了很大的隔膜，不能不说是一 

个很大的缺憾. 

事情终于出现了一个转折的契机.今年初，在由中国数学会、中国工业与应用数 
学学会及国家自然科学基金委员会数学天元基金联合组织的迎春茶话会上，有数学 
家提出，莫斯科大学为庆祝成立250周年计划推出一批优秀教材，建议将其中的一 
些数学教材组织翻译出版.这一建议在会上得到广泛支持，并得到高等教育出版社 
的高度重视.会后高等教育出版社和数学天元基金一起邀请熟悉俄罗斯数学教材情 
况的专家座谈讨论，大家一致认为：在当前着力引进俄罗斯的数学教材，有助于扩大 
视野，开拓思路，对提高数学教学质量、促进数学教材改革均十分必要.《俄罗斯数 
学教材选译》系列正是在这样的情况下，经数学天元基金资助，由高等教育出版社组 

织出版的. 


经过认真选题并精心翻译校订，本系列中所列入的教材，以莫斯科大学的教材为 
主，也包括俄罗斯其他一些著名大学的教材.有大学基础课程的教材，也有适合大学 
高年级学生及研究生使用的教学用书.有些教材虽曾翻译出版，但经多次修订重版. 
面目已有较大变化,至今仍广泛采用、深受欢迎，反射出俄罗斯在出版经典教材方面 
所作的不懈努力，对我们也是一个有益的借鉴.这一教材系列的出版，将中俄数学教 
学之间中断多年的链条重新连接起来，对推动我国数学课程设置和教学内容的改革. 
对提髙数学素养、培养更多优秀的数学人才，可望发挥积极的作用 5 并起着深远的影 
响，无疑值得庆贺，特为之序. 


李大潜 
2005年10 月 


编者的话 




格里戈里.米哈伊洛维奇 • 菲赫金哥尔茨的《微积分学教程》是一部卓越的科 
学与教育著作，曾多次再版，并被翻译成多种文字.《教程》包含实际材料之丰富，诸 
多一般定理在几何学、代数学、力学、物理学和技术领域的各种应用之众多，在同类 
教材中尚无出其右者.很多现代著名数学家都提到，正是厂菲赫金哥尔茨的《教 
程》使他们在大学时代培养起了对数学分析的兴趣和热爱，让他们能够第一次清晰 

地理解这门课程. 

从《教程》第一版问世至今已有50年，其内容却并未过时，现在仍被综合大学 
以及技术和师范院校的学生像以前那样作为数学分析和高等数学的基本教材之一使 
用.不仅如此，尽管出现了新的一批优秀教材，但自 r \ M . 菲赫金哥尔茨的《教程》 
问世起，其读者群就一直不断扩大,现在还包括许多数理特长中学（译注：在俄罗斯， 
除了类似中国的以外语、音乐为特长的中学，还有以数学与物理学为重点培养方向 
的中学，其教学大纲包括更多更深的数学与物理学内容，学生则要经过特别的选拔 .) 

的学生和参加工程师数学进修培训课程的学员 • 

《教程》所独有的一些特点是其需求量大的原因.《教程》所包括的主要理论内 
容是在20世纪初最后形成的现代数学分析的经典部分（不含测度论和一般集合论 )• 
数学分析的这一部分在综合大学的一、二年级讲授，也（全部或大部分）包括在所有 
技术和师范院校的教学大纲中.《教程》第一卷包括实变一元与多元微分学及其基 
本应用，第二卷研究黎曼积分理论与级数理论，第三卷研究多重积分、曲线积分、曲 
面积分、斯蒂尔吉斯积分、傅里叶级数与傅里叶变换 • 

《教程》的主要特点之一是含有大量例题与应用实例，正如前文所说，通常这些 
内容非常有趣，其中的一部分在其他俄文文献中是根本没有的 • 
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编者的话 


另外一个重要特点是材料的叙述通俗、详细和准确.尽管《教程》的篇幅巨大 5 
但这并不妨碍对本书的掌握.恰恰相反，这使作者有可能把足够多的注意力放在新 
定义的论证和问题的提法，基本定理的详尽而细致的证明，以及能使读者更容易理 
解本课程的其他方面上.每个教师都知道，同时做到叙述的清晰性和严格性一般是 
很困难的（后者的欠缺将导致数学事实的扭曲).格里 戈里、 米哈伊洛维奇 • 菲赫金 
哥尔茨的非凡的教学才能使他在整个《教程》中给出了解决上述问题的大量实例，这 
与其他一些因素一起，使《教程》成为初登讲台的教师的不可替代的范例和高等数学 
教学法专家们的研究对象. 

《教程》还有一个特点是极少使用集合论的任何内容（包括记号)，同时保持了 
叙述的全部严格性.整体上，就像50年前那样，这个方法使很大一部分读者更容易 
初步掌握本课程. 

在我们向读者推出的 r . 菲赫金哥尔茨的新版《教程》中，改正了在前几版 
中发现的一些印刷错误.此外，新版在读者可能产生某些不便的地方增补了（为数不 
多的）一些简短的注释，例如，当作者所使用的术语或说法与现在最通用的表述有所 
不同时，就会给出注释.新版的编辑对注释的内容承担全部责任. 

编者对 B . M . 马卡罗夫教授表 7 K 深深的谢意，他阅读了所有注释的内容并提出 
了很多有价值的意见.还要感谢国立圣彼得堡大学数学力学系数学分析教研室的所 
有工作人员，他们与本文作者一起讨论了与《教程》前几版的内容和新版的设想有关 
的各种问题. 

编辑部预先感读彳所有那些希望通过自己的意见来协助进一步提高出版质量的读 
者. 

A . A . 弗洛连斯基 



绪 i 仑 mm . 

§ 1 . 有理数域 . 

1. 前言 （1) 2. 有理数域的序 （2) 3. 有理数的加法及减法 （2) 4. 有理数的乘法 
及除法 （4) 5. 阿基米德公理 （5) 

§2. 无理数的导入.实数域的序 . 

6. 无理数的定义 （6) 7. 实数域的序 （8) 8. 辅助命题 （9) 9. 用无限小数来表示 
实数 （10) 10. 实数域的连续性（ I 2 ) 11. 数集的界（ I 2 ) 

§3. 实数的算术运算 . 

12. 实数的和的定义 （15) 13. 加法的性质 （16) 14实数的积的定义 （17) 15 f 乘 
法的性质 （18) 16. 结论 （19) 11绝对值 （20) 

§4. 实数的其他性质及应用 . 

18. 根的存在.以有理数为指数的幂（^) 19. 以任意实数为指数的幂（ 22 ) 20. 
对数 （24) 21. 线段的度量 （25) 

第一章极限论 . 

§1. 整序变量及其极限 . 

22.变量、整序变量 （28) 23■整序变量的极限 （31) 24 .无穷小量 （32) 25•例题 
(33) 26. 关于有极限的整序变量的一些定理（ 37 ) 无穷大量（ 3 8) 

§2. 极限的定理.若干容易求得的极限 . 

28.对等式及不等式取极限 （40) 29.关于无穷小的引理 （42) 30.变量的算术运 
算 （43) 31. 不定式（4 4 ) 32 .极限求法的例题（奶） 33. 斯托尔茨 ( O . Stolz ) 定理 











及其应用 （50) 

§3. 单调整序变量 . 53 

34. 单调整序变量的极限 （53) 35. 例题 （55) 36.数 e (60) 37.数 e 的近似计算 
法 （62) 38. 关于区间套的引理 （64) 

§4. 收敛原理.部分极限 . 66 


39. 收敛原理 （66) 40. 部分数列及部分极限 （68) 41. 布尔查诺-魏尔斯特拉斯 

( B . Bolzano - C . Weierstrass ) 引理 （69) 42. 上极限及下极限 （70) 


第二章一元函数 


74 


§1. 函数概念 . 74 

43. 变量及其变动区域 （74) 44变量间的函数关系，例题 （75) 45. 函数概念的定 
义 （76) 46. 函数的解析表示法 （78) 47. 函数的图像 （80) 48. 几类最重要的函 
数 （81) 49. 反函数的概念 （86) 50. 反三角函数 （87) 51. 函数的叠置.总结 （91) 

§2. 函数的极限 . K ... 92 

52. 函数的极限的定义 （92) 53. 变成整序变量的情形 （94) 54. 例题 （95) 55. 

极限理论的拓广 (103) 56. 例题 (105) 57,单调函数的极限 （107) 58. 布尔查 
诺-柯西的一般判定法 (108) 59. 函数的上极限及下极限 (110) 

§3. 无穷小及无穷大的分阶 . HO 

60•无穷小的比较 （110) 61.无穷小的尺度 （111) 62.等价无穷小 （113) 63.主 
部的分出 （114) 64. 应用题 （115) 65,无穷大的分阶 (117) 

§4. 函数的连续性及间断 . 118 


66. 函数在一点处的连续性的定义 (118) 67. 连续函数的算术运算 （119) 68■连 
续函数的例题 (120) 69. 单侧 连续. 间断的分类 (122) 70. 间断函数的例题 (122) 
71. 单调函数的连续性及间断 (124) 72. 初等函数的连续性 （125) 73. 连续函数 
的叠置 （126) 74. —个函数方程的解 (126) 75. 指数函数、对数函数及幂函数的 


函数特性 (128) 76. 


角余弦及双曲余弦的函数特性 (130) 77 . 函数的连续性在 


计算极限时的应用 (132) 78. 幂指数式 (135) 79. 例题 (136) 


§5. 连续函数的性质 


137 


80. 关于函数取零值的定理 (137) 81. 应用于解方程 （139) 82,介值定理 (140) 
83. 反函数的存在 (141) 84. 关于函数的有界性的定理 （143) 85. 函数的最大值 
及最小值 （143) 86.—致连续的概念 （145) 87•康托定理 （147) 88■博雷尔引理 


(148) 89. 基本定理的新证明 (149) 


第三章导数及微分 . 152 

§1. 导数及其求法 . 152 


90. 求动点速度的问题 (152) 91. 在曲线上作切线的问题 （153) 92. 导数的定义 
(155) 93. 求导数的例题 （157) 9 4 .反函数的导数 (160) 95. 导数公式一览表 













目录 


• VI】 ■ 


(162) 96. 函数的增量的公式 (162) 97. 求导数的几个简单法则 （164) 98. 复合 


函数的导数 (166) 99. 例题 (166) 100. 单侧导数 （172) 101. 无穷导数 (173) 

102. 特殊情形的例题 (174) 

§2. 微分 . 174 

103. 微分的定义 (174) 104. 可微性与导数存在之间的关系 (176) 105. 微分法的 
基本公式及法则 （177) 106. 微分的形式不变性 (179) 107. 微分是近似公式的来 
源 (180) 108. 应用微分来估计误差 (183) 

§3. 微分学的基本定理 . 185 

109. 费马定理 (185) 110. 达布 ( G . Darboux ) 定理 (186) 11 L 罗尔定理 (186) 

112•拉格朗日公式 （187) 113.导数的极限 （189) 114•柯西公式 （190) 

§4. 高阶导数及高阶微分 . 191 

115. 高阶导数的定义 (191) 116. 任意阶导数的普遍公式 (193) 117. 莱布尼茨公 
式 (196) 118. 例题 (198) 119. 高阶微分 (200) 120. 高阶微分的形式不变性的 
破坏 (201) 121. 参变量微分法 (202) 122. 有限差分 (203) 

§5. 泰勒公式 . 205 

123,多项式的泰勒公式 (205) 124. 任意函数的展开式.余项的佩亚诺式 (207) 

125. 例题 (210) 126. 余项的其他形式 (214) 127. 近似公式 (216) 

§6. 插值法 . 221 

128. 插值法的最简单问题.拉格朗日公式 (221) 129. 拉格朗日公式的余项 (222) 

130. 有重基点的插值法 • 埃尔米特公式 (223) 

第四章利用导数研究函数 . 226 

§1. 函数的动态的研究 . 226 

131. 函数为常数的条件 (226) 132. 函数为单调的条件 （228) 133. 不等式的证明 
(231) 134. 极大值及极小值.必要条件 (234) 135. 充分条件.第一法则 (235) 


136. 例题 (236) 137. 第二法则 (240) 138. 高阶导数的应用 (242) 139. 最大值 
及最小值的求法 (244) 140. 应用题 (245) 


§2.凸（与凹）函数 . 249 

141.凸（与凹）函数的定义（ 2 49) I 42 .关于凸函数的简单命题（ 2 50) M 3 ■函数 
凸性的条件 (252) 144. 詹森不等式及其应用 (254) 145. 拐点 (256) 

§3. 函数的作图 . 258 

146. 问题的提出 (258) 147. 作图的步骤.例题 (258) 148. 无穷间断.无穷区间 
• 渐近线 (261) 149. 例题 (263) 

§4. 不定式的定值法 . 266 

150. ^型不定式 (266) 151. —型不定式 (271) 152. 其他型的不定式 (273) 

0 oo 

§5. 方程的近似解 . 275 

153. 导言 (275) 154. 比例法则（弦线法） (276) 155. 牛顿法则（切线法） (279) 














156. 例题及习题 (281) 157. 联合法 (285) 158. 例题及习题 (286) 


第五章多元函数 . 290 

§1. 基本概念 . 290 


159. 变量之间的函数关系.例题 (290) 160. 二元函数及其定义域 (291) 161. n 
维算术空间 （293) 162. n 维空间内的区域举例 （297) 163•开域及闭域的一般定 
义 (299) 164. n 元函数 （301) 165. 多元函数的极限 (302) 166. 变成整序变量 
的情形 (304) 167. 例题 (306) 168. 累次极限 (308) 

§2. 连续函数 . 310 

169. 多元函数的连续性及间断 (310) 170. 连续函数的运算 （312) 171. 在域内连 
续的 函数. 布尔查诺-柯西定理 (312) 172. 布尔查诺-魏尔斯特拉斯引理 (314) 

173. 魏尔斯特拉斯定理 (316) 174. 一致连续性 (316) 175. 博雷尔引理 (318) 

176. 基本定理的新证明 (319) 

§3. 多元函数的导数及微分 . 321 

177. 偏导数及偏微分 (321) 178. 函数的全增量 (324) 179. 全微分 (326) 180. 

二元函数的几何说明 (328) 181. 复合函数的导数 (331) 182. 例题 (332) 183. 

有限增量公式 (334) 184. 沿给定方向的导数 (336) 185. (一阶）微分的形式不变 
性 （338) 186■应用全微分 T 近似算法 （340) 187■齐次函数 （342) 188.欧拉公 
式 (343) 


§4. 局阶导数及局阶微分 . . . 344 

189. 高阶导数 （344) 190. 关于混合导数的定理 （346) 191. 推广到一般情形 (349) 

192. 复合函数的高阶导数 (350) 193. 高阶微分 (351) 194. 复合函数的微分 (354) 

195‘ 泰勒公式 (355) 

§5. 极值.最大值及最小值 . 357 

196. 多元函数的极值.必要条件 (357) 197. 充分条件（二元函数的情形） (359) 

198. 充分条件（一般情形） （363) 199. 极值不存在的条件 (366) 200. 函数的最 
大值及最小值.例题 (367) 201. 应用问题 (371) 

第六章函数行列式及其应用 . 380 

§1. 函数行列式的性质 . 380 

202. 函数行列式（雅可比式）的定义 (380) 203. 雅可比式的乘法 (381) 204■函 
数矩阵（雅可比矩阵）的乘法 (383) 

§2. 隐函数 . . 385 

205. 一元隐函数的概念 (385) 206. 隐函数的存在 (387) 207. 隐函数的可微性 
(389) 208. 多元的隐函数 (391) 209. 隐函数导数的求法 (396) 210. 例题 (399) 

§3. 隐函数理论的一些应用 . 403 


211. 相对极值 (403) 212. 拉格朗日不定乘数法 (406) 213. 相对'极值的充分条件 














(407) 214 .例题及应用题 （408) 215. 函数的独立性的概念 （412) 216 •雅可比矩 
阵的秩 (414) 

§4. 换元法 . 418 

217■—元函数 （418) 218.例题 （420) 219.多元函数•自变量的变换 （422) 220. 

微分的求法 (423) 221. 换元的一般情形 (425) 222. 例题 (427) 

第七章微分学在几何上的应用 . 436 

§1. 曲线及曲面的解析表示法 . 436 

223. 平面曲线（直角坐标系） (436) 224. 例题 （438) 225. 机械性产生的曲线 
(441) 226. 平面曲线（极坐标系) • 例题 (444) 227. 空间的曲面和曲线 （448) 228. 

参变量表示式 (449) 229. 例题 (451) 

§2. 切线及切面 . 454 

230.用直角坐标系时平面曲线的切线 （454) 23 L 例题 （455) 232.用极坐标系时 
的切线 (457) 233. 例题 (458) 234. 空间曲线的切线.曲面的切面 (459) 235. 

例题 (463) 236. 平面曲线的奇异点 (464) 237. 曲线用参变量表示式的情形 (468) 

§3. 曲线的相切 . 469 

238. 曲线族的包络 (469) 239. 例题 (472) 240. 特征点 (475) 241. 二曲线相切 
的阶 (477) 242. 曲线之一用隐式表示的情形 (479) 243. 密切曲线 (480) 244. 

密切曲线的另一求法 (482) 

§4. 平面曲线的长 . 482 

245. 引理 (482) 246. 曲线的方向 (484) 247. 曲线的长.弧长的可加性 (485) 

248. 可求长的充分条件.弧的微分 (486) 249. 用弧作为参变量.切线的正向 (489) 

§5. 平面曲线的曲率 . 491 

250. 曲率的概念 (491) 251. 曲率圆及曲率半径 (494) 252. 例题 (496) 253•曲 
率中心的坐标 （499) 254渐屈线及渐伸线的 定义； 渐屈线的求法 （501) 255.渐 
屈线及渐伸线的性质 (503) 256. 渐伸线的求法 (506) 

附录函数扩充的问题 . 508 

257•—元函数的情形 （508) 258■关于二维空间的问题 （509) 259■辅助命题 （511) 

260. 关于扩充的基本定理 (514) 261. 推广到一般情况 (515) 262. 总结 (516) 

^ 弓 I . 519 


校订后记 


525 












绪论实数 


§1. 有理数域 


1. 前言 读者对于有理数及其性质，从中学的教材内便很熟悉了.在那时，初 
等数学的要求，已趋向于必须扩大数的领域.的确，在有理数中即使是正整数（自然 


数）的根，例如也常常并不存在.就是说， 并没有这样的有理数 P (式中 P 及 
q ——自然数)，其平方能等于 2. 



为了证明，试假定其 反面： 设有分数^其平方为 


q 


v 

Q 


2 


2 . 我们可以假设 V - 


是既约分数，即 p 和 g 是没有公约 数的. 因 p 2 = 2 g 2 , 故 p 为偶数 ： p = 2 r(r 





于是9为奇数.用 p 的式子代人 ，得 ： g 


Q 

——整 

由此推得 G 为偶数.所得的矛盾 


便证明了我们的命题. 


同时，若我们仅停留在有理数的范 围内， 那么在几何学上便已显然知道，并非一 
切的线段都能有一个 长度. 例 如考察边长为单位长度的正方形，其对 角线就不可能 
有有理长度 t 因若不然，依毕达哥拉斯定理，这长度的平方应等于2,而我们已看到 

这是不可能的. 


在本绪论内，我们要做这样一件工作:在有理数域中添上新的数——无理数，以 
扩大有理数域的范围.同时，我们要证明，对有理数施行算术运算及用等号、不等号 
结合它们等普通性质，在扩大的领域内仍然是真实的.为了对扩大后的数域验证上 
述性质，需选出为数最少 的基本性质， 使其余的一切性质都能作为形式逻辑的结果 
而从之推出：所要验证的便仅限于这些基本性质了. 

因此，我们列举有理数域的下列一些基本性质.同时我们将用一些例子来证明， 
它们的另一些众所周知的性质是怎样从基本性质推导出来的.我们这里所说的“数”, 
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总是指的有理数，用字母％ 6…等来表示它们. 

2. 有理数域的序 首先让我们约定：所谓 相等的数就是同一数的各种不同形 
式.换言之，“相等”(二）的概念即指“恒等' 因此，我们不再列举相等的数的性质. 

有理数域的序得自“大于” (>) 的概念，与之有关的是第一组性质. 

11 。 每一对数 a 与 b 之间必有且仅有下列关系之一 

a = b , a > 6, a < b \ 

12。 由 a > b 及 b > c 推得 a > c (> 的传递性)； 

13。 若 a > 6, 则必能求得一数 c ， 使 

a > c , 且 c > 6① 

(稠密性）. 

“小于” (<) 的概念作为派生的而引人.说 a < 6,当且仅当6 > a 时.显而易见， 
由 a <6 及 6< c , 即得 a < c (< 的传递性).实贝 II ,由假设,不等式 < 2 < 6 及 6 < c ， 相 
当于不等式 b > a Rc > b ; 由此推得 c > a (I 2°), 或即 a < c . 

在对有理数施行算术运算时所要牵涉到的“大于”这一概念的其他性质，将在 
以后随时指出之. 

3. 有理数的加法及减法 第二组性质是关于加法的，即关于求两数之和的运算 
的.对于每一对数 a 及6,存在着一个（唯一的）数，被称为 a 及6的和(记成 a 十外 
这概念具有下列的 性质： 

II 1 。 a + 6 = 6 + a (加法的交换性)； 

II 2。 （a + 6)+ c ：- a +(6 + c ) (加法的结合性). 

零这个数比较特殊，它具有下列 特性： 

II 3° a + 0 = a ; 

此外. ^的私^;彳卜的 

II 4° 对每一数 a 存在着（与它对!称的）数 - a ， 使 a + (- a ) = 0. 

在这些性质的基础上，首先解决加法的逆运算即减法的问题.通常称使 c + 6 二 
a @ 的数 c 为数 a 及 b 的差，假若如此，便发生这样的数的存在及唯一性的问题. 

设 c = a + (-6). 则得 [II 2°，1°，4°，3。] 

c 十 b = a + ( — 6) b = a ( — 6) H - b — a 6-1-( — b ) = o , 0 — 

因此，这 c 满足于差的定义. 


@在这条件下也说 成：数 c 位于数 a 与6 之间； 显然，这样的数有无限个之多. 
②依 I 1°，定义差的这个等式可写成： 6 + c = a . 
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反之， 令为数 a 及 b 的差，即有 c^b = a . 在这等式两边各加 （-6), 并变换 

其左边 [II 2°, 4°, 3°]: 

(c + b ) -{- {~ b ) = c ; + 6 + {~ b ) = c ; + 0 = c 7 , 

结果得 d = a + (-6) = c . 

这样，就证明了数 a 及 6 的差的存在及单 值性； 把它记成 a - b . 

由差的单值性可以推得一系列的推论.首先，由 II 3°推得0 = a - a ' 因而得出 
结论：除去数0以外，具有相似于 II 3。的性质的数不存在.其次，由此推得与所给数 
对称的数的唯一性 ： -a = 0- a . 

因为由 a + (― a ) = 0可推得 (- a ) + a = 0[11 1°]、所以 a = -(- a ), 即数 a 及 -a 

为互相对称的数.我们再来证明对称数满足下述 性质： 

-(a + 6) = (- a ) + (_6). 

为此，只需证明 

(a + 6) + (— a ) + (~ b ) ~ 0, 

而这由 II 1°,2°, 4。，3。， 便可推得. 

最后，再引进联系 > 与加号的一个性质. 

II 5。由 a > 6推得 a + c > 6 + c . 

它使我们得以在不等式的两边各加上一个 等量； 用它又可证明两不等式 

a > b 和 a — b > 0 

是相当的.其次，由 a > 6推得 -a < -6. 实则，由 a >6 引致 a -6>0; 但 

a - b = a + (— b ) = (— b ) - \- a — (— b ) + [—(— a )] = (—6) - (— a ), 因此这不等式可改写 

成： （ — b ) — ( — a ) > 0,由此 — b > — (2 或 —a < — b . 

特别是，由 a > 0推得 -a < 0,由 a < 0推得 -a > 0. 若 a / 0,则在两个互相 
对称的数 a 及 - a 中，必有一个（且仅一个）将大于0;它即称为数 a 或数 - a 的绝 
对值，记成 

a = — Ob | . 

零的绝对值就定为零：|0| = 0. 

根据性质 II 5°，可以逐项地合并不等式：由 a > 6及 c > ^推得 a + c > 6 + d . 
实际上，由 a > 6推得 a + c > 6 + c ; 仿此，由 c > d 推得 c + 6 > d + 6,或 [II 1。] 
6 + c > b d , 然后由 I 2° ，最后即得 a + c > b d . 
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4. 有理数的乘法及除法 第三组性质是关于 乘法的 ； 即关于求两数之乘积的运 

算的‘对于每一对数 a 及 b 存在着一个（唯一的）数，被称为 a 及 b 的乘积（记成 
a、h 或 ab ). 这概念具有下列 性质： 

III 1 ° ab = 乘法的交换性)； 

III 2° ( a6)c = a (6 c ) (乘法的结合 性). 

“ r 这个数比较特殊，它具有下列 特性： 

III 3° a ■ 1 = a : 

此外， 

III 4° 对于每一异于 0 的数 a ， 必有数王(其倒数)，使 a • i = 1 . 

关于除法的问题，作为乘法的逆运算，亦奇根据乘法的性质&来解决，正如前面根 

据加法的性质来解决关于减法的问题一样.倒数在这里的作用正如对称数在那里的 
作用一样. 

如果一数 C 满足关系 


c • b = a ① 

(其中 6 常预先假定异于 0 )， 则 c 称为 a 及 6 的商. 

令 c = a . l 就可以满足这定义 .因 [III 2 。， 1 。， 4 。， 3。: 



反之，若数 〆 满足数 a 及 6 的商的定义，于是 c^b = a , 则在这等式两边乘以 

I :并变换左边 pn 2°, 4°, 3°]: 



就得到 c 7 = a . ^ = c . 

b 

这样.就证明了数 a 及 6 ( 设 6 # 0 ) 的商的存在及单 值性； 把它记成 a : b 或 
由商的单值性可知，除了 1 以外，再没有什么数能具有类似于 III 3。的性质 . 6 由 

此，如前所述.推得倒数（看成 1 及 a 的商）的唯 一性； 此外，容易证明数 a 及 i 是 
互为倒数. a 

下列性质与算术的基本运算——加法及乘法双方都有 关系： 

III 5° ( a -\- b)c = a • c + 6 ■ c (乘法关于和的分配性). 

由此很易导出关于乘法关于差的分配性： 

(<2 — b ) ' c — a " c — b • c . 


©依 III 1°,定义商的这个等式也可 写成： b-c = a 



依差的定义，这可以直接由下式推出 


(a — b ) ^ c -\- b • c = [(a — 6) + 6] * c = a • c . 

再应用性质 III 5°，可证 

6-0 = 0-6 = 0 . 

实际上 [II 3°] 

<2 + 0 = <2, ( fl - + 0) ■ b = o , ■ 6 H - 0 * 6 — <2.6， 

由此推得 0 • 6 = 0,再由 [III 1°] 得 6 ■ 0 = 0. 

反之，若 a • b = Q 又 6^0, 则必须 a = 0. 实际上 ， a = ^,但同时又有0 = |(因 
6-0 = 0), 因为商是唯一的，故 a = 0. 

最后，我们指出联系符号 > 与乘号的一个性质： 

III 6° 由 a > 6及 c > 0推得 a . c > b - c . 

据此可以用正数乘不等式的两边.由此可知，当 a > 0及6 > 0时，亦必有 

a * 6 > 0. 

注意， (- a ) *6=-( a -6); 这由下面推得 

(2.6+( —<2) * b = <2 +( — cij ■ b ~ 0 • b — 0. 

现在不难看出，若 a < 0, 6 > 0,于是 a = —| a |, 6 — |6|, Hi 

a • b = (― | a |) - |6| = —(| a | - |6|) < 0; 

当 a > 0, 6 < 0 时亦如此，又若 a < 0, 6 < 0,贝 I 」 

“ =(― | a |)(-|6|) = —[| a | ■ (~\ b \)} = +(| a | . _ = | a |.|6| > 0. 

这样，我们已完全重新建立了关于乘法的符号规则，这些符号规则现在已成为 
有理数的上述性质的逻辑推论了.换言之，如果有理数要满足上述诸性质，就必定要 
遵守这些符号规则.关于乘以0的规则，也可以这样说(如上所述). 

在处理了加法和乘法的性质以后，我们现在能够证明在前面数的基本性质 [I 3°] 
中已述及的有理数域的稠密性了.就是，可以用它们证明，例如，由 a > 6推得 a > 

cl b 

5. 阿基米德公理我们用下列的简单而重要的论证，来结束我们的有理数基本 
性质一览表.这一性质是不能由上述的诸性质里推得的. 

IV 1°不论 c > 0是怎样的数，总有大于 c 的自然数 n 存在着(阿基米德公理). 

实际上，阿基米德曾说明一个几何的命题，即为众所周知的阿基米德公理： 



§2. 无理数的导入 • 实数域的序 

6. 无理数的定义 有理数集及其在第一节内列举的一切性质，作为是已给的. 
我们仿效 戴德金 ( R . Dedekmd ) 来叙述无理数的理论.有理数域内的分划的概念 
是这理论的基础.若将有理数全体所成的集合分拆为两个非空集合（即至少包含一 
个数的 . 我们把这样的分拆叫做 分划， 只要满足 条件： 

i ° 任一有理数，必在且仅在 a 及 w 二集之一①中 出现； 

2。集乂内的任一数 a ， 必小于集 W 内的任一数 

集 A 称为分划 的下组 ，集# 为 上组 . 分划记成川#. 

由分划的定义推得，小于下组内的数 a 的一切有理数也都属于下组.仿此，大于 
上组内的数 Y 的一切有理数亦都属于上组. 

例1 一切满足不等式 a < 1的有理数 a ， 定为集乂，一切满足 Y > 1的必都 

算人集 

很易验证，这样，我们实际上已得出分划了.数1属于 W 组，且显然成为其中 
最小的致.由另一方面看，在乂组内并无最大数，因不论我们在 A 内取怎样的数 a ， 
恒能在 a 与1之间指出有理数以来，因而它必大于 a 并且属于 A 组. 

例2取小于或等于1的一切有理数 a , a ^ l , 归入下组取大于1的一切有 
理数 aW > l 、 归人上组. 

则亦得一分划.且其中在上组无最小数，而在下组有最大数（目 卩 1). 

①“任一有理数仅在二集之一中出现”这•，实亦可由2°推得. 

在分析教程中引人实数的另一种办法是把 所有的 (无论是有理的> 还是无理的）实数的最简单 
性质看作公理，而不加证明地予以承认.倾向于这种办法的读者在阅读本节时，可一下子跳到10 
和11目. （从 此处开始.用数码加半括号表示编 者注； 用数码加圆圈表示作者注 
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例 3 取使 a 2 < 2的一切正有理数 a ， 数0及一切负有理数归人 A 组，使 a /2 > 2 
的一切正有理数 Y 归人，组. 


很易证明，我们亦已得出分划.此处 ，在乂 组内既无最大数，在 f 组内亦无最 
小数 • 我们将证明，例如，这论断的第一点（第二点同样可以证明).设 a 为4组内的 
任意正数，则^ < 2. 再证,必能得这样的正整数 n ， 使 


于是 a + 亦属于 A 

这不等式相当于: 





若 n 满足不等式 <2- a 2 , 则上面第二个不等式也自然能满足了.为此，只需 
# 71 / 

取 

2 ( 2+1 


而这是恒为可能的[依阿基米德公理， IV 1。].因此，不论 a 为 A 组内的怎样的正数, 
在这 A 组内终能求得大于它 的数； 又因为当 a ^ O 时这论证显也成立，故在 A 组内 
没有任何数能成为最大的. 

很易明了， 不可能有这样的分划存在，在它的下组内有最大数 a 0 , 同时在上组内 

又有最小数 < 实际上，假设这样的分划存在着.则应用有理数域的稠密性 [I 3。]，必 
能取得一个位 于恥与 < 之间的有理数 c :勿< c < a ^. 数 c 不能属于 A 组，因否 

则，勿就不是此组的最大数.仿此， c 亦不能属于乂 7 组，但这是与定义分划的概念的 
性质1°相矛盾的. 

这样，分划仅能有三种类型，如刚才例1，2,3所表 明的： 

1) 在下组 A 内无最大数，而在 上组# 内有最小数 r ; 

2) 在下组 A 内有最大数 r ， 而在上组 W 内无最 小数； 

3) 在下组内既无最大数，在上组内亦无最小数. 

在前两种情形，我们说，分划由有理数 r 所产生 （ r 成为4与 W 之间的界数)， 
或说分划定义有理数 r . 在例1，2中，1便是这样的数.在第三种情形界数并不存在， 
分划并不定义任何有理数.今引人新的对象—— 无理数 . 让我们约定， 任一 3) 型的 
分划定 义某了 无理数 a . 这个数 a 便代替缺少的界数，我们好像把它插人在4组的 
一切数 a 与， 组的一切数 Y 中间.在例3中，这新创的数，很易推想而知，即是 

V2. 
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我们并不引入无理数的任何同一式样的记法®，我们总是把无理数 a 理解为有 
理数域中确定它的分划 

为了一致起见，同样来理解有理数 r 也常是很方便的.但对于任一有理数 r 存 
在着确定它的两种分划：在两种情形中，数 a < r 总是属于下组，数 Y > r 总是属于 
上组，而数 r 本身可以任意包含在下组（这时 r 为下组的最大数)，或包含在上组 （r 
为上组的最小数).为了确定起见，我们约定：凡说到确定有理数 r 的分划时，常把这 
数放在上组内. 

有理数及无理数总称为 实数. 实数的概念,为数学分析的基本概念之一. 

7. 实数域的序 由分划乂|，及所确定的二无理数 a 及 /3, 当且仅当二 

分划为恒等时，始认为相等 ~实际上只要下组 A 及 B 互相重合就够了，因为这时氺 
与& 亦必互相重合.这定义在数 oc 及 (3 为有理数时，仍可保持不变.换言之，若二 

有理数 a 与 （3 相等，则确定它们的分划相重合，反之，由分划的重合推得数 a 与 （3 

相等.、在这里，自然仍须注意到，以分划来确定有理数时的上述约定 ©. 

现在蒋而建立关于实数 “ 大于”的概念.关于有理数这概念早已建立了.对于有 

W 

理数 r 与无理数 a 之间， “ 大于”的概念实际上在6中已建立 了：即 ，若 a 由分划 

所确定，我们便算作 a 大于/组中的一切有理数，同时氺组中的一切有理数 
大于 a . 

现在设有二无理数 a 及戌 a 由分划 A \ A \0 由分划所确定.我们将称有 
较大下组的那个数为较大数.更准确些说 ，若乂组整个包含着 B 组，并且不与它重 
合，则算作 a >0 (这条件，显然相当于： a 组整个包含着 A 组，并且不与它重合). 
很易验证，当 a ，/3 之一是或甚至二者都是有理 数时， 这定义仍可保持. 

现在证明实数均能满足性质 I 1°及 I 2°. 

II 。任一对 （实） 数 a 与/ 3 之间必有且仅有下列三种关系 之一： 

cx —■ (3 5 q > ci 7 • 

若确定 a 的分划 A \ A f 与确定的分划 B \ B f 相重合，则 a = /?. 若这二分划不 
相重合.则或 A 整个包含 5( 这时 a > /?)，或不是这样.在后一情形， B 组内有元素 
b 0 , 落在丄 组内.则对于4组内的任何元素 a ， 必有 a < 6 q . 因此 B 组整个包含>1 
组，且不与它重合、于是我们有 0> a . 

12:由 a > ,5 > 7 推得 a > 7- 

设数 a . m 门中间可能有有理数）是由分划来确定的.若 
a > 则依”大于”的定义 M 组包含 B 组，且并不与它重合.但因/3 > 7 ,故 B 组 
包含 C 组.且不与它重合.因此，乂组亦包含 C 组，并且不与它重合，即 a > 7. 

® 这里说的是有限的记法 ： 对于无限的记法、读者在9中会熟习它.个别给定的无理数我们经常 
总是用这数所由产生的关系式来记它，如 x^,log 5, sin 10° m . 

②没有这条件,例如 > 在6的例1及2内所考察的分划，双方都定义数1,但非恒等. 
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如在 2 中一样，现在可以建立“小于，，的 概念： 若0 > a ， 则我们说 a <戌 < 号 
亦与 > 号一样具有传递性. 

8 - 辅助命题 现在我们来建立实数域的 稠密性 (比较 I 3。)；准确些说，我们将 
证明下列 论断： 

引理 1对于不论怎样的两个实数 a 及/?，其中 a > 0 ,恒有一个位于它们中间 
的有理数 r : a > r > /?(因此，这种有理数有无穷个). 

因 a > /?,故确定数 a 的分划的下组 A 整个包含确定的下组5,且不与 B 
重合.因此在 A 内必有有理数 r ， 它不包含在 B 内，于是必属于及；对于它 

a > r ^ p 

(只有在 P 为有理数时始能成立等式) • 但因为在 A 内无最大数，故在必要时，把 r 
取得大一些就可以取消等式. 

附注 我们事实上已证明了比实数域的稠密性还要强的 性质： 即在实数 a 与 

3( 若 a >冷) 之间必定存在着有理数（不仅 r 是实数).以后我们就将引用这个更强的 
稠密性. 

由此直接推得 

引理2 设给定两个实数 ce 和/3.如果任取一个数 e > 0，数 a 及都能位于 
同一对有理数 s 与/ 之间： 

s’ > a > s ， s ; > j3 > s, 

这对数的差小于 e : 

5’ 一 s < e ， 

则数 a 与/?必须相等. 

证明 我们用反证法来证明.例如，设 a > /?，依引理1，在 a 与间可以插人 
两个有理数 r 及 r 7 > r : 

a > r’ > r > /3 • 

于是对于任何二数 s 及当 a R p 都在它们之 间时， 显然成立如下不等式 

s f > > r > s ) 

由此 

s’ 一 s > r’ — r > 0, 

因此差 Y - s 不能小于数 e = r / - r , 违背引理的条件.这矛盾即证明了引理. 
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9. 用无限小数来表示实数 现在我们考虑这样的表示实数的方法，即其分数部 
分（尾数）是正的，而同时，其整数部分可以为正的、负的或零. 

首先假定被考察的实数 a 并非整数，亦非有限十进小数.现在要来求它的十进 
小数近似值.若 a 由分划川#所确定，则首先易见在4组内必有整数 M ， 又在 W 
组内亦必有整数 」V > 3/. 在 M 上依次加1，必能得出这样两个相邻的整数 Co 及 

0 ) + 1，使 

Cq cm C/Q -{- 1 . 


这里的数 Cq 可以为正的、负的或零 

若再用数 


C 0 .1; C 0> 2; 


• ♦馨 


； Co .9 


分与 Co 



1 间的区间为十等份，则 a 必（且仅）落在其中之一个部分区间内，因 


此我们又求得相差为^的 两数： Co . Cl 及 C aCl + 且有 


< a < Cq. ci + 
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继续这样分下去，在确定数码 ~ C2 ，…后，我们就用不等式 


G ， 0.CiC2 


c n < <y. < CqC\C2 … c n + 
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⑴ 


定义第 n 位数码 c n . 

这样，在求数 a 的十进小数近似值的过程中，我们求得整数 C Q 及数码 

Cl ， C 2 ，〜.， c n ，.…的无限序列.由此组成的无限小数，即记号 


CoC\C2 … c n ... (2) 

可以看成是实数 a 的一种表示. 

在例外的情形，当 a 本身就是整数或有限小数，亦可以用相似的方法由比 （1) 更 
普遍的关系式 

C0.C1C2 … c n 彡 a 彡 CqC\C2 … c n + ―― (la) 

丄 IP 

来相继地确定数 C Q 及数码 Cl , c 2 ，… •， c n ，….事情是这样的，到某时，数 a 会重合 
于包含它的区间的一端,重合于左端或右端都行;从这时开始，相应地，在 （ la ) 中左 
端或右端就将经常不变地成立等式.按照成立等式的是左端还是右端，这以后的各 
数码就将全是0或全是 9. 因此，这时 a 就有了双重的表示，一种是用零循环的 ，一 
种是用9循环的.例如， 


3.826 二 3.826 000…= 3.825 999…， 
-3.826 = 4.174 000 . • • = 4.173 999… ■ . 2 ) 


2 )记法 x = 4 , 174 000表示 x = -4 + 0 J 74 000. 
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反之，今设任给一无限十进小数 （2); 我们要证明总可以找到一实数 a ， 刚好是 
被这小数所表示的.为此，我们来考察小数⑵的一段： 


C n — * • * c n , (3) 

把它作为所求数的“亏（不足的）近似值”，同样把 

= ^ O . ClC2 …〜+ (4) 

作为其“盈（过剩的）近似值不难看出， 每一 C n 小于每一 现在我们用如下法 
来定有理数域的一个分划：把大于一切 c n 的有理数 a '( 例如，一切数 O 放在上组 
A 内，而把一切余下的数（例如，数 C n 本身）放在 A 组内.很易验证，这就是我们所 
要的分划，它确定了所求的实数 a 

实则，因 a 就是在两组之间的界数，因此，当然成立 


C n ^ a ^ 




即数 a 满足于一切 （ la ) 型的不等式.这就证明了小数 （2) 就是所求实数的表示式. 

盈十进近似值 （4) 和亏十进近似值 （3) 的差等于 -^7, 随着 n 的增大，这差可 

丄 U 

小于任何有理数 e > 0. 事实上，因不超出数 i 的自然数仅能是有限多个，故不等式 


10 " ^ 或相当的不等式 -1- 

e 10 n 

值，将有 


> e 仅能对有限个 n 的值 满足； 对于其余一切 n 的 



由这附注，依引理2,可得结论：任一异于 a 的数 ; 3,既不能像 a 那样满足一切不等 
式⑴或 ( la ), 故其无限十进小数表示式必与 a 的表示式不同. 

特别是由此推得：不等于有限小数的数，其表示式不能以0或9来循环，因为任 
一以0或9来循环的小数显然表示有限小数. 

今后读者就可以将实数想象为无限十进小数.由中学课本内，人们知道,无限循 

环小数表示有理数，反之，任一有理数总可化成循环小数.这样， 不循环的无限 小数， 
就用来表示我们新引入的无理数 (这一概念也可作为建立无理数的理论的;±!單卓) . 


附注下面我们将常应用有理近似值 aRo / 以接近实数 a ， 这时， 

a < a < a / ‘ 


其差 o ! - a 可为任意小.对于有理数 a ， 显然存在着这种数 a 及 < 对于无理数 a 
也可以有这样的 a 及 a '， 例如，当 n 充分大时应用十进近似值 C n 及 C ；. 
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10 . 实数域的连续性 今转而考察一切实数所成之域的一个极重要的性质.这 

种性质使实数域在本质上异于有理数域.在考察有理数域的分划时，我们已看到，有 

时有这样的分划存在，使在有理数域内并无产生此分划的界数.正是由于有理数域 

有这种不完备性，即在它们中间存在着这些空隙，所以我们才要引人新数——无理 

数.今开始考察实数域的 分划. 在这种分划之下我们把这数域分拆成两个均非空集 
4及 i ， 使能满足： 

1。每 一 实数必落在集 A ! 中一个且仅 一 个之内 
2°集 A 的每一数 a 小于集义/的每 一 数 o ；' 

现在发生了问题:对于这样的分划 A \ A \ 是否永远能找到 - 在实数域内- 

一个产生这分划的界数，或在这数域内还存在着空隙（这种空隙可作为再引入新数 
的理由)？ 

要指岀，事实上并没有这种 空隙： 

基本定理 （戴 德金 ) 3 )对于实数域内的任 一 分划 A | A 7 必有产生这分划的实 
数存在 • 这数久 1) 或是下组4内的最大数， 2) 或是上组内的最小数. 

实数域的这一性质常称为它的完 备性， 也称为它的 连续性 (或 密接性). 

证明 将属于 A 的一切有理数集记成必属于 A 的一切有理数集记成容 
易证明，集 A 及氺 形成有理数域内的一个分划. 

这分划确定出某一实数 /?. 它应该落在4组或 A 7 组之一内.假定落 

在下组 A 内，则情形 1) 便实现了，就是/?成为 A 组的最大数.实际上，如果不是这 

样，便可在这组内找出大于的另一数 a 0 来. 今在 a 0 与 j 3 之间（依引理 1) 插入 
有理数 r : 

• ao > r > p. 

r 亦属于 A ， 故必属于 A 的一部分 A 我们便得出 谬论： 有理数 r 属于确定0的分 
划的下组，却又大于这数！这便证明了我们的论断. 

我们还可以证明类似的论断，如果落在上组 W 内，则情形 2) 就实现了. 

附注 同时在 A 组内存在最大数，在 W 组内存在最小数是不可 能的; 这可如同 
对有理数集合的分划一样地来验证（应用引理 1). 

11 . 数集的界 我们应用基本定理[10]，在这里建立一些在现代分析中担任重 
要角色的概念.（在考察实数的算术运算时就已需要它们了 .） 

①参阅第6页注①. 

3 )如果不加证明地承认实数的基本性质> 而不从有理数的性质引入这些基本性质，那么本定理 
同样应看作是 公理. 把它称为 戴德金公理或完备性公理. 
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设有实数的任一无限集；它可用任何方法给出.这种数集的例 子是： 自然数集， 
一 切真分数集，在0与1间的一切实数集，方程 sin a : = ~ 的根的集，等等. 

集内的任一数记成: r ， 因此 x 所代表的是集内一般的数，诸数: r 所成的集，便记 
成 Y = ㈣ 4 ). 

若对所考察的集{$}，有这样的数 M 存在，使一切 z < M ， 就说，这集（被数 
V ) 上 有界； 这 M 就是集伽}的 上界. 例如，真分数集被数1或任何大于1的数上 
有界； 自然数序列不上有界. 

仿此，若能求出数 m ， 使一切 x > m , 就说，集 { x } (被数 m ) 下有界，且数 m 称 

为集 {4 的 下界. 例如，自然数序列被数1或任何< 1的数下 有界； 真分数集被0 
或 < 0的数下有界. 

上（下）有界的集，可以又下（上）有界，也可以不是下（上）有界 .如， 真分数集 
上有界也下有界，而自然数序列下有界，却不上有界. 

若数集不上（下)有界，则称“广义的数 ”+00(-00) 为它的上（下）界.关于这些 
••广义的数”或“无穷的数”，我们有 


— 00 < +00 及 — OO < Q ； < +00， 

不论 ce 是怎样的（“有限的”）实数. 

符号+00和 - oo 读作“正无穷”和“负无穷”. 

若数集上有界，即有有限的上界 M ， 则同时可知这种上界必有无数个之多（例 
如，任何> M 的数，显然亦是上界).在一切上界内，最小的上界特别有用，它称为上 
确界. 仿此，若数集下有界，则一切下界中的最大者，便称为下 确界. 如对于一切真 
分数集，0及1就各为下确界及上确界. 

成为问题的 是：上 （下)有界的数集是否永远有上（下)确界存在？实际上，由于 
上（下）界既是一无限数集，而在无限数集中并非恒能找出最小者或最大者©，故在 
所考察的数集的一切上（下）界中有这种最小（大）数存在还需要加以证明. 

定理 若集丨= {： r } 上（下)有界，则它必有上（下）确界. 

证明 在进行关于上界的讨论前，先考察两种 情形： 

1 °在集 Y 的诸数 I 中有一最大数5那时，集内的一切数将满足不等式 
x 彡元，即元为 Y 的上界.另一方面，无属于因此，对于任何的上界 Af 成立不等 

由此得结论，至是；^集的上确界. 

2°在集； t 7 的诸数; r 中无最大数.用下列方法产生实数域内的一个分划.取集 
^的一切上界 Y 归人上组 W 内，一切余下的实数归人下组4内.在这样分拆时， 

® 例如，在一切真分数的集中，便没有最小者及最大者. 

当然，这个记法并不是假定集 1由一 个元素组成. 
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MPC 的一切数 Z 将全部落在 A 组内，因依照假定，其中没有最大数.这样，乂组及 
A f 组均非空集.这种分拆实际上就是一个分划，因一切实数均已分入两组，且 A 组 
内的任一数必大于乂组内的任何数.依戴德金基本定理[10]，必有产生分划的实数 
P 存在.一切数 X ，因属于 A 组，均不能超过这“界数”汰即0可以用来作为 T 的 
上界，故々本身属于 i 组，且成为该组的最小数.这样，就成为一切上界中的最 

小数，即是所求的集％ = { x } 的上确界. 

定理的下半部（关于下确界的存在）的证法完全与此相同 • 

若 M * 是数集 Y 二 { x } 的上确界，则对于一切 I 恒有 

x 彡 M*. 

今取小于的任意数 a ， 因是上界中的最小者，则 a —定不会是集 Y 的 
上界，即必能在 Y 中求出数:2/，使 


x f > a . 


用这两个不等式就能完全表明集 Y 的上确界的特征- 

仿此，集％的下确界 m * 的特征可以用下面的话来表明：即对于 i 中的一切 a : 

有 


x > m 、 

但对于任一大于 m * 的数久必能在 Y 中求出数 ： c 〃，使 

x n < ( 3 . 

数集 Y 的上确界是 M * 及下确界是 m * 常用下列符号来记： 

M* = sup ^ = sup{x}, m* = inf ^ = inf{x} 

(依拉丁文： supremum= 最高的， infimum= 最低的). 

请注意一个明显的、以后常会遇到的推论： 

若某数集的一切数 x 满足不等式 x ^ M, 则必 sup{x} ^ M. 

实际上 ， 数 M 显然是数集的上界之一，因此， 一 切上界中的最小者总不能超 
过它. 

仿此，由 不等式 x ^ m, 推得 inf{x} > m. 

最后我们约定，若数集％ = { z } 不上有界,便说，它的上确界是 +oo : sup { x } = 
十 oo . 仿此，若数集 i = { x } 不下有界，则说，它的下确界是 - oo : inf{x} = - oo . 
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§3. 实数的算术运算 

12. 实数的和的定义 今转而建立实数的运算的概念.在以后，％/?，7表示实 
数，可以是有理数，也可以是无理数. 

设有二实数 a 及 /?. 先考察有理数 d ， a / 及6，，它们满足不 等式： 

a < a < a ’ 及 b </3< b ’. (1) 

如果实数7位于 一 切形如 a + b 的和与 一 切形如 Y + V 的和之间： 

a + 6 < 7 < a’ + 6’ (2) 

则7称为数 a 及3的和，记为 a + 0 . 

首先须证明，对于任何一对实数必有这样的数 7 存在. 

考察一切可能的和 a + 6 所成的数集.这数集是上有界的,例如，任何形如 a ' + b ' 
的和即为其上界.假定[1:1」 


7 = sup{a 4- b}. 


则 a + 6 < 7,而同时 ，7 < Y + 6' 

因为对于任何一组满足于条件 （1) 的有理数 a , b , a 、 b \ 不论它们怎样，我们常常 
可以把 a ， b 增大, 也可以把减小，使得条件⑴仍能满足 ; 所以在刚才得到的两 
个含有等号的关系式 a + 6 < 7 及 7 < Y + y 中，实际上没有一处能成立等式，这样， 
数7便满足于和的定义. 

但又发生了问题，由不等式 （2) 所确定的和 1 = a + (3 是否为单值的？为了要证 
实和的唯一性，依9的附注，选取有理数 aAa ' b ， ，使 

o! — a 〈 e b’ — 6 < e ， 

式中 e 为任意小的正有理数.由此， 

( a f H - b ! ) — (a H - 6) = ( a f — a ) H - ( b f — b ) < 2 e , 

即这差亦能使成为任意小®所以，依引理2,位于形式如 a + 6 的和与形式如 a f ^ b f 
的和之间的数仅存在着一个. 

最后注意，若数 a 及/3均为有理数，则显然它们的通常的和7 = ^ + 3满足于 
不等式 （2). 这样，上述两实数和的一般定义并不与两有理数和的原来定义相矛盾. 


© 若取 e < ‘，则数 2e 便小于任何小的数〆 > 0. 


■16 * 


绪论实数 


13； 


13. 加法的性质 很易证实，对于实数下列的性质仍然 保持： 

II 1 。 a (3 ~ (3 (y,\ 

II 2 。 (a + /?) + 7 = a + (/? + 7); 

II 3° q ： H - 0 = C)L. 

例如，我们证明最后一个性质.若有理数是这样的数，使 

a < a < a' , 6 < 0 < 6 ’， 


则显然， 


a + b < a < a < a ’ < a ’ + 6’. 

这样， a 是位于形如 a + 6与 a 7 + //的数之间的实数，依定义，在那两种数间又 
存在着和 a + 0. 但这样的数仅有一个 ， 因此 oH- 0 = a ， 这就是需要证明的. 

现在证明性质 II 4 。， 对于任一实数 a ， 存在着（对称于它的）数 -a ， 满足条件 

Q ； + ( — ( X ) — 0. 

在这里，只要就 无理数 a 的情形来证就够了. 

假定，数 a 被分划川 f 所确定，我们用下法确定 -a. 我们取一切有理数 
归入数 - a 的下组 Z ， 此处 Y 是 I 组的任何数,取一切数 - a 归入 - a 的上 组才， 
此处 a 是4组的任何数.不难看出，这样构成的分拆实际上就是一个分划，因此确 
定出一个实数（在现在的情形是无理 数)； 把这数记成- a. 

今证明它满足上述的条件 • 应用数 - a 的确定法，看出和 a 十（- a ) 是位于形如 
a - a ， 与 a /- a 的数中间的唯一实数，此处 a 及 Y 是有理数，且 a < a < a ' 但，显然 

cl — q! < 0 < <2’ _ a, 

于是数0也位于方才所述的数之间.但具有这种性质的数是唯 一的， 故有 

a + (― a ) = 0. 


这就是需要证明的. 

最后.证明性质： 

II 5° 由 q > 推得 a + 7 > 0 + 7. 

若 a > 土则在它们中间可以插入二有理数 n 及 r 2 : a > n > r 2 > /?.依9中 
的附注.必有二有理数 c 及 〆 存在，使 

C < 7 < 及 C’ 一 C < 7*1 — 7*2. 


由此 


ri + C > T 2 + c\ 
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而依和的定义 


a 十 7 > n 十 c ， r 2 十 〆> /? 十 7. 

比较这些不等式，我们就得岀所需的结论. 

这样，就加法来说，实数域具有一切基本性质 II 1 。〜 5。，有理数的这些性质在 
3 内已早叙述过了.由此可知，从这些性质得出的一*切形式逻辑上的推论对于实数 
也都成立.#别对于实数我们能逐字重述3内所叙述的紧跟在第二组性质后面的一 

切性质，即能证明数 a 及的差 a - /?的存在及其单值性，并能建立数 a 的绝对值 
(我们保持记法卜彳）的概念， 等等 • 


数 a 

是正数. 


14. 实数的积的定义现在转向实数的乘法，先只讲正数的乘法.设已给二正 
及0- 我们在此也先考察满足不等式 （ 1 ) 的一切可能的有理数，这些数也假定 


位于 一 切形如 a6 的积与一切形如 W 的积之间的实数 7 


a 6 < 7 < 


(3) 


称为及的积，记成 0 ^/ 3 . 

要证明这种数 7 的存在，我们取一切可能的积 M 所成的集，这集被任何形如 
W 的积上有界.若假定 

7 — sup{a6} 5 

则当然有< 7 ,但同时又有7 < 

因为我们常可将数^ 6 增大，或是将 a /， V 减小，使得 （ 3 ) 仍能满足（如在和的情 
形一样)，因此在< 7 及 7 < 中实际上不能成立等式，故数 7 满足积的定义. 

由下面的论断可推得积的唯一性.依在9内的附注，选取有理数，及 6 ,//， 

使 

ci — <2 <C 6 \) — b 〈 e 、 

式中的 e 是任意小的正有理数.-这时数 aRb 算作是正数，而数 Y 及 V 各不超过 
某些预先固定的数 竓及‘ 则差 


ofb f — ab ~ a/fj/ — b) b{a' — a) < (ag + b^) - e, 


即也能为任意小®，依引理 2 ,这便足以证实仅有一数 7 可以满足不等式 （ 3 ). 

若正数 a 及 0 都是有理数，则它们通常的积 7 = ^显然满足不等式（ 3 )，即与 



最后，为定义任意（不一定是正的） 一 对实数的积，我们先作如下约定. 
_ \ 

①注意,若取 e < 广 则« +吣) e 便可小于任意小的数 〆 ：\ o . 

a 0+ 6 0 \ 
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首先约定，不论 a 是怎样的实数，常有 

a ■ 0 = 0 ■ a = 0. 

若二乘数都异于0,则根据通常的“符号规则 ”置： 

a ■ P = \a\ ■ |/3|,当 o； 与 同号时， 
a ■ P — -(|a| • |/3 |)，当 a 与 /? 异号时 . 

(我们已经知道正数 M 及|/?|的积指的是什么 

假若我们希望实数运算能具有有理数运算的一切基本性质，那么这些约定有如 
我们在 4 内见到过的，对于我们在某些意义上是必需的. 

15. 乘法的性质如同在有理数的情形一样，对于任何实数仍保持以下性质： 
III 1° a ^ (3 — P ' a; 

III 2。 （a * , 5)7 = a . (/3 • 7 ); 

III 3 。 a * 1 — a. 

证明第二式作为例子，先从三数 a, /?, 7 都是正数的情形开始.设 a 乂 b 兄 
是任意的有理数，满足不等式 

0<a<a<a ’， 0 < 6 < /? < ^, 0 < c < 7 < ^. 

则依二实数的积的定义，有 

ab < a/3 < afl / 及 be < Pj < b’c’ - 


再应用这一定义，又得 

{ ab)c < ( a /3)7 < [ a ! b ’ 、 c ’ 及 a ( bc ) < a ( P / y ) < a ’(6 V )‘ 

因所证的性质 III 2 。 对于有理数是已知的，故实数 （ c ^) 7 及都位于同样 
的界限： 

( ab)c = a (6 c ) 与 ( a ’6’) c ’ = a ’(6 V ) 之间. 

但很易证明，因乘数 a 与 b 与 b \ c 与 c ' 间都很接近，因而得出积的差 
- abc 可为任意小（在这时，可以应用与 14 内有关二乘数之积的相似的论证). 
由此，依引理2,可知数 (峰与 a ㈣ 相等. 

当 a ， 久 7 不全为正数时，只需注意到“符号规则”，便可立刻得出结果.又若数 
a ，/?， 7 中至少有一数等于0,则两个积都化为 0. 

现在讲性质： 

III 4。对于任一异于零的实数 a ， 必有（倒）数丄存在，满足 条件： 



Ot * — 

a 
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这里只要证无理数 a 的情形便够了.先设 a > 0. ‘ 

若 a 由分划所确定，则我们可用下法构成对于数1的分划.我们把一切 

a 

负的有理数，零，以及一切形如為的数归入下组足此处 v 是，组的任 何数; 把一 

a’ 

切形如1的数放在上组$内，此处 a 是 a 组内的任何正数.容易说明，这样，实际 

上我们岂得出一个分划，它确定岀一正的实数（在现在的情形是无理 数)； 这数记成 
1 


让我们证明，它满足所需要的条件.由上面 y 述倒数的构作法以及乘积的定义 
可知，数 a • ^是唯一的实数，位于形如^与^的二数之间，此处 a 及&是满足 
不等式 a < Y 的正有理数.但数1也&位于1述两类数之间： 



故它是所求的积. 

若 a < 0,则假定 


于是依“符号规则” 



当我们证明了实数域也具有关于乘法的一切基本性质 III 1 。〜 4。以后，显然可 
知，这数域也保持着在4内所述的一切性质，即关于数 a 及的商^(在# 0时) 

的存在及唯一性等. 

分配性： 

III 5。 （a + /?) _ 7 二 a . 7 + P . 7 

对于任何实数亦成立.在正数的情形（如证明 III 2°那样）这很易证明.所有其他的 
情形可以用等式两边均变号的方法，或由一边移项到另一边的方法化为这个特别情 
形.但是数 a ，/3 , 7 ，(a + /3) 中之一等于零的情形并不 在内； 对于这种情形，等式的成 
立是非常明显的. 

最后，还有性质： 

III 6° 由 a > /?及 7 > 0 推得 a . 7 > /? • 7. 

其核验并无困难.不等式 a >(3 相当于 a - f 3 > 0;依“符号规则”有 ( a -/3)* 7 > 0. 
但乘法也有关于差的分配性，故知 a • 7 - 07 > 0,而由此即得 a • 7 > /? * 7- 


16 . 结论最后，还要讲一讲阿基米德么 N 理 •. 

IV 1° 对不论怎样的实数7,必有大于//的自然数 n 存在. 

这公理的核验是很容 易的： 因在确定^7的分划 C | C / 的上组内必能找到大于 
它的有理数 c 7 , 而这公理对于有理数 〆 是成立的. 
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现在可以说我们已经证明了下述 事实： 在实数域中，初等代数学上关于四则运 
算及等式与不等式运算的规则，仍旧完全维持不变. 

17. 绝对值因以后的需要，特再附加一些关于绝对值的 附注. 

首先证明不等式 UN < (此处当然有/? > 0) 相当于二重不 等式： -0< a <0 ‘ 
实际上，由 H < 推得 a < [3 及 -a < /3( 即 a > -/?) 同时成立.反之，若已给 
定 a < (3 及 a > 则必同 时有 ： a < [3 Si -a < f 3' 但在 olI — ol 中有一为|外故 

a \ < p . 

\仿此 ; 不 等式： 

与 - /?彡 a 彡/? 

显然是相当的. 

再证明有用的不 等式： 

a 4- /3| ^ | o ；| + |/? . 

逐项地相加两个显明的不 等式： 


a | < a ^ | a | 及 - |/?| 彡 /?彡 |/?|， 


得’ 

—(|a| + |/3|) ^ a + /3 ^ |a| + |/3 |， 

由此，依据上述的附注，即得所求的不等式. 

用数学归纳法可以把它推广到任意个加数的 情形： 


+ /5 + ■ ■ ■ + 7 ^ \(y\ + + 7 

若在已证明的不等式内，把/?换成-/?，则得 



s a = (a + /?)—/?，故 H < |a + /?| + |/?|，或 


同样 


|o^ + /3| ^ ol — 0 
OL 一 P\ ^ cx — (3 


因为同时 


所以显然 


P — a < a — P 


11^1 - \P\\ ^ 1^-/3 

所有这些不等式在极限论内都是很有用的. 
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18. 根的存在.以有理数为指数的幂 由实数乘法（及除法）的定义，也如通常 
一样，可直接导出以正（及负）整数为指数的幂的定义.在转向一般的有理指数幂以 
前，先叙述一下关于根的存在问题. 

我们还记得，在有理数域内，即使是极简单的根指数也并不存在，这事实已被作 
为扩充有理数域的根据 之一， 现在再来考查一下，这种缺陷在扩充后的数域中（但不 
进行更进一步的扩充）得到如何程度的补救. 

设 a 是任一实数, n 是自然数. 

众所周知，实数^称为数 a 的 n 次根，若 


我们限定 a 是正数，并将求得满足于这关系式的正数《，就是所谓 根的算术值. 
我们将证明这种$永远存在，且仅有一个. 

关于《的唯一性这一点，可立刻推得，因为对应于不同的正数，有着不同 的幂: 
即若0 < e < <疒' 

若有这样的有理数 r 存在，它的 n 次幂等于 a , 则它就是所求的数 f 因此，以 
后我们只需讨论这种有理数并不存在的情形就成. 

今在一切有理数域内用下列方法构成一个分划取一切负有理数及零，并 
取合于 x ,h < a 的正有理数归人 X 组.取合于> a 的一切正有理数/归人 

很易看出这两组都非空集，且 X 内还包含着正数.例如,若取自然数 m , 使合于 
■— < a < m , 则当然成立^ < a < m n , 于是可知数丄属于 X ,数 m 属于 X ’. 

饥 关于分划的其他条件1然也都满足. 饥 

今设 f 是由分划所确定 的数; 我们将证明= %即《 

把 < e n 看成是 n 个等于彳的乘数的连乘积，根据正实数乘积的定义丨 14] 可知，若 
x 及 x f 是正有理数，合于 

0 < x < ^ < x \ 



x n <C < X ' 


又因显然 X 属于 X 组，:2：/属于组，所以依照这些组的定义，同时又有 


x n < a < x /n . 

I 

! 

但差 x 1 - x 可小于任意数 e > 0(9, mik ). 并且无妨把 Y 当作小于某一预先指 
定的数在这种情形，则差 ’ 

x ln — x n = {x — x)(x ,n ~ 1 + x - x ，n ~ 2 + … x n ~ l ) < e - nx f Q ~ 1 , 
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即亦可成为任意小由此，依引理2,推得数 f 与 a 相等. 

在证明了根的存在以后，可由通常的途径建立有任意有理指数 r * 的幂的概念,并 
可核验初等代数教本内所讲的通常规则对于这种幂都成立.如： 


a 




a 


r+r 7 



(a r ) r/ =a rV , ( a p 丫 H 



再着重指出，在 a > 1 时，幂 a ” 随着有理指数 r 的增大而增大. 

19. 以任意实数为指数的幂现在再定义任意（正的）实数 a 的次幂，其中 
P 亦为任意实数.先引进数 a 的幂 


^及 a 6 , 

其中指数6及 V 为有理数，且满足不等式 


b < (3 < b f • 

位于所有的 a 6 与 a 6 ' 之间的实数 7 : 

a b < 飞 < a b ( 1 ) 


称为数 a > 1②的/?次幂（记成 a ^). 

很易说明，这种数永远存在着.事实上，集{^}上有界，例如， 任一^ 为其界. 
因此，若取 [ 11 ] 

7 = sup { a fc }. 

b</3 

对于这一数将有 

事实上，在这里等号并不需要，因为我们常可增大 V 或减4、6,使不等式 b < p < b / 
仍能满足的缘故.这样，数7的确能满足条件 （1) 了.- 

今转而证明由这些条件所确定的数的唯一性. 

为此，首先要指出引理2⑻在数 s , s ， Re 非有理数时仍 成立； 其证明相同. 


①注意，若取 e < 


则数 enx ^- 1 就可小于任意数 〆 > 0. 


71X 


/n 


②我们可以只限于这种情形来讨论，在^ < 1时，则设 
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其次，建立一个很简单且常用的不等式，人们有时称它为伯努利 ( Jac . Bernoull /) 
不等式：如果 n 是大于1的自然数，又7 > 1，贝 1 J 


7 n > 1 + n(7 ~ 1). (2) 

实际上，设 7 = 1 + A , 此处 A > 0,依牛顿二项公式有 

(1 + A) n = 1 + n\ + ■ ■ • 


因未写上的各项均为正数，故 


(1 + A) n > 1 + 77/ 入 , 


这就相当于不等式 （2). 

今设 7 = (Q > 1), 则得不等式 


心 _ 1 < - ， 

n 

这就是我们现在就要用到的不等式. 

对于任意预先指定的自然数 n ， 我们可这样选取数6及 K 使差 V 
则依不等式（3)， 


(3) 




n 


a 




1) < Of 


b a ~ 


n 



因 6 小于任意的（而且系固定了的)6纟，故若选取 


n > 



式中 e 是任意小正数,便可使 

Oi ^ _ ( X ^ £ ■ 

在这种情形，依上述引理2的推广，在限界以与 aY 间不能包含两个相异的数7,这 
就证明了 7 的唯一性. 

若 (3 是有理数,则以上所给的定义符 f 于0^的通常的定义. 

很易验证，有任意实指数的幂满足一切^常的指数法则.例如，证明指数相加的 
法则： 


a^ 3 ' a 1 = 0 ^+' 

设 b 兄 c〆 是任意的有理数，满足 


b < 0 < b f , c < 7 < c’; 
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则依和的定义[12]，有 

6 十 c</? + 7<V + 〆. 

而依幕的定义，有 

a b < < a b \ a c < a 1 < a c \ 及 < y b+c < o ^+ 7 < a 6 +c . 


把首两个二重不等式逐项相乘（对于有理指数，所要证的法则是已知的)，则得 

十 c < ofi ^ ol 1 < a b，JtC， ) 

这样，二数及 W . a " 是位于限界与之间，而且容易证明，这两个 
界是可以任意接近的.由此（依引理2的推广)，推得这二数是相等的. 

再证明，在 a > 1时，幂 V 随着实指数/3的增大而增大.若/? <瓦则在它们中 
间插入有理数 r : p < r < p , 依实指数幂的定义，就有 

』< a r 、及 a r < a' 


由此 

oP < oA 

20. 对数应用以任意实数为指数的幂的已给定义，现在便很易确定以异于1 
的正数 a (例如我们当作 a > 1) 为底的任意正实数7的对数的存在. 

若有这样的有理数 r 存在，使 


= 7， 

即 r 便是所求的对数.现在我们假定，这样的有理数并不存在. 

于是，可以在一切有理数域内，依下列规则作分划 B \ B \ 取合于 a 6 < 7 的有理 
数6归人 B 组，取合于> 7的有理数 V 归入反组. 

我们证明， B 组及以 组均非空集.依不等式 （2), 有 

OL 1 > 1 + Tl{(X — 1) 〉 Tb{oc 一 1 )， 


并且只需取 


n > 


7 


a — 


便能使 a 72 > 0:这样的自然数 n 必属于同时又因 


a 


—n 


a 


n 


< 


1 


n(a 


1)， 


n > 


1 


7(a — 1)’ 


故只需取 
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便能使< 7 ,于是 B 内有数 - n . 

对于分划的其他要求这里也都满足. 

所构成的分划 B \ B f 确定一个实数久0就成为两组数间的“界数”.依幂的定义， 
有 

a b < oJ 3 < a b , (b < 0 < b’）, 

因此是满足一切这类不等式的唯一的数.但对于数 7( 依分划的构成）有 

a b < ^ < a b . 


故 

〆 = 7 而 P — log a 7； 

对数的存在就证明了. 


21. 线段的度量若停留于有理数域之内，便不能提供一切线段以长度，而这也 
是引人无理数的一个重要的动机 • 现在我们将指出，在已被拓广的数域中可以解决线 
段的度量的问题. 

首先，叙述这一问题:® 

今要求对于任一直线段 A 以一个正实数 1( A ) 和它对应，即称 为线段 A 的长， 使 

得 


1) 某一预先指定的线段 五 (长的单位）有长为 1 : 1( E ) = 1; 

2) 相等的线段有同一的长； 

3) 在线段相加时，和的长常等于各相加线段之长的和： 

l(A ^ B ) = 1( A ) + 1( B ) 


(可加性). 

在这些条件的限制之下，问题的解答是唯一的. 

由 2) 及 3) 推得，单位线段的 g 等分中的一分应有长 I 若这一分又重复地加 p 

q 

次，则依3)，所得线段应有长^这样，若线段 A 与单位长是可通约的，又线段4及 
E 各为公共度量的 p 及々倍，^必须 


I ⑷ 

Q 

易见这数并不依赖于所取的公共度量，又易见若依这规则以有理长赋予与单位 
长可通约的线段，则对于这些线段，度量的问题就完全解决了. 

若线段 A 大于线段设 A = B + C ， 此处 C 亦为某一线段，则依 3) 应有 

1( A ) = 1( B ) + 1( C ), 

© 在这里我们应用中学几何方面的知识，不叙述与它有关的公理. 
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由 KC ) > 0得 K 乂）> KB ). 故不等的线段应有不等的长，而且较长的线段有较 
大的长度. 

因任一正有理数 E 必为某一与单 位长芯 可通约的线段的长，很清楚地，无一与 

单位长不可通约的线 i 能有有理的长度. 

令 S 是一与 E 不可通约的 线段. 我们可找到无数多的与 E 可通约的线段 S 及 
5' S 小于 S 而 y 大于 S ®. 若把它们的长度记成 s 及 s ，' l ( S ) = s J { S / ) = s , ) 则所 
求之长 /( S ) 应满足不等式 

s < /( E ) < s ’ ②. 

若把一切有理数分配到 S R S f 二组，把数以及一切负数及 0) 归人下组叉 
把数/ 归入上组 V ，则得有理数域中的分划.因为显然在下组内没有最 大数， 在上 
组内没有最小数，故这分划确定一无理数 a ， 它是满足诸不等式 s < a < s f 的唯一实 
数.显然，长度 /( S ) 必须等于此数. 

今假定一切线段,不论与 E 可通约或不可通约,都依照上述规则记下其长度.条 
件 1),2) 显然满足.考察二线段 P , E , 长度为 

P = l ( P ), ^ = 

及其和，线段 : T = _P + S , 其长度记成 t = /( T ). 取任意正有理数 

r < p < r \ s < (7 < s ’ 、 

作线段 R 、 R \ S 、 S 、 各为有上述数字作为长度的线段.线段丑 + S (长为 r + s ) 将比 
T 短，而线段纪+义(长为 〆 +岣将比: T 长.因此 

r + s < r < r 7 + 5 ; . 

但由[ I 2 ]，位于形如 r +岁与 〆 + Y 的数之间的实数是唯 一的， 因此 T P + a ， 这 
就证明了条件 3). 

依数学归纳法，“可加性”可以推广至任意有限个加数的情形. 

若在轴（有向直线）上（图 1) 选取原点0及单位长 OE ， 则 




①由几何学上的阿基米德公理出发易于证明，该公理我们在5内已讨论过了. 
® 自然，与 E 可通约的线段 S 的长，亦同样满足这不等式. 

及 s 是正数的限制当然并不重要， 
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这直线上的任一点 X 必对应于某一实数: T ， 称为它 的横标，若 X 位于自 0 起的正 

向上， X 即等于线段 0 X 的长，而在相反的情形等于这长的负数. 

自然要问其逆是否亦真： 任一实数$在这时必对应于直线上某一点吗？ 这问题 

在几何学上的回答是肯定的.即依靠直线的连续性的公理，它赋予作为点的集合的 
直线以类似于实数域的连续性的性质 [10]. 

这样，在一切实数与有向直线（轴）上的点之间就可以成立 一一 对应的关系.实 

数可以表示为轴上的点，这轴因此便称为数轴.类似的表示法我们以后将经常地应 
用着. 
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§1. 整序变量及其极限 

22. 变量、整序变量 在物理学及其他自然科学内读者曾经遇到各种不同 的量: 
时间，长度，体积，重量等. 任一 种量，按照 不同的 情况，有时具有不同的值，有时仅 
取一值.在第一种情形我们称它为 变量， 在第二种情形称它为 常量. 

但在数学上我们不顾所考察的量的物理意义，仅关心于表示这量的 数字； 量的 
物理意义仅当数学被应用时，始再获得重要性.这样，对于我们来说，变量仅为赋予 
数值的符号（例如，字母： c ) 而已 5 ). 

若变量所能取值的集合 Y = {4 已经指定,则这变量就当作是已给定了.常量 
可以当作变量的特殊情形来看待，它相当于义=忙}只有一个元素的情形 6) . 

在建立变量0；的极限概念时，仅知道这变量所取值的数集 A 还是不 够的； 必须 
再 知道.它所取的到底是些怎样的数值（在它们中间，可能有重复的)，以及它取这些 
值的次序.关 于有序 变量及其极限的问题的一般讨论，这里暂时搁下不提，放在下一 


5) 对整个数学分析来说，（在历史上）原来的、十分一般的变量概念与其说是纯数学性质的，不如 
说是自然科学性质的.给这个概念一个完全形式的定义，实际上不可能., 

有两种更为特殊的变量在今后的叙述中将起到关键的作用，它们是严格定义的 ，一 种称为（自) 
变量，另一种称为整序变量（或称为整序型变量).所说这两类变量的严格定义靠如下方式 实现： 对 
它们要补充描述 J 指定过程，即确切地指出认为变量或整序变量已经给定的条件.特别是下面的 
一段正文乃是变量的定义. 

6 ) 这样 一来， 首先 是给定 （自） 变量， 等价于给 定某个 数集; 其次,说法4——变量”事实上等价 
于“ z 一 数集的类元 (或 任意元)” 我们 指出， 上面所说的不适用于“整序型的变量”（对于它，给 
定的手续另行说明).在本质上，刚才所说的一类变量（即自变量)，仅在第二章开头才会遇到并且 
用到. 
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卷的末尾①（那时，读者将 已累积 着对于这一方面的充分的经验).在本章内我们且 
讲述一种最简单同时也是最重要的特殊类型的变量. 

今从建 立数列 的概念开始.设有自然数的 序列： 

1，2,…， n ， …，几’，… ⑴ 

在序列内数字依由小而大的顺序排列着，锌大的数 Y 在较小的数 n 的后面（或较小 
的数 n 在较大的数 n ' 的前面 )• 若在序列 （1) 内，按照任何规律，将每一自然数 n 换 
成实数 〜， 则得数列： 


^1 ) ^2 ) ^3 5 • • • ， ) … •，工 n ’ ，■… （2) 

其项或元素有一切自然数作为序号，并依序号增大的次序排列着.当 n / > n 时， 
〜 就在；的后面 在〜 的前面)，不管~本身的数值大于、小于或等于 

取值成序列（ 2 )的变量 o :， 我们-依照梅雷 （ Ch . Meray ) -称之为 整序变 

量. 我们在这里就限于考察这种类型的变量 7) . 

在中学的数学教程内读者遇到过的变量即是整序型的变量.例如，大家所熟悉 
的序列 

a，a + d、a 2 d , … ， a + (n — l ) d ， … （算术序列） 

1 2 3 n 

或 

a , aq ， aq 2 , …， aq n ~ l , * - - (几何序列）； 

12 3 n 

每一序列中的变项就是整序变量. 

在定义圆周的长度时，通常考察圆内接正多边形的可变周长，由六边形起，将边 
数依次增加 一倍; 这样，这整序变量所取的数值便成一 序列： 


Pe t ^ Pi2 1 12R y 2 - ^ 


^24 = 24 i ^\/2 — \ J 2 -\- 尸48,… 

d Y 4 

® 参阅第二卷的 附录: 《极限的一般观点》‘ 

②仿此，可以定义直线上点的序列或自然界任何其他物体的序列的概念. 

D 虽然从直观上看，序列与整序变量两个概念有某些不同，但在本质上两者是等价的.实际上， 

为了确定序列，〜，…和为了给定依次具有值 A ，町,…的变量％ _们做的是 

问样的事-指出某个 规则， 使每一 个自然数 n 对应着完全确定的实数 a n ( 这个取决_我们意愿 

的数, 我们可称之为序列的第 n 项或整序变量的第 n 个值).序列与整序变量这两个概念的等价性 

反映在表 示上： 对于二者，形如: Tn 的符号是标准的 表示. 读者今后可以毫无顾虑地 把序列与整序 

变量两个概念 看成等 同的， 而认为这两个术语是可以互换的 同义词 (确定整序变量总是等同于确定 

序列所遍历的值).我们要指出，更为普遍的术语“序 列” 现已远比术语“整序变量”更为通行，后 
者几乎不再使用. 
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再说到力的十进小数近似值(所说的是亏近似值)，使准确度继续增大，它们便 
成一^序列： 


1.4,1.41，1.414,1.4142，-.. 

12 3 4 

这也是一个整序变量. 

取值成序列 （2) 的变量0；常记成就是以序列中的变项（或普通项)，来记这 
个变量. 

有时，整序变量0；直接由 0； n 的表达式所给定.如在算术序列及几何序列时各 
为: r n = a + (n - l )( i 及:= aq n_1 ■ 利用这表达式便可以依已给序号立即算出整序 
变量的对应数值，而不必知道在这以前它取过一些什么数值. 

对于内接正多边形的周长，要写出一般的表达式，仅在引用数 7 T 后始为 可能； 内 
接正 m 边形的周长 p m ， 一般地表示为公式 


Pm = 2m 只 sin — . 

m 

有时，序列 ⑺ 的普 通项〜 的表达式可能无法知道. 然若我们能掌握某种规则， 

只要知道整序变量的任一序号时，便能按照这规则算出其对应的数值，则序列 （2) 以 

及由它所决定的整序变量都算作是已给定了. 因此，既然我们已知道根的近似算法， 

我们就可以算作的一切十进位近似值所成的序列是已经给定了，虽然这序列的 
普通项的表达式不得而知. 

若整序变量——在上述的意义下已给定，则不仅它所取值的集合已整个 
地确定，并且它取这些值的次序亦 确定； 对应于每一序号，整序变量必有一个数值， 
又在两数值中，序号较大的当作是在后面的. 

再着重指出，整序变量的各个数值不一定要互不相同.例如，由下列公式之一所 
给定的整序变量： 


其对应的数列 各为: 



在第一种情形，整序变量根本是一个常量，它所取值的集合只有一个元素 1. 在第二 

种情形,这集由整序变量所交错地取着的两个值1及 -1 所组成.最后，在第三种情 

形，变量的值是无限集，但这并不影响变量每隔一次取一个等于0的数值这一 回事； 

在第三项的数值0,我们当作不仅是在第二项的数值1以后，且亦在第一项的数值0 
以后. 
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23. 整序变量的极限 读者从中学的教程内应该已熟悉这概念了.这里是它的 
严格的定义： 

若对于每一正数£，不论它怎样小，恒有序号 7 V ， 使在 n > iV 时，一切: r n 的值 
满足不等式 

x n ~ a \< e , (3) 

则常数 a 称为整 序变量 :r = : ^的极限. 

a 是整序变量的极限这一事实，记成： 

lim x n ~ a 或 lira x = a 

(lim 是拉丁文 limes 的简写，即指“极限”）.我们也说，变量趋于 a, 并写成 

x n — ^ a 或 x a . 


有时称数 a 为序列⑶的极限， 并说，这序列 收敛于 a . 

上述定义可以简短地叙述成： 



数 a 是整序变量 x = x n 的极限，若 r 的数值 


从某项开始都与 a 相差任意 


含任意 e 的不等式 （3) 就是 x n 可以与 a “相差任意小”这一句话的准确记法，而 
序号 7 V 恰好就指示着上述定义中“从某项开始”那个“某项”的位置. 

最重要的是要认识到，序号 7 V —般地说来.并不是一经指定后就永远不变的: 
它是由我们所选的数 e 来决定的.为着要重视这件事.我们有时不写 7 V 而写成 7 V e . 

当数 e 减小时，与它对应的序数 tv = —般地说来，将会增大：要使整序变量〜 

的值与 a 的接近程度愈大，则我们在序列 （2) 内所要考察的数值便必须愈远. 

整序变量〜的一切数值都等于常量 a 的这情形是 例外： 显然，这时 a = 

但这时对于任何 e > 0,不等式 （3) 能同时对于 x n 的一切值都成立 

我们已从 17 中知道，不等式 （3) 相当于下列不等式 

一 ~ S 〈 X n 一 <2 < £ 


或 


a ~ e < x n < a-\- £] (4) 

以后我们经常要用到这些不等式. 

若把我们的整序变量的值及数 a，a 土 e 表示为数轴上的点丨 21] (图 2) ，则得 
整序变量的极限的显明的几何解释.以 a 点为中心的线段不论取得怎样小（其长为 
2e) , 一切点 从某点起，必全部落在这线 段之内 （这样，在线段之外一定只有有限 
个点了）.表示极根的点 a 就是表示整序变量的数值的点的凝聚 中心. 


® 对于从某项起开始都等于 a 的整序变量有与此类似的情况. 
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24. 无穷小量 当整序变量趋向于零时：〜 — 0, 这情形特别值得注意. 

极限为零的整序变量〜称 为无穷小量， 或 简称无穷小. 

若在整序变量的极限的定义 [23] 内使 a 二 0, 则不等式 （ 3) 成为 

\ x n - 0| = \ x n \ < £ (n > N e ). 

这样，上面的无穷小的定义可以不用术语“极限”而更详细地叙 述成： 

若整序变量: c n 的绝对值，自某项起，成为而且永远保持小于预先栺定的任意小 
数 e > 0, 则它称为无穷小. 

由于历史性所形成的术语“无穷小”量是不十分恰当的，希望不要引起读者的误 
解，这量的任何个别数值，只要它不是零，就不能当作是“很小的”量.事实上，无穷 
小是这样一个变量 ®， 它仅在自己变化过程中，可以变为小于任意选取的数& 

回到一般情形，设整序变量以 a 为极限，则此变量与其极限的差 


显然将为无穷小：因依 （3) ， 


ot n \ = \x n - a\ < £ (n > N £ ). 

反之，若 a n 是无穷小，则〜 — a . 这使我们导出下列 命题： 

整序变量以常数 a 为极限的必要而且充分的条 件是： 它们的差 a n - x n - a 
是无穷小. 

因此，可以给予“极限”的概念以另一定义（和旧定义完全相 当）： 

若常数 a 与整序变量的差是无穷小量，则 a 称为整序变量 x n 的极限. 

自然而然地，若以这定义为极限论的出发点，则对于无穷小必须应用上述的第 
二定义.否则便得循环推理：极限由无穷小确定，而无穷小又由极限确定！ 

因此，若整序变量^ — a ， 则可以表示为 

^71 = Oj ~\~ Oiyi , 

式中为无穷小.反之，若整序变量满足这表示式，则它有极限 a . 在实用时常用 
这式子以建立变量的极限. 


® 除去当它恒等于零的那种平凡情形以外. 
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25. 例题 1) 考察整序变童 


= — 5 x n =- ) x 

n 


(- 1 ) 


71+1 



71 


与它们对应的数列为 


1， 


5, 


5, 


4 5 


1 

， 2， 3， 4, 


1， 一 X ， 


3 5 


4' 


个变量都是无 穷小， 即有极限 0. 事实上，要使 


X 


一 < e ， 



仅需 n >兰便能成立.这样，便可取，例如，包含在会内的最大的整数，即 E 


£ 


'作 为凡 


注意到，第一个变量常大于其极限0;第二个常小 于它； 第三个则交迭地忽大于忽小于它. 
2) 若设 


X 


2 + (- 1 ) 





则变量依次取下列数列中的数值 



l5 l3,4,5,6 


在这情形同样有 



71 


0,因 


X n 


n 



当几4故娜取为 ' e 


我们在此地碰到稀奇的 特性： 变量交迭地忽而接近于其极限0,忽而离去它 
3) 今设 



1 + ( — 1广 



这整序变量我们已在 22 末遇到它过.在这里，亦同样地有 x 


0,因 


x 


^ - < e 5 



仅需 N > N e 



注意到，对于 n 的一切奇数值变量都等于它的极限. 

这些简单的例子是很有趣的，由于它们表现出包含在上述整序变量的极限定义中的各种各样 
的可能性.变量的值是否均在极限值的 一方； 变量是否每一步都向其极限 接近； 最后，变量是否能 
达到其极限，即是否具有等于极限的 数值； 这些都不关紧要.重要的仅是定义中所 说的： 变量在最 
后，即项数充分远时的数值，与极限值之差要是任意小. 


①一般地,用 E ( p ) 表示不超过 p 的最大整数，或简称数 p 的整数 部分； 五是法文 Entier 的起首 
字母，表示“整”. 



因此，若这表达式便小于这就证明了 In 

W 

5) 整序变量由公式 

x n = a ^ = yfa(a > 1) 

所确定.要证 3 ；n — 1. 

若应用 19 内的不等式 （3) ，则可以写成： 

x n — 1| — y/a — 1 < -——-< 仅需 n > Ne 

n 

但亦可用另外方法证明.不等式 

1 

\x n — 1 1 = a n —l<e ， 


相当于 


- <log a (l + £ )^n> logJi + £) , 


这样，在 n >凡 


E 


l 0 ga(l+ £ 


时，它就成立了. 


由于所选的推论方法不同，我们便得出不同的凡的表达式.例如，在 a 


10 , £ 




第一种方法得 iVo.oi 


9 

om 


900,而依第二种方法得 iVo.01 


E 


0-004 32 


0.01 时，依 
231. 依第 



N 0 . 01 的一切可能的数值中的最小者，因为 10231 


1.010 017 …与 1的差已 


大于 


在一般情形也是如此，因为，很容易看出，当 


log a (l + e) 


时必有 


注意： 如果只是要证明极限存在，则在这种场合我们总不关心于凡的最小可能的数值•只需 


保证不等式 （3) 能成立就好了，至于从哪一项开始，位置远些的抑近些的，可以不必去管它. 


6) 整序变量 


a 


n 


是无穷小的一个重要的例题.要证明〜 


'，式中 w < 1 
0,试考察不等式 



113 £; 


n / 一 

= q 〈 6 ， 
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它相当于 


71 


ig kl < Ige 或 n> 


lgg 

igi^r 


① 


这样，若假定(设 e < 1) 


N e 


E 


Igkl/ ’ 


则在 n > 7 V e 时，上述不等式一定成立. 

仿此，很易证明整序变量 


071 


A ^ q 


n 


亦是无穷小，其中 M < 1，而4是常数 

7) 再考察无穷递减几何序列 


a ) aq 、 aq 1 aq 


n — 1 


(kl < i) 


并提出关于其和的定义问题. 

大家知道所谓无穷序列各项的和，自然应该是，当 n 无限增大时，其首 n 项的和 s n 所趋向 


的极限.但 


n 


n 


因此这整序变量 


n 


与常数 


a 


Q 


a — aq 


1 -g 


之差为 a 


a 


a 


1 - Q 


1-(? 


n 


a 


依极限的第二定义，所求序列各项的和为 


1 - Q 


q n } 我们刚才已看到它是无穷小量.因此， 


lim s 


a 


n 


Q 


因此，这个数就是几何序列的无穷多项的和，把它写 成为: 


a H - clq H~ acj^ ^ H - k * ~ 


a 




Q 


8) 设已给二数 a 及 6. 假定帥 


X \ 


6,而整序变量以后的数值则由等式 


X 


n 


工 n — 2 + ^n — 1 


2 


(n ^ 2) 


来决定. 


这些实际上都已给定，因为，这里令 n 


2, 3, 4,…，就可以依序地求出它的一切数值至 


任何项. 


若从上述等式的两边各减去则得 


X n — X n -i = — - (x n -i — X n — 2)(Tl = 2 , 3 ^ * ). 


这样，序列 


X\ - Xo 


a,X2 - Xi^ - } Xn-l 


^n — 2) 


^ n —1 


①这里（和以后 ） lg : r 都理解为 log 10 a ;. 由于 M < 1，故 lg | g | < 0;因此，在用这数除不等式的两 
边时，不等号应换成相反的方向. 
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中，任一个差（由第二个开始）都可以由前面一个差乘以而得到.就是说，我们有乘以 _ i 为 
公比的几何数列.因为它的 n 项和是: r n - a , 所以利用我们已知的（参看 7) 几何序列和的式， 
立即得出 

lim (: r n - a) = — & / ' 、 =： ^(6 - a). 

^4 


由此不难得出 


limx n 


2 


a + 77 ( 石一 a ) 


a — 2b 

3 


9) 与几何序列相似，可以考查任意数列 

ai ， 的，… 5 a n ， … 


并且把它们依次相加，作成“部分和” 

A\ = ai, A 2 — CLi + 0,2 5 -^3 = 辽 1 + 的 + 辽 3，•… 

= fli + (Z2 + • • * + <ln ， • • • 

如果当 n 无限增大时，趋于（有限或无穷）极限 _ A , 则数4就叫做所取一切数 a n 的和，并且 
写成 


凸 1 + <22 + …+ + …= A . 

等式左边记号叫做无 穷级数 ，数 A 叫做它的和.具有有限和的级数，我们说它是收 敛的. 

例如，设已知级数 



2*3 




这里 


ai 




OjTI 



n(n — 1) n n + 1 


因此 5 在这个情形 


A 




n + 1 


显然 — 1，因此，所说的级数收敛，并且和为 1. 

如果级数没有有限和，这时我们就说这个级数 发散： 例如， 


就是这样的级数. 


1 + 1 + -U + 1 + 1 ••- 
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26 - 关于有极限的整序变量的一些定理 设整序变量有极限 a . 对于任一 p < 

a (或 q > a ) 很易选取数 e > 0,使 

a-e>p (或 a + e < g); 

为此目的，只需取 e 小于差 a - p (或 q - a ) 就是.但依极限的定义[ 2 3]，恒能求出这 
样的序号 7 V ， 使当 n > N 时不等式[参阅 （4)] 

x n > Cl — £ ( x n < a + 6：) 

能满足.因此，自然也成立不等式 

^ n > P (或 x n < g ) ‘ 

1°若整序变量 a : n 趋于极限 a ， 又 a > p(a < q ), 则一切变量的数值，从某项开 
始，亦 将〉 〆 〈办 ’ 

这一简单的命题包含一系列有用的推论 

2 °若整序变量；趋于极限 a > 0(< 0), 则变量本身从某项开始亦 必有: ^〉 
0 (< 0 ). 

要证明此论点，只需在上述命题中取 p = o(g = 0) 就行了. 

要准确的结果是： 

3。 若整序变量 x n 趋于异于零的极限 a ， 则必有充分远的 Xn 的值，其绝对值 

得超过某正数 r : ’ 

工 n 〉尸 〉0 (72 〉 TV") • 

实际上，当 a > 0(< 0) 时，可以取 

0 <p < a (a < q < 0), 

并假定 r = = | g |). 

4 。 另一方面， 若整序变量；有极限 a ， 则 〜 必定是有界的， 意即，它的一切值 
在绝对值上不超过某一有限 的界： 

^ n | ^ M (Af 二常数 ; n = 1，2，...）. 

取数 Af />| a |， 即并假定 p = ~ M \ q = M ; . 求出这样的序号 TV . 
使当 n > TV 时，有 ' 

- M ’<： r n < 或 \ Xn \ < M \ 

这不等式当 n = TV + LTV + 2 , …时，自然能满足，因此它只可能对于 整序变量的前 
^项（或它们之中的某几项）不满足. 
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因此，若假定 M 等于数 


工 i | 5 |x 2 | ， … ， \x n \,M' 

中的最大者，则一切‘的值都将满足 | a : n | < M ， 此即需证者. 

附注 I . 〜 为有界变量的定义也可以用不等式 

k ^ x n ^ g (n 二 =1 ， 2, .. ■) 

来表示，式中 k 及 g 为二有限的数.实际上，由这些不等式， 若令 M 等于 |/ b | 及 
中的最大数，则得 | 〜 | 反之，若先有最后的不等式，则可以把它写成 -M < 

x n ( M 、 这样 - Af 就可当作是就可当作是 f 

II . 命题4。不能逆述.并非一切有界的整序变量都有极限.例如，若设 x n 二 
(- l ) n +1 5 则这个整序变量当然是有界的： | z n | < 1，但它却并无极限，总是在+1和 
-1 间振动着. 

最后，根据命题1。，证明极限的唯一性. 

5° 整序变量: r n 不能同时趋于两个相异的极限. 

事实上，假^定其逆：设同时有 x n — a 和 ； r n — 6,又 a < 6. 取出 a 与 b 间的任 

一数 r , 


a < r < b. 

因 4 — a 及 a < r, 必能求得序号 TV' 使当 n > A" 时不等式: < r 能满足. 
由另一方面，因； — 6 及 6 > r ， 必能求得序号 7 V 〃， 使当72 > N " 时成立 x n > r •若 
取大于 M 及 TV" 的序数 n, 则变量 4 的对应值将同时既< r 又> r ， 这是不可能 
的 ■ 

这矛盾便证明了我们的命题. 


27. 无穷大量无穷大量 (或 简称无穷大) ，在某种意义上是与无穷小量相反的. 

若整序变量工 n ， 由某项开始，其绝对值变成且保持着大于预先指定的任意大数 

五 > 0， \ 

| x n | >E (当 n > A ^ 时)， 

x n 便称为无穷大. 

如同在无穷小的情形 一样， 这里亦需着重指出，无穷大量的任一个别数值都不 
能当作“大量”看待.我们这里所讨论的是这样的变量，它仅在本身改变的过程中可 

以大于任意选取的 数五. 

无穷大的例， 如整序变量 

Xn = n; x n = -n; x n = (-l) n+ 1 n, 
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它们都依次在整数的序列中_值，但第一种带正号，第二种带负号，第三种带交迭的符号. 

再举一个无穷大量的 例子： 


x n = Q n , 当 | Q | > 1 时. 

事实上，不论有怎样的 E> 0 , 不等式 


x n \ = \ Q\ n > E 


总能满足，仅需 

因此可以取数 

当作 A ^. 


n - lg | Q | > lg ^ 或①. 



若整序变量 x n 成为无？？大，并且（至少在充分大的 n 时）保持着一定的符号（十 
或 -)， 这时，按照符号的正或负，我们说有极限 +oo 或 - OC ， 并写成： 


limo: n = + 00 , x — +oc 或 limx n = —cxd, x n — > —oo. 

在这些情形时，可以分别用不等式 


x n > E 或 x n < —E 

来代替不等式 | x n | >尽以作为每种特殊无穷大量的定义式.由此已可推得必有 

_ x n > 0或 : r n < 0. 

在一般情形无穷大量表示关系 :| x n | — + 00 . 

在前面所举的无穷大量的例中，显然，整序变量= n 趋向 +oo,x n = -n 趋向 -oo. 至于 
第三个= (- l ) n +1 n , 对于它我们既不能说它趋向 +oo, 也不能说它趋向 -oo. 

最后，关于整序变量 :r n = Q n ，当 Q > 1 时，可以说它趋向 +QO, 而当 Q < 一 1 时，仅能说 

极限不存在. 

关于“广义的数”士 oo , 我们在 10 内已讨论 过它； 必须记住，它们的应用，在意义 

上完全是有条件的，对这些“数”进行算术运算时要特别小心.常常简单写 oo 来代 
替 + oo . 

引入无穷极限并不破坏在前一段（参阅 5°) 内所建立的极限的唯一性的 定理; 实 
际上，有如在 （4^ 已指出过的，有一有限极限 a 的整序变量必为有界，因此，无论如 
何不能同时又趋向无穷极限. 

最后，讲一讲无穷大量与无穷小量间的简单 关系： 

若整序变量是无穷大，则它的倒数 Qf n =—将成无穷小. 


①因 IQI > 1，故 lg | Q | > 0. 


X 
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取任意数 e > 0. 因、 — 00 ,故对于数 E =- 可以求得序号 7 V ， 使 

£ 

1 

x n \ > 仅需 n > N . 

£ 

于是对于这种 n ， 显然将有 

Q； n 〈 ， 

这就证明了我们的命题. 

仿此，可以证明逆 命题： 

若整序变量(不等于零）是无穷小，则其倒数 x n = ^ - 将成无穷大. 


§2. 极限的定理 • 若干容易求得的极限 

28 . 对等式及不等式取极限 当我们用等号或不等号联结二整序变量〜及 
时，我们所指的总是它们的对应数值，即具有同一序号的数值. 

1°若二整序变量 x n ) y n 在它们的一切变化过程中总是相等=如，并且各 
趋于有限 极限： 

\ imx n = Iimy n = 6， 

则这些极限必相等: a 二 6. 

这可由极限的唯一性 [ 26 , 5 。] 直接推得. 

这定理通常写成对等式取极限的 形式： 由4 =如 得岀： 

limrr: n = limy n . 

2°若二整序变量 x n 、 y n 常满足不等式〜 > 并且各趋于有限 极限： 

\ imx n = a , lim y n = b , 


则必 a 彡 6. 

假定是相反的情形 ：设 a < b . 像在26,5。中一样，任取在 a 与 b 间的一数 
r , a<r < b . 那么. 一方面，可以求得序号 TV ' 使当 x > N f 时成立: r n < r ， 但另一 
方面，又可求得序号 7 V "， 使当 n > 7 V 〃 时成立 y n > r . 若 N 大于 M 和 7 V "， 则当 
n > N 时将同时成立不等式 


x n < r , y n > r , 由此 < y n ， 

这是违反假定的.定理便得证明. 

这定理使我们得以对不等式（连同着等号的）取 极限： 由: r n > %得 结论: 


Y \ mx n ^ lim y n . 
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当然，各处的 >号都可以换成 <号. 

请读者注意，由严格的不等式 X n >如，一般说来，不能推得严格的不等式 
limx n > lim y n ,而仅能推得： limx n > lim y n . 例如对于一切的 n ， 有丄 > - 丄， 

,,^ n n 

但却有 

lim — = lim [ —— J =0. 

n \ n J 

在确定整序变量的极限的存在及其数值时，下面的定理常是很有 用的： 

3。 若整序变量 x n , y n , z n 恒满足不等式 

^ Vn ^ 


并且及趋向同一极限 a : 


limx n = lim z n = a ) 

则亦必以 a 为极限： 

\\ my n = a . 

指定任意的 £>0. 对于这 e , 首先可以求得序号 iV /， 使当 n > 时 

a 一 x n <C (Z £. 

其次， 又可求得序号 iV〃, 使当 n > iV" 时* 

a — e < z n <a + e . 

设 iv 大于 M 及 7V〃; 则当 n > TV 时，上述两不等式都能满足，故 

0 / — £ ^ ^ Uji ^ (1 . 


结果当 n > N U 


a — £ 〈 y n <i a s 或 y n — cl < e. 

这样，实际上就是 limy n 二 a . 

由这定理，特别，可以推得:若对于一切 n 

^ ^ Vn ^ ^n-) 

且已知； — a ， 则亦必有如 — a . 要直接证明这事实也是很容易的. 

定理1°，2°及3°很易推广至无穷极限的情形（其中定理3。仅适用于带有确定 
符号的无穷极限). 
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29. 关于无穷小的引理在以后的定理中我们将要同时考察两个（或更多个）整 
序变量，并在它们之间施行算术运算.这时如上所述，我们所指的也就是在这些整序 
变量的对应数值间施行算术运算的意思.例如，说及二整序 变量； 及如的和时，若 
〜及 如各依次在数列 

及 

以 1 ， 2/2,2/3, • • • ， 2/n， … 

中取值，那么整序变量〜+如便依次在数列 

工 1 + Vl,X 2 +2/2，工3 + 以 3, ■… ,X n + y n , •■- 


中取值. 

在证明关于变量的算术运算的定理时，下面两个关于无穷小的引理，将担任着 
重要的角色. 


引理 1任何有限个无穷小的和亦是无穷小量. 


我们只证明对于二无穷小及 /3 n 的情形（一般的情形仿此讨论). 

给定任意的 e > 0. 根据无穷小的定义，由 e 可以决定无穷小 a n 的序号，，使 
当 n > N ， 时有 




< 2 * 


同样地对于 /3 n 可以求出 7 V "， 使当 n > 7 V 〃 时有 


Pn 



<2* 


若取自然数 7 V 大于 M 及 iV 〃， 则当 n > TV 时，两不等式同时成立，这样,便有 



引理2 有界变量 x n 与 无穿小 a n 的乘积仍是无穷小. 

设对于 一 切 n 有 

\x n \ < M. 

若给定任意数 e > 0,则依对于无穷小 a n 可以求出 7 V ， 使当 n > 7 V 时有 

于这种 n ， 显然有 

| 工 n 

由此推得， ■ a n 为无穷小 
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30. 变量的算术运算 下面这些定理所以重要，在于在很多情形时，用了它们可 
以不必把一切与极限有关的问题都追溯到“极限’’的定义，然后依指定的 e 找出对应 
的 AT ， 等等.用了这些定理，极限的计算将大为简化. 

1。若整序变量及趋于有限 极限： 


limx n = a, lim y n = 6, 

则它们的和（差）仍趋于有限极限，并且 

lim(x n db y n ) = a 士 6. 


由定理的条件，推得 

工 n = Ci Oin-, Vn = b j 3 n (l) 

式中及 /3 n 为无穷小.故 

士 2/n = (a 士 6) + 土 Pn) • 

这里的 a n ± p n 依引理1为无 穷小； 因此，应用极限的第二定义，可以证实整序 
变量〜 士如 有极 限等于 a 土 6,此即要证明的. 

这定理及其证法，可以推广到任意有限个有极限的整序变量相加的情形. 

2。若整序变量: r n 及趋于有限极限 


lima; n = a, 

\ 

则它们的积仍趋于有限极限，并且 


lim y n = b, 


limx n y n = ab. 

仍由等式 （ l ) 出发，这次便有 

依引理 1 及2,在括号内的式子为无穷小量.由此便推得，整序变量 工 nUn 确趋于 
限 a 6. 

这定理可以推广到任意有限个有极限的整序变量相乘的情形（例如，用数学归 
纳法) • 

3。若整序变量: r n 及趋于有限极限 


limx n = a, \imy n = 6, 

并且6异于0,则它们的比仍趋于有限极限，并且 


I * — It 

lim —— 

Vn 
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由于^ 0, 根据 2 6的命题 3。， 由某项开始，不仅 〜 # 0, 且有 


Vn > r > 0 ， 

式中 r 是常数.对于使上面的不等式成立的那些％比化显然是有意义的. 

y n 

依旧由等式⑴出发，得 



Vn 


(1 <2 + Oin CL 

b b + (3 n b 



依引理 i 及 2 , 在括号内的式子为无穷小量 _ 根据开始时的叙述，而其乘数将是 
有界变量： 

1 

by n 



因此，依引理 2 ,等式右边的积将是无穷小.但它表示整序 变量化 及数^的差，故 

y n b 

—的极限是^此即所要证的. 

Vn 0 

31. 不定式 在前一段内我们曾考察式子 



^nVri) 



Vn 


⑵ 


并在整序变量〜及％都趋于有限极限的假定下（在相除的情形，％的极限应不等 
于零)，我们已确定了各式子的极限. 

今再详述余下的尚未考察的情形，当 x n 及％(其中之一或 两者） 的极限是无穷 

大时，或（若论及除法）当分母的极限为零时.由这两种情形，这里只讲四种重要而 
且有用的奇异性. 

1°我们首先来看商设两个变 量〜及 2 M 同时趋于零.这里我们首先遇到 

y^i 

完全特殊的 情况： 虽然已知；及如的极限，但关于它们的比的极限 一 在不知道 

这些整序变量的本身时——我们不能作出任何一般的论断.这极限，依赖着两变量 

各自改变的规律，可以有各种不同的数值，或根本不存在 •下列的简单的例子可以解 
释 这点. 

设= \, y n = 则两整序变量各自趋于零，它们的比^ - 1也趋 于零; 

71 Vn n 

反之，设4 = i， yn = 1，虽然它们依旧各自趋于零,但这次它们的比化= n 趋于 

n 71 Vn 

O 0! 再取任一异于零的数 a , 并作出两个无穷小 x n = 1及 y n = k 便知它们的比有 
极限为 a (因恒等于 a ). n U 

1 \ n+l 1 

最后 ， 若 x n = - , y n = -( 两者各有极限为零)，则比& = (- l ) n+1 显出 

根本没有极限. 


31 
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这样，单是知道整序变量〜及知的极限，在目前的情形下我们就无法判断它 


们的比的性态：必须知道整序变量本身，即它们改变的规律，并直接研究比为 


了要表达当 x n — Q 及 y n — Q 的情形时的奇异性，就说，表达式 

式. 


X n ^ 0 

i 疋 5 


Vn 

型的不定 


2 °在同时士⑺及如 — 士 oo 的情形，亦有类似的情况.若不知道整序变 
量本身，关于它们的比的性态便不能作出一般的论断.这一事实可以用完全类似于 
1°内引用的那些例题来表明： 


x n =n qo , y n = 71 2 
x n = n 2 oo , y n = n 
x n = an 士 oo(a # 0)， 





2 



- 1 ) 


n+r 








Vn 


2+ ( —l) n+1 


很本没有极限. 

在这种情形，就说，表达式&是 f 型的不定式. 

Vn O0 

转而考察积 x n y n . 

3 。若 x n 趋于零，同时如趋于土 oo , 则研究积 x n y n 的性态时，我们又遇到像 
1°及2°内所遇到的那种奇异性.关于这点可以由下面的例题证 实它： 




XnVn = n 




^nVn = ^ ~ > 





> 0(a ^ 0) 5 


Vn 




^nVn = ^ ~^ 




o , y n =n — oo , x n y n = (- l ) n+1 


根本没有极限. 

在这种情形，即当 — 0及 — oc 时，就说，表达式 x n y n 是0 . oc 型的不定 
式. 

r 

最后，考察代数和 x n + y n . 

4。这里讲当4及 2 M 趋于异号的无穷大时的奇异 情形： 就是若不知道整序变 
置 x n 及 y n 本身，则不可能确定 十 y n 的极限.在这里所表示的各种不同的可能 
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性可用下面的例题表 明它： 

x n = 2 n —> + oo ， y n = —u — > _ oo ， x n + y n = u — > + oo ; 
x n ^n + 00 ， y n = -2 n _ oo ， x n y n ^ -n ^ - 00 ; 
x n = ti -\- a — > + oo ， y n = —Tt — > — oo ， x n + y n = cl —* > a ] 
x n = n + (- l ) n+1 ^ + 00 ， y n 二 —n 一 - oo , x n + y n = (- l ) n+1 

根本没有极限. 

因此，当: E n — + 00 及 4 - 00 时，即说,式 x n + 表示 00 - 00 型的不定式. 

这样，当提出了依整序变量 x n 及％的极限去确定由它们所组成的算术式 （2) 
的极限这个问题以后，我们发现了不可能解答的四种情形：即型为 

0 oo ^ ^ 

——, 0 • oo ， oo — oo^ 

0 00 

的不定式.在这些情形，必须注意整序变量 x n 及％的改变规律，直接去研究我们 
所关心的式子.类似的研究称为不定式的定值法.以后它并不永远像上面所举的例题 
那样简单.下面我们要举几个这种类型的比较有趣的例题. 

32. 极限求法的例题 1) 设 p { n ) 是整数 n 的常系数多项式： 

p ( n ) = aon k -f ain k ~ l + . ‘ • + ak~in 4 - a / c , 

今试求这多项式的极限.若这多项式的一切系数全是正（负）的，则显然 p ( n ) 的极限是 + oo (- oo ). 
但在系数为异号的情形，某些项趋向 + oo , 另一些项趋向 - oo , 就遇到 oo-oo 型的不定式. 

要确定这一不定式，可以把 p ( n ) 写成 

p(n)=n ( 勿 +^ + …+ ^^ + 巧 ). 

因为在括号内的一切加数,从第二项起，当 n 增大时为无穷小，所以括号内的式子有极限为勿；但 
第一个乘数趋向 + oo . 在这个情形整个式子趋于 + oo 或 - oo , 视如的符号而定. 

将已给式子变形以消除其“不定性”(如我们这里所用的）是不定式定值法中常用的方法. 

2) 若 q ( n ) 也是多项式： 


q(n) — bon + b\n~ l H - 卜 hn + b “ 


贿黯在 n 增大时是 



型的不定式. 



在这里也就将每一个多项式变形，如同在 1) 内做过的那样，则得 


PM 

g(n) 


n 


k 一 l 


fto + 


Ol 

n 


+ 


+ 




n 


k 


办0十 


bi 


n 


+ 


參參鲁 


+ 


n l 


上式右边第二个乘数有一有限极限若两个多项式的幂次相等: A : 

bo 


/，则比 


P(n) 

g(n) 


@ 的极限 


①当然，这些记号是不带有任何数的意义的.其中每一个不过是四种例外类型之一的简短约定 


记号. 


® 据此，在25的例4内，可得极限为 


3 
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CLQ 


CLQ 


为 在> /时，第一个乘数趋向 + O 0, 故所考察的比亦趋向 ±00( 其符号视 f 的符号而定) 


最后，在< Z 时，第一个乘数趋向零，于是整个式子跟着它趋向零 

3) 求三角锥体 SABC 的体积 1/( 图 3). 

分锥体的高丑成 n 等分，过各分点作平行于底面的平面.所 
得的截面为相似于底的三角形.在这些三角形上各作一系列的内 
含与外包的三角 柱体； 由第一组组成体积匕，由第二组组成体积 
K , 并且显然 

K < ( 

但差< - K 并非别的，就是最下面的那个外包三角柱体，其底 


为 Q 




为 


H 


n 


因此，在 n 增大时，差 




QH 





n 


从而差 V - 14 及以 -1/ 也趋于零，即 


V 


limVn 


lim 


今 试求％ 的表达式.在这里我们所考察的是由一组外包 
角柱体所组成的 立体; 依锥体截面的性质，它们的底依次等于 


n 


2 


Q ， 


2 


2 


n 2 


Q 、 


i 2 


* 參 » 


) o 

n z 


Q ， 


n 


2 


參 《 參 


’ n 2 


Q 


Q ， 


bo 



C 


1 3 


同时所有的高都等于因此, 

n 



Q 

n 2 


(l 2 + 2 Z + 


2 


+ n 2 ) 


_ » » 


H 


n 


QH n(n + l )(2 n + 1) _ QH (n + l )(2 n + 1) ① 

n 3 6 6 n 2 


rfn 

V = limK 二穿 . 

4) 求由拋物线 y = ax 2 {a > 0) 上的一部分 OM,x 轴上的线段 OP 及线段 PM 所围成的 
图形 OPM 的面积 Q(S 4). 

分线段 OP 成 n 等分，并在各部分上作一系列的内含及外凸的矩形.这些内含或外凸矩形的 
全体各自组成阶状平面域，其面积为 Qn 及二者之差即最大外凸矩形之面积 -- y . 由此，如 
同 3) 内一般, - Qn — 0,又因 71 

Qn<Q < Qn. 


显然 


Q = limQn = 


因各个矩形的高是拋物线上的点的纵标，其对应之横标依次为 






n 




n 

， —x = 
n 


® 在这里我们利用前 n 个自然数平方和的已知公式. 
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根据曲线的方程，这些高各等于 


a 


n 


2 


x 2 , a 


2 2 


n 


2 


X 


2 


i 2 


a 


，一 n 2 


x 


2 


• •、ax 


2 


故得 Q 卩的表示式 


Q，n 


ax 


2 


n 


2 


ax 

~6 


3 


(l 2 + 2 2 + .. ， +n 2 
n + l)(2n + 1) 


x 

n 


n 


2 


由此， 


Q 




lim Qn 


ax 3 , x * ax 2 xy 



3 


3 


根据上例，很易得出拋物线弓形 M ， OM 的面积等于 

\ xy , 即为外接矩形从/产尸剋的这结果阿基米德早就知 
道了)① 



X 


5) 证明，在 0 < A : < 1 时 5 


lim[(n + 1) 


k n k: 


0 


在这里我们有 00-00 型的不 定式. 将它变形，把 n fc 从括号内取出 


0 < (n + l) fc — n 


k = n k 


k 


l + - 

n 


一 i 


< n 


k 


l + 二 1 - l 

n 


1 一 /c 


n 


因 


l_k 


n 


0 5 所以 (n+ 1) 


fc _ k 


n — 


0,此即所要证的. 


6) 求整序变量 


X 


n 


\/ n ( y/n + 1 — \/ n ) 


的极限 . X n (根据上例）是 OQ . 0型的不定式. 

用根式 x /^ TT + 乘及除上式的右边，则所给式变形成2型的不定式 



X 


n 


^ W n + 1 - y^)(\/n + 1 + Vn) 


\/n 


最后，以^除分子及分母 


V ^ + 1 \fri 


yjn + 1 + v ^， 


显然 


因1 +土 

n 


1，故 



x 


71 




71 


+ 1 


< 



1 + — < 1 + — 
n n 


1七 — L 最后得岀 


limx 


71 


①曲线形面积的 
般化以适用于别的曲线形上 



才 给定； 这里所应用的面积计算法在那里亦将 
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7) 求岀下列整序变量的 极限: 


71 


X 


n 


\/n 2 + n ^ 


Vn 


n 


\/ n 2 十 1 ’ 


及 


z 


1 


n 



V 7 i 2 + 1 \/ n 2 十 2 


+ 


+ 


Vti 2 + 


+ 


* * # 


十 


vn 2 + n 


整 序变宣 x n 及 yn 是 : 一 型的不定式（因两者中的根式都> n ， 故它们必趋向 oo ). 将它们 

0^0 


变形，用 n 除分子及 分母: 


1 


x 


n 





Vn 


+ - 
n 



1 



n 


2 


因在两式分母中的根式都有极限为 1( 参阅上例)，故 X 


n 






Vn 



^的表示式有着特有的 形式： 这个和的每一项都依赖于 n ， 且其项数也随着 n 而增大①，因 


每一项都小于首项而大于末项，故 


n 


\/n 2 七 n 


〈 Ztl < 


n 


yn ? 



1 


，即 


X 


n 




但已证整序变量; r n 及趋于公共极限1;因此，依28的定理 3°, z n 亦必趋于这一极限 

8) 设给定 m 个正数 <21，<22,…， a m ， 其中之最大者记成人证明 


lim \Ja 


n 


aj + 


m m m 


+ a m 




A 


这一结论可由很明显的不等式 


乂 < \/ a i + 的 + ^ a m ^ ^ ' \/771 


推得[参阅 25,5)]. 


p 我们在27内看到过，当 a > 1时，幂 a 


n 


00( 在 n 增大时).今研究比 


a 


n 


n 


k 


的性态（当 > 0 时)，它是$型的不定式. 



先证一辅助不等式（参阅在19内的伯努利不等 式). 设令 a = 1 + A ， 因此 A > 




项公式得: 


n 

a — 


(1 + A) n = 1 + nA + ^ ~ 1} A 2 + … ^ n { n - l ) x2 

2 


n 


因在 n > 2 时，显然 n _ 1 > 会，故最后得出 


a n > 


〜 4 


⑶ 


在 


1时，立即得出 


n 


2 




n 


4 


©在 4) 及 5) 中的％及的表示式也有这种特性. 
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因此， 


lim 


a 


+oo 


n 


因这结果对于任何 a > 1均成立，故若 k > 便可写成（至少在充分大的 n 时) 


a 


n 


k 



n 


k i 

( a^ xn 

> -— 

n 


由此 


lim 


a 

n 


k 


+ oo(a > 1) 


这样，当 fc > 1 时已证明了我们的结果，而这结果当 A ; < 1时显然也成立 
10) 不等式 （3) 亦可以用来证明 


lim \/n 



在⑶内假定 a = ^：，便得出 


n > 


n 


2 


4 




I ) 2 , 


由此 


0 < ^/ n - 1 < 


2 


\ fn ' 


便导出所需的结果 


11) 我们现在可以建立另一有趣的极限. 


lim =0( a > 1) 


n 


oo 


+ oo ). 

实际上，若取任意数 e > 0,则根据> 1,当 n 充分大时将有 [26,1°] 


(在这里我们又得一=型的不定式，因为，容易证明 log a n 


^/n < 


a 、 


以 a 为底取对数，便得 


log a n 


< e 


n 


由此便推得上述命题. 


33. 斯托尔茨 （ O . Stolz ) 定理及其应用 


托尔茨的定理经常是有用处的 


为着要确定 | 型的不定式^的极限，下列斯 


设整序变量 
yn +1 〉•则 


+00，并且 


至少是从某一项开始 


在 n 增大时亦增大: 


lim 


x 


Vri 


lim 


X 


^ n—X 


Vn 


Vn — 1 


只需等式右边的极限已知为存在（有限或士 oo ). 

首先假定这极限等于有限数/: 


lim 


Xy, — X 


- =L 


Vn 


Vn — 1 


® 特别，当 y n = n 时，这定理早已被柯西 ( A . L . Cauchy ) 所证明了. 
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则依任何已给的 e > 0,必能求得序号 N ， 使当 n>N 时有 


_ ^ n —1 


Vn 


Vn—1 


£ 

<2 


或 


/ - ^ < -- 

2 yn 一 Vn — 1 


< /+ 1 


意即，不论取怎样的 n > N , 


切分数 


XN + 1 — Xn Xn+2 


Xn+1 


X n — 1 — X n -2 Xn — X 


n 


yN+i 


y 


Vn Vn+2 


Vn+i 


Vn — l 一 Vn — 2 Vn 一 Vn—1 


都包含在这些限界之内.因为 n 增 大时如 随着增大，它们的分母都是正数，所以在那些限界之内 
亦包含着分数 

X n ~~ XN 


Vn 


Vn 


它的分子即为上述各分式的一切分子的和，分母即为一切分母的和.因此，在 n > 7 V 时， 


x n — xn 


Vn 


VN 


£ 


由恒等式（它很容易直接验算出 来）: 


X 


n 


Vn 


I 


xn — lyN 

Vn 



Vn 

Vn 


Xn — X N 


Vn 


Vn 


可得 


Xn l 


xn — lyN 



工 n 一 i 

Vn 

Vn 



Vn — Vn 


£ 


右边的第二项，我们已看到，在 n > TV 时< ^由于如 —+ OC , 所以第一项，在 n > iV 时， 
也将< I 若在这时所取的> W ， 则在 n > 时，显然有 


X 


n 


Vn 


< e ， 


这就证明了我们的命题. 

无穷极限的情形可以化为上面已研究过的情形.例如，设 


lim 


_ $n—l 


Vn 


Vn — 1 


+oo 


由此，首先推得（在充分大的 ri 时 ） ， 


X n - Xn-1 > V 


n 


Vn— 1 5 


因此，随着 Yn — +00而 X 


n 


+ 00 ,并且整序变量 In 随着序号 n 的增大而无限增大.在这种 


情形，可以把已证明的定理应用于 


X 


n 


lim ^ = lim '一 加― 1 


0 


X 


n 


X n 


^n— 1 
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(因为在这里极限已是有限的 .) 由此推得 


lim 


x 


n 


Vn 


+00, 


此即所要证的. 

再转而考察下列例题. 

12) 我们在 9) 内已看到，在 a > 1日 


lim 


a 


n 


+ 00 . 


n 


借助于斯托尔茨定理立即能得出这一 结果: 


lim 


a 


n 


n 


lim ( a n — a 


n — 1 


lim a 


n 


1 -- 

a 


■ 


关于例 11 ) 亦有同样的情形. 

13) 应用斯托尔茨定理可以证明下列有趣的（柯西）命题 
若整序变量有（有限或无穷）极限，则整序变量 


bn 


dj + + 


m a m 




n 


(整序变量 a n 的首 n 个值的“算术平均值”）亦有同一极限 

实际上，在斯托尔茨定理内令 


X 


71 


勿 + <22 + 


■ ■秦 


+ 江7%， yn ~ 


便有 


lim b 


n 


lim 


Xn 

Vn 


lim 


X n 


^71 — 1 


lima 


Vn 


Vn — 1 


n 


例如，若我们知道 [ io ) ] ^： 


，则必有 



V 2 + 約 + 




+ \/n 


n 


14) 今考察整序变量 


k 


Z 


+ 2 


k 



+ n 


k 


n 


n 


k+l 



(& 为自然数)，它是二型的不定式. 
在斯托尔茨定理"^令 


fc I r\k 1 I fc fc+1 

x n = L + 2 + … •+/!， y n =Tl 


5 


便有 


但 


lim z n 


lim 


n 


k 


n 


k+1 - ( n - 


l)^ 1 


n—1) 


k+1 n fc+1 


(k + l ) n k + 


如此，便有 


n 


fc+1 / 一 1 \fc+l 


(n- 1) 


(k + l ) n k + 
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从而[参阅 2) 


lim = lim 


15) 最后 5 我们来求整序变量 


n 


k 


(k H- l)n k + 




A : + 1 



的极限，它在第一种形式表示 oo • 0 型的不定式，而在第 二种 ， oo - oo 型. 由分数的减法，又得出 
—型的不 定式： 


U 


(/c + l)(l 


k 



2 


k 


+ n 


k 


n 


fc+i 


n 





l)n 


k 


令 & 等于这分数的分子，而等于分母，再应用同一定理，则得 


lim u n 


n (k + l)n k - [n^ 1 - (n - 1)^- 

(/c4_l)[ n /c _( n _!)fc] 


但 

(k+ l)n k - [n fc+1 - (n - l) k+1 ] = 以 + 工 〜 - 1 + . 
而 

n k — (n — l) k = /cn fc_1 + ... 


如此，[参阅 2)], 最后即得 


\\mu n 


lim 


. 

(k + l)fen fc — 1 + … 



2 


§3. 单调整序变量 

34. 单调整序变量的极限 到现在为止，在所有关于变量的极限存在的定理中， 

都具有下面的特点：就是假设某些变量的极限存在，而证明另一些与前者有关的变 

量的极限也存在.至于当所给的变量与别的变量无关时如何判定它有有限极限的问 

题，迄今尚未提出.这问题的一般形式的解答，留待第四节39 ~ 42再讲.我们在这 

里且考察一种简单而重要的特殊类型的变量，这一类变量的极限问题是很容易解决 
的. 

若对于整序变量〜有 

x 1 < x 2 < - ' < x n < x n+ i < 

就是说，若 n/ > n ， 必有 OV > ^，这时我们把；称为是 增大的 ■若 


X\ ^ X2 《 • ♦ ‘ < X n 《 ^n+1 ^ 


參 •參 
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就是说， 若 n ’ > n , 必有 ov > x n ， 这时就把称为不减小的 • 若对于增的这一术 
语，赋予更广泛的意义，则在上述的后一种情形亦可以称为增的变量. 

仿此，可建立减小的-狭义的或广义的-变量的概念：变量称为是减 

小的，若 

工1 > $2 > …> 工 n +1 〉 • • • 

或 

X\ ^ X2 ^ ^ ^ *^n+l ^ * 1 " 

如此由 n 7 > n ， 推得（看情形而论 ） 4 < x n 或仅4 ^ x n . 

一切这种类型的，向单一方向改变的变量总称为单调变量.至于其中个别的整 

序变量，通常就说它是“单调增大”或“单调减小”. 

关于单调整序变量成立下列-具有基本重要性的——定理 ■ 

定理设已给单调增大的整序变量若它上有界： 

x n ^ M(M = 常量 ; n = 1，2, …）， 

则必有一有限的极限，否则，它趋向 + oo . 

完全同样地，单调减小的整序变量 x n 恒有极限.若它下 有界： 

x n > m(m = 常量 ， n = 1 ， 2, . •.）， 

则它的极限是有限的，否则它的极限为 - oo . 

证明且限制在整序变量〜增大的情形，可能是广义的(整序变量减小的情形 
可仿此详细证明）. 

先假定这变量上有界.则依 11 的定理，对于其数值的集 {〜} 必有（有限的）上 
确界存在： 

a — sup { x n }; 

我们将指出， 达数 a 刚好就是整序变量 : r n 的 极限. 

实际上，回忆一下 11 内的上确界的特性.第一,对于 一切、 n 值将有 
第二，不论取怎样的数 e > 0,恒能求出序号 iv ， 使 

X N > (2 _ E. 

由于我们的整序变量的单调性（在这里，我们首先用着它） ，在 n > N 时将有 
Xn ^ 从而 X n > a - E , 因此对于这种 n 就成立不等式： 

0 ^ a - x n < £ 或 \ x n - a | < e , 


_ 
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由此，必有 limx n = a . 

今设整序变量〜不上有界.则不论数五 > 0怎样大> 我们的变量总有一值大 
于五；设这数值是 x N : x N > E . 根据整序变量 : r n 的单调性 ，在 n > N 时常成立 

工 n 〉五*， 


而这即表不 \\ mx n = + oo . 

很易明了，对于那种变量，它仅从某一项起才变成单调的，一切结论仍能适用 
(因为弃去起首的任何有限个数值,对于变量的极限并无影响）. 

转而考察应用上述定理的例题. 

35. 例题 1) 考察整序变量 


C 



n \ 


(当作 C > 0)， 


式中 n ! 
因 


1，2, 


« « 


， n . (它在 c > 1 时是吾 型的不定式 ■ 


C 


十 1 




+ 1 


故仅需 n > c - ;时，变量就成为减 小的； 同时它下有界，例如，都大于 a 因此，整序变量 



n 


依定理 


——有一有限极限 > 把它记成 a . 

为了求出它，可使上述等式趋于 极限； 因 〜 +1 与4取值于同一数列（除第一项外），亦必有 


同一极限 a ， 故得出 


a 



■ 0 , 


由此 5 



0，最后， 


lim 


0 . 



2) 仍设 c > 0,令定义整序变量 



为: 



一般地 _ 

4 = ,+,+… + w 

v - v - 一 

n 个根式 

这样，依公式，由： c n 可得出 

Xn-\- 1 — 匕 + Xn • 

很明显，整序变量 Zn 单调地增大，同时它上有界，例如，都小于数 y / c -\- l . 实际上 ，: n = 小 
于这数，今若假定某一个 a: n < ^ + 1，则对其后一数值亦得 


X n -\-l 〈、/ e 十 \/c + 1 < 




这样，根据数学归纳法就证明了我们的论点是正确的. 




*56 • 


第一章极限论 


[35] 

■ I 


依基本定理，整序变量: r n 有某一有限 极限& 要确定它可在等式 

^n+1 = C X n 

中取 极限； 这样，我们得出 a 满足于二次方程 


a 2 


C + Cl , 


这方程有异号的两 个根； 但我们所要的极限 a 不可能是负数，因此，必等于其正根 


a — 


V4C+1 + 1 

2 


3) 取任何 xq ^ 0 < xq < 1，我们用递推关系式 


工 n 十1 


(2 — Xn ) 


确定整序变量设0 < 4 < 1( 这条件对于 n-o 也满足），我们确定了 


0 < x n < x n +i < 1. 

事实上，因为 2 - Xn > I ,所以 X n+ 1 > In ; 但 X n (2 ~ X n ) = 1 ~ (1 ~ X n ) 2 , 由此 < 1 .因 
此我们已归纳地证明了，整序变量是单调增大的，而且保持小于1;所以它有有限极限 a 7^0. 
对递推关系式取极限，得出 a = 1. 因此 lim . x n = 1- 

请读者自己进行讨论如果取抑在区间（0, 1) 外的情形. 

附注设 C 是任何正数，并设上述递推关系式变 成为： 

Vn+l = Un (2 — Cl/n) • 

取第一个值训满足 条件： o < yo <- c ^ 我们得出 yn 是单调增大的，将趋于^计算机就是按这个 
方法来计算 C 的倒数. C C 


4) 设给定二正数 aRb ( a > b ). 作出其等差中项及等比中项: 


ai 




大家知道，等差中项大于等比中项同时它们又都位于原来两数的 中间: 


a > a \ > b \ > b . 


对于数 A 及 h ， 再作出它们的二种中项: 


a 2 


ai + 6 i 
^2""" 


5 


b 2 


Vaibi, 


® 这可立刻由如下不等式推得: 


a b 


— ^/ab = — (ct 一 2\/ g 6 斗 b ) 
2 2 


d Vb ) 2 

2 


> 0( 在 a # 6 时) 
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并且有 


>勿 > 心 2 > 心1 


等等. 若数 a n 及 6 n 已确定，则数 a n +1 及 6 n + i 依公式 


On 十 1 







TI 十 1 




V 


确定，并且，如上所述，有 


fln 〉 Gn+1 〉 bn+1 〉 


这样就得出二整序变量 a n 及 6 n ， 其中第一个显然是减小的 5 而第二个显然是增大的（逐渐 


互相接近）.同时 


a > a n > b n > b . 


即二整序变量都是有界的，故二者都趋于有限 极限: 


a 


lim a 


及 


lim b n . 


若在等式 


^ n+l 


Cl n + b n 
^2~~ 


中取极限，则得 


这样 > 二序列 


^ 由此 a = 0. 

等差中项的序列及等比 中项心 的序列 




M ( a ，6); 依高斯的称呼，称它为原数 a 及6的等差-等比 中项. 



——都趋向于公共极限 
过二数来表达 


在现阶段中对于我们是不能办到的，它需要用到所谓椭圆积分[参阅 303( 第二卷)] . 

5) 仍由二正数 a 及 b[a > b ) 出发 ； 这次是等差中项及调和中项①所组成的 数列: 


a 


ai 


d 2 


2 


ai + bi 
"""2 






b 2 


2 ab 
~ a + 6, 

2di bi 
ai + 6i 5 


a 


& n+l 


bn 


2 a n b 


2 


n+l 


bri 


由我们已知的不等式 


ft ~h 6 
2 


> (在 a / 6 时）可得出: 


a + 

~~2 


2 


> ab ， 最后， 


a 


2 


2ab 


a + 6’ 


①若数 c 的倒数 i 是正数 a 及 6 的倒数 


及 


的等差中项: 


C 


I G + 士）， 由此 C 


2ab 
a + 6. 


则 c 称为 a 及6的调和 中项. 
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故等差中项大于调和中项，但二种中项仍都位于原来二数之间.应用于及 I ，便得 

〉 Q-n+l ^ ^71+1 〉 b n . 

完全类似于前一例题内所做过的那样，可以证明 an 及心 都趋于公共极限 C , 这 C 可以称为 
数 a 及6的等差 -调和中项. 

然而，在这里的 c 有一个通过 aRb 的简单表示式.我们看出 ， aji = a 6; 因为，类似地，又 

有 a n + l ^> n+l = CLnbn , 故可得结论：对于一切 n 值， 


由此式取极限，则得 


即两数的等差-调和中项就是它们的等比中项. 

6) 最后，研究一个较复杂的例题. 

由某一实数 C 出发，假定 U t 而以后的整序变量:的值则由公式 


工 n +1 


C 

2 + 


X 



2 


归纳地确定它.今由关于 c 的两个不同的假设出发来研究这整序变量的极限的问题. 

注意到，若预先知道有一有限极限 


( 1 ) 


a = lim x n 

存在，便可不费力地求出它，仅需在等式 （1) 中取极限，便得出 


a 



或 a 2 — 2 a + c = 0. 


( 2 ) 


由这二次方程求得 

a = 1 — \/l — c . 

⑷ 

由此立刻看出，在 C > 1时整序变量显然不能有一有限极限. 

a ) 先假定0 < c < 1. 则显见: r n > 0.由 （1) 式逐项地减去相似的等式 


X 



C 




2 



(3) 


便得 


: r n +i 一 rr 


工 n — ^n-i 

2 


显然， X2 > Xi = ^： 而由上述等式推得 ，仅需 X n > X n -l, 便必定有 Xn+1 > X n . 这样，依数学归 
纳法，可以确定整序变量: r n 为单调增大. 

类似地，可证明这整序变量是有（上） 界的： 


Xji <C 1 . 


4t 
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这不等式在 n = 1时显然成立；又根据 （1) 式，若它在任何 n 值时成立，则在 n + 1时亦成立，因 
此知道， （2) 式的极限确实存在，且可由 （3) 式来表示，因这极限不能大于1,根号前必然是负号. 

b ) 今设 —3 ^ c < 0. 显然，对于 一 切 n 有 


X 





我们将指出，在这情形时 Xn < 0.这在 n = 1时 为真； 若设这一事实对某一 n 值时为真，贝 IJ 



故 Xn +1 将与 I 的符号相同，故必为负数，此即需证者. 

整序变量:现在不再是单调的了.于是，若在 （1) 式内先设 n = 2/ c 及 2 /c - 2，然后设 

n = 2/ c 十1及 2 /c - 1，并在两个情形内逐项相减，则得 

工 2 fc+l — X 2 k-l 

X2k+2 — X2k = 


x 2 k 


x 2k-2 


x 2k+l 


2 


x 2k-l 


2 


⑷ 


由此，可以归纳地得出结论：恒有 


工 2fc + l > ^2/c-l 及 ^2k + 2 < X2k- 

事实上，: C 3 > Zl = f ;故|工3| < | Xi |, X 3 < x \. 又依公式 （4) 的第二式（在 /C = 1时）将有 
X4 < X2 - 因此 | a ： 4 | > | a ； 2 |, > x \. 又依公式 （4) 的第一式（在 /c = 2时）得 a : 5 > 抑，等等. 

这样，在所考察的情形，分别地取出的整序变 S X 2 k -' 及 X 2 k(k = 1，2,…）将成为单调的 
又因它们都位于有限限界 | 及0之间，则必两者都有有限极限 

a = lima ： 2/c-i> a" = limx^k- 


剩下来还要证明 Y = a 〃. 为这目的，使 （1) 式内的序号 n ， 先经由偶数各值，然后经由奇数 
各值趋于无穷.我们得出两个极限关 系式： 


/ 

a 



a 


//2 


2， 


a 


u 


c a 2 

2 + T 


(5) 


相减，消去 c , 得 

( o / — a ")( a / 十 d " 十 2) = 0 ‘ 

因我们即将断定，若 c > -3，则第二因式不能为零，故必须 a ' = <2〃. 在相反的情形，以 
a n 二 一 a ：-2 代入关系式 （5) 的第二式内，我们将得出 V 的二次方程 


a 2 + 2 a + (4 + c ) = 0, 


它在 0-3 时是不能有实根的. 

最后，若 c = -3,则第一括号与第二括号同时等于0,因为在这种情形 V = - l ， a 〃 = -1. 
因此，在 一 切情形 a ' = a 〃.用 a 表示这些极限的公共数值，显然，在 a 的表达式⑶中根号 
前将仍为负号，因为负的整序变量的极限决不会是正数的. 


.60 * 


第一章极限论 


[36: 


总结前述的各例题，我们作出下列 附注： 已证明的这个定理乃是典型的“存在定 理”： 这定理只 
确定了极限存在的事实，但它并未给出任何计算极限的方法.虽然如此，它仍具有非常的重要性. 
因为一方面> 在理论问题中常常仅需知道极限的存在就够了.另一方面，在很多情形预先证明了 
极限存在的可能是很重要的，它会帮助我们找出实际计算这极限值的途径.如在例1),2) 5 3) 5 5),6) 
中，就是先知道极限存在的 事实， 然后才允许在某些等式内用极限步骤来确定极限的确实数值. 

就这一点来说，特别应该接受例 6) ( b ) 的教训.注意，在 c < -3 时 （3) 式仍有意义，但这并 
不表示着它仍然是整序变量: rn 的极限；相反地，这时; ru 的极限并不存在：例如，容易知道，在 
c = -4 时，整序变量依数列 


— 2 , 0 5 — 2 , 0 , — 2 , 0 ,… 


而递变，故无极限. 

在例 4) 中我们并无表达极限的式子，但因为知道它的存在，并且它常位于整序变量与 k 
之间，而〜及又从两边趋向它为极限，故能很容易地算出它的准确到任何程度的近似值来. 

在下一小节内我们将再看到应用单调整序变量定理的另一重要例题. 


36 .数 e 我们在这里将应用极限步骤来定义一个新的数.这新的数迄今为止 
我们尚未遇到过. 

试考察整序变量 



并设法应用34的定理来确定它的极限. 

因为在指数 n 增大时幂的底数正在减小，所以整序变量的“单调性”不是直接看 
得出来的.为着证明^的单调性，可根据二项定理展开 上式： 




1 + n ■ — + 


n 






⑹ 


若改上式左边的〜为〜 +1 ，即使 n 增大1，则在该式右边首先须在最后加上第 
(n + 2) 项（正的），又前面写着的 n+ 1 项中每一项也都增大了些，因为在任一括号 
内1 - 2型的因式都已换成较大的因式1—— 

n n+1 

由此必有 


即^ 是增大的整序变量. 


$ n+l > 工 m 
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今将证明，它又是上有界的.在 （6) 式中略去一切括号内的因式会使它增大了 
些.因此 


x n < 2 + 



2! + 3! 



Vn- 


更进一步，（由第2个分数起）将分母中的每一因子都换成2,使所得的式子又增 



「些，因此 


7/ n < 2 + - 





但是由 第二项4起各项的总和< 1,因此如 < 3,从而: r n < 3. 

由此，依34的定理,整序变量〜必有一有限极限.依照欧拉 ( L . Euler ) 的记法， 
，字母 e 表 7 K 这极限.这数 



不论对于分析学本身,或是它的应用，都有极端的重要性.它的首15\ &十进 小数,就 

是 

e = 2.718 281 828 459 045… 


在下一目内，我们将指出计算数 e 的近似值的简便方法，同时顺便证明数 e 是无理数. 

数 e 的某些性质（我们在以后[54, (13)] 再证明）使得选它作为对数系统的底时 
有特殊的便利.以 e 为底的对数称 为自然对数， 用不标出底的记号 In 来表 示它； 在 
理论的研究中，总是用着自然对数 

以十为底的常用对数与自然对数的关系借公式 

\gx = \nx • M 


来表示，式中 m 为换底的模且等于 

M = lg e = = 0.434 294… 

m 10 

这个公式也很容易求得，只需在恒等式 


x 


e 


In x 


的两边各取以10为底的对数便是. 

①这对数有时误称为纳皮尔对数，取名于对数的发明者——苏格兰数学家纳皮尔 ( J . Napier ,16-17 
世纪）.纳皮尔本人并不曾有过对数系统的底的概念（因为他系独创一格，在另外的原理上建立它 

们），但他的对数相当于底数接近1的对数.与他同时代的比尔吉 ( J . Burgi ) 则创底数接近 e 的对 

e 

数. 
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37 •数 e 的近似计算法 回到等式 （6) ,若固定&并设 n > k , 弃去最后的一 
部分，即在第 A + 1项以后的一切项，则得不等式 



让 n 增大至无穷取极限，因所有括号的极限均为1， 故得: 

e>2 + l 士… + 卜. 

这不等式对于任何自然 数&都 成立.因此， 



x n <Vn^ e, 

由此，明显地[根据28,定理3]，又有 

\ lmy n = e ： 


顺便注意到， yn 是无穷级数 [25, 9) 





丄 

n! 



的前 n + 1项的部分和，因而刚才所说的极限关系式表明 e 是它的和，也可以说 e 展开成为这个 
级数，因而可写 


e 




在计算数 e 的近似值时，用整序变量 如比用 〜更为便利.再估计向 e 接 
近的程度.为此目的，先考察如与在如后面的任何数值 y n+m (m = 1，2,…）之间 
的差.得 


Vn+ 


Vn 






1 


(n + 1)! 


1 


(n + 2)! 

1 


+ 


+ 


1 


n + m)! 




71 + 2 (71 + 2) (71 + 3) 


+ 


+ 


1 


(ji + 2 )( 77 , + 3) 


4 «i 參 


(n + m) 


若在括号 { } 内把各分母中的因子都换成 n + 2 , 则得不等式 


Un+m 


Un 〈 


1 


1 


(n + 1)! 



n + 2 



(71 + 2) 


2 


+ 


+ 


1 


(n + 2) 


-1 



j 


若把括号内换成无穷级数的和，则不等式只有加强，故 


Un+m 


Un 〈 


1 


n 



2 


n + 1) 


n + 1 
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今使 n 固定不变，并使 m 趋于无穷，则整序变量(标着序号 m 的）依次取 


数列 


Pn+l ： yn-\-2-> •… ， yn-\-rra 


中的各值，显然将收敛于 


e. 


因此，在取极限时得 


e 


Un ^ 


( n + 1) 


n + 


n 




或最后，得 


0 < e 






n\n 


① 


若用 0 表示差 e - 如与数 j 的比值（显然，它位于0与1之间），则又可以 


写成 


n\n 



e 


Un 


nln 


将式中的％用它的展开式代入，我们便得出重要的公式 

11 1 <9 


e ^ 1 + l! + 2! + ^ + 

它是计算 e 的出发点.弃去最后的一项“余项”，并把其余的各 


项都换上十进位小数的近似值，我们就得出 


e 


的近似值. 


今将用公式 （7) 计算 e ， 使准确至首先须确定怎样选 

. lu n 


取 n (它可由我们任意取定)，才能实现这一准确度. 

逐次计算阶乘的倒数（参阅附表），我们看到，在 n 

时，公式 （7) 的“余项”已是 


10 



nln 


0 

10110 


< 0.000 000 03, 


所以弃去它时，我们造成的误差远远地小于所规定的限度.我 
们就停止在这 n 值上.把其余的各项都化成十进位小数，在第 
八位小数上四舍五入地凑成整数（达到后备的准确度），则最 

大误差在绝对值上小于第八位小数的半个单位，即小于 ^3- 
我们把计算的结果汇集成一表.与近似值并列着的记号或 
-) 表示着校正数的符号，要回复到准确的数值必须要把校正数 
加上去才行. 

因此，我们刚才所看到的，在弃去余项时校正数小于 
再检查在四舍五入地凑成整数时的校正数（连同它们的记%) 
以后，很易判定，对于数 e 的近似值的总校正数必在 



10 8 


及 


+ 





10 8 


①因 < 1( 这是很易验算的）. 


( n + 1) 


n 


⑺ 


2.000 000 00 


2 


4 


6 




=0.500 000 00 


0.166 666 67— 


0,041 666 67~ 


0.008 333 33+ 


0.001 388 89- 


0.000 198 41 



0.000 024 80+ 


0.000 002 76— 


10 ! 


-0,000 000 28— 


2.718 281 81 
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之间.由此数 e 本身必位于小数 

2.718 281 78 及 2.718 281 86 

之间，故可置 

e = 2.718 281 8 土 0.000 000 1. 

顺便注意到，公式 （7) 亦可以用来证明数 e 为无理数. 

由反面推论，试假定 e 等于有理数，，则若对于这个 n 写出公式 （7) ，便有 

n 

m 11 1 6 i x 

—= 1 + 71 + 5 +~\ 「 （0 < 0 < 1). 
n 1! 2! n ! n\n 

在这等式的两边都乘以 n !， 约去除末项以外的一切分母，我们将得出左边是整数，而 
右边是整数带着分数^但这是不可能的.这矛盾便证明了我们的命题. 

n 

38. 关于区间套的引理 在简述单调整序变量的这一节的末尾，尚需叙述“面对 
面”地互相接近的二个单调整序变量. 

设给定单调增大的整序变量^及单调减小的整序变量如，且恒有若其差 yn - x n 趋 
向于0.则二整序变量必有公共的有限极限： 

J 

c = \imxn = limy n . 8 ) 

事实上.在一切 n 值时 y n ^ y u 于是依⑻式，又必有 x n < 7/1 (n = 1，2,…）.增 
大的变量〜既然上有界，因此它必有一有限极限 

c = lim x n . 

类似地，对于减小的变量％将有 


> x n > 工 1 ， 

因而它也趋于有限极限 

c ’ 二 lirny n . 

但依30的定理 r , 两极限的差 

d - c = \ im ( y n - x n ) 

依给定条件是等于0,因而 〆 = c ; 此即所要证的. 

已证明的论点可以赋予另一形式,使成为常用的形式. 

8 )在等式 （8) 中以 < 代替 < 不会^坏命题的正确性. 


38 

p « 


满足不等式 


§3. 单调整序变量 


•65 • 


a ^ < 6 

的一切数（或常说成“点”）： r 所成的集合称为区间 [ a ,6] (式中 a < 6). 数(“点，及 b 
各称为区间的左端点及区间的右端点，其差 a 称为区间的长.不难看出，在数轴 
上与区间对应的是（具有相同长度的）线段. 

若区间 [ a \ b f ] 的一切点都属于区间 [ a ,6], 或同一说法，若 

a 彡 a / < 6’ 彡6， 

则约定说，区间 [ a ^ b 1 ] 包含在区间0， 6] 内，或套在它里面.其几何意义是很明白的. 

设有一区间套的无穷序列 

[ a i ， 6i] ， [ a 2, h ]， … Ja n ， 6 n ] ，… 

后一个总是包含在前一个内，并且在 n 增大时这些区间的长趋向0: 

lim (6 n - a n ) = 0. 

则区间的端点及(从不同的两边）趋于公共的极限 

c = lim a n = lim 6 n ， 


它是一切区间的唯一的公共点. 

这只是前面已证明的定理的另一种写法而已，依条件 

^ a n +i < ^n+1 ^ 5 

因而第 n 个区间的左端点 a n 及右端点 6 n 就分别担任着单调整序变量^及的 
角色. 

因为 a n 增大而趋于 c ，6 n 减小而趋于 c ， 故 

^ C ^ b n (71 = 1，2， ■ •. )， 

即点 C 实际上属于一切这些区间.同时，异于 c 的另一点 c / 就不会有这样的性质，因 
为，否则我们便要有 

b n — ci n > d — c 〉0， 


而第 n 个区间的长就不能趋于 0. 

以后我们要时常引用这一命题，它就称为“关于区间套的引理”. 
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§4. 收敛原理.部分极限 

39. 收敛原理 设给定整序变 量^， 依数列 

*^ 1 7 *^2 ’ • • • ，，•’ •，工 n ， • • ■ ( 1 ) 

而递变.最后，我们要研究关于这一整序变量是否有有限极限存在的一般判定法的 
问题.为着这一目的，极限定义本身是不能使用的，因为在定义内已经用到这个极限， 
而它的存在与否却还是我们所要讨论的问题.我们所需要的，是在判定法内仅需应 
用我们已经有的东西，也就是整序变量^的数值所成的数列 （1). 

所提出的问题由下列著名的定理而得解决.这定理属于捷克数学家布尔查诺 
( B . Bolzano ) 及法国数学家柯西，它常称为收敛原理. 

定理 整序变量 x n 有有限极限的必要且充分的条 件是： 对于每一个数 e > 0总 
存在着序号 M 使当 n > N 反 n ， > N 时 、便能成立不等式 

x n - x ' n \ < £. (2) 

有如读者所看到的，在这里，事情就是这样，要使变量的诸数值依它们的序号增 

大的程度互相无限地接近着 9 ). 且看 证明. 

必要性 设整序变量4有确定的有限极限 a . 依 [23] 极限的定义，就是对于不 
论怎样的数 e > 0,根据数|，必能求出序号 iV ， 使当 n > 7 V 时，不等式 



£ 



恒能成立. 

今任意取岀二序号 n > 7V 及 Y > 7V ， 则必同时成立 


X 


a 


£ 

<2 


及 


\(1 — X ； r 


£ 

< 2 , 


由此 


x n ~ 




£ £ 

< 2 + 2 




这样，条件的必要性已证明.证明它的充分性要难得多. 

充分性 设定理的条件已经满足，需要证明整序变量 x n 有确定的有限极限存在. 
为这目的，在全体实数域中依下列法则产生一个分划.对于实数 a ， 若^从某 
一'序号开始能满足不等式 

X n > a, 


9 ) 使得定理条件成立的序列: r n 通常称为自己收敛的（术语“基本序歹 I 」，，和“柯西序列”同样通 
行） ■ 
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则取这种实数 a 归人下组儿取其余的（即不落在4内的） 一 切实数 Y 归人上 

组尤 

首先，利用定理的条件说明这些组均非空集.指定任意数 e > 0、取出（在前述的 
意义下）对应于它的序号 7 V . 若 n > 7 V 及 Y > iV , 则⑶式成立，由此 

x n ~ e < x n < - e . (3) 

现在我们看到，每一数< - e (其中> 7 V ) 都属于 X 组，因为在 n 充分大时（就是， 
n > N ) x n 总能超过它.另一方面，因为（对于同样这些 n ) x n 显得比< + s { n l > N ) 
型的任何一数为小，就没有哪一个+ c 可以放入 A 内去，因此，必属于氺组. 

由确定 A 及 W 的法则很明显地可以看出，每一实数必定而且仅只落在二组之 
一内.同时还有，每一 （_/! 内的）数 Q ； 必小于每一（ I 内的）数 Q ：/; 事实上，在 a > V 
时，整序变量 .T n ， 从某一项起，便要违反数 Y 的定义而超过数 Y 了.这样，上述实 
数域的分组确实产生一个分划. 

根据 [10] 戴德金的基本定理，有实数 a ® 存在、它是两组数中间的 界数： 

a ^ a ^ a . 

但我们注意到，在任何 n'>N , < - ^是某一个 a ， 而4十5是某 一个必 因此， 
对于任何 Y > 7 V ， 特别有 

X n — 6 ^ d ^ £ 或 i I Cl _ X n — _ CL ^ S. 

根据丨 23] 极限的定义，这即指 


a = limx n . 


定理已证明 1 Q) . 

这一判定法的应用，我们在以后的叙述中将不止一次地要遇到. 

①在所指的定理中，它是用/3表示的. 

10 )不_利用分割的概念也可以证明定理中所给收敛条件的充分性. 

用等式 a n == inf Xk , b n = supx ^ 分别定义数 a n> 6 n ( a n , b n 是有限的或无穷-暂时没多大关 

n k>n 

系).那么，当 /c > n 时 a n ^ ^ b n ', 此外对任意的 n 有 a n < b n ^ b n +\. 根据定理条件，对 

任意 £>0, 存在这样的数 7 V == N ( e ), 使得对所有的 n〆 > N 韦 x n - x n ^ ( e 、 任意固定 n / >反 
那么不等式 x n < x n ，+ £表明序列上有界，数 6 n 对所有 n 有限，且当 n > 7 V 时 6 n 彡 t 现 
在固定 n > N 、 因为当 r ?/ > TV 时 a ； n / > b n — e ， 我们已可断言当 7 i / > A 7 时 a n / > b n - e . 令 n ’ = n . 
便 得到： 当 n > TV 时 0 < 6 n - q 从而 0. 根据 38 目第一个断言，序列&与 

收敛于某个共同的极限 C ， 因为 a n < Xn ^ 6 n , 序列；同样收敛于 C ， 布尔查诺-柯西定理证毕. 
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40. 部分数列及部分极限今同时考察数列 （1) 及由它里面所选出的任一部分 

数列(或子数列） 

J ^TL2 ’ ■ • • ，’ • （4) 

式中 { n k } 是某一自然数的递增数列： 

nx < n 2 < < nit < n fc+ i < • ■ (5) 

在这里，依次取所有自然数为值的序号已不是由 n ， 而是由 / c 担任； 而则已成为 
一个取自然数为值的整序变量，且显然地，在 / c 增大时它趋向于 oo . 

若数列 （1) 有确定的极限 a (有限或无穷)，则部分数列 （4) 亦必有相同的极限. 

为了示例，试考察 a 为有限的情形.设对于指定的 £> 0 能求出 7 V ， 使当 n > N 
时已成立不等式： 


x n ~ a < e , 

因 — 00 ,故必有夂存在，使当& >夂时有> 7 V . 于是对于那些 A ; 的值将成 

― P - 

AL 小寺式 


x n k 


a < e ) 


这就证明了我们的命题. 

(顺便注意到，在作出这论断时，我们并没用不等式（5)，即并未应用到整序变量 

n k 的单调性.因此， 不论整序变量依怎样的规律趋向 + oo , 我们的命题仍为有 

效 .） 

若整序变量 x n , 或即数列（1)，并无确定的极限，则对于它的任何一个部分数列 
(4) 或对应于它的整序变量 = x nk 来说,极限仍可能存在.这种极限称为整序变 
量〜 或数列⑴的部分极限. 

例如，设: r n = (- l ) n +1 ， 这整序变量无极限.但若限制 n 仅依奇数或偶数而递变，则部分数 



XI = 1, X 3 = 1 ，…， X 2 k-1 = 1, 


及 


X2 = — 1 ) X4 = — 1 ,… ， X2k = _ 1 ，… 

将各有极限为1或 -1. 这两数就是的部分极限.类似地，整序变量；= (- l ) n +1 n 有部分 
极限+00及 — 00,而 Xn = — i) n + 1 有部分极限+00及 0. 

整序变量的部分极限可以是一无穷集,举一个这种例子也很 容易； 下面是其一例.依下列法则 
定义整序变量 Zn : 若序号 n 写成十进位制为： a /3 • ■ …， 7 是数码则令 

x n = O.a/? … 7. 

例如， x 13 = 0.13,X4035 = 0.4035 等等.在这时，每一个 0.1 与1之间的有限十进小数在这整序变 
量的数列中出现无穷多次，例如， 0.217 在第217项出现，又在第2170项，第21700项，等等出现. 
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由此立刻推得，在 ai 与1之间的每一个有限十进小数将成为这整序变量的部分极限.但若 
在这限界内取任何另一实数％则只需将它表示为无穷十进小数丨外 

^ = 0.C1C2 … C/c … （Ci > 1 )， 

r ： 立刻可知部分数列 

— X Cl C2 — O.CiC2 5 ' * ' > X Cx ^2 ' * " C/c = O.C 1 C 2 * … Ck,. … 

约极限刚好就是 a ， 这样，在所考察的情形，数列的部分极限充满着全区间 [0.1,1]. 

整序变量是否恒有部分极限存在？在数集 {^ n } 非为有界时，这问题很易肯 

定地回答.例如，设它不上有界,则对于每一个自然数 / c ， 必能在数列 （1) 内求得大于 
々的项: 


x Uk > k (/c = 1，2, •…) 

' 并且很易办到，使得序号随 / c 而增大).部分数列 


显然地将有极限+00；它就是原数列的部分极限. 

在有界整序变量的情形，亦可以给予肯定的回答.但这需要更细致的讨论，我们 
在下一段内再谈. 

41. 布尔查诺-魏尔斯特拉斯 ( B . Bolzano - C . Weierstrass ) 引理由任何有界 

数列 （1) 内恒能选出收敛于有限极限的部分数列 （4). 

(这种写法不致除去在所给数列内有相等的数的可能性，应用起来有便利之处 .) 

证明设^一 '切数 ；都位于界限 a 与 b 之间.将区间 [ a , 6] 分为两半，则必有一 
半包含着所给数列的无穷多个元素，因为，若不是这样，则在全区间 [ a ，6] 内所包含 
着的元素将是有限个数，但这是不可能的.因此设包含着无穷多个〜的那一半是 
[々，卜](若两个半区间都是如此，则任取其中之 一). 

类似地，在区间 [ aub ,] 内分出它的一半 [ aM 使得在它里面包含无穷多个；. 

继续这种步骤至于无穷， 在第& 次分出的区间 [ a k ) b k ] 内照样包含着无穷多个 的；. 

这样构成的区间（由第二个开始)，每一个都包含在前一个之内，等于它的一半. 
此外， 第&个 区间的长等于 



它随着&的增大而趋向零.把 [38] 关于区间套的引理应用到这里来，便得结 论：％ 
及 h 趋向一公共极限 c . 

现在部分数列 {〜,} 可由下列方法归纳地产生出来.在所给数列的元素〜内 
任取包含在 [ a ^ b ,] 中的一个(例如，第一个）当作: r ni .在 x ni 后面的元素；内任 
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取包含在 WM ] 中的一个（例如，第一个）当作 X n 2 , 等等.一般地说，在以前分出的 

，…，〜^后面的元素: r n 内任取包含在 [ a k M 中的一个（例如，第一个)， 
当作这种产生数列方法是完全可能的：因为每一区间 [ a k M 内包含着无穷多 
个 x n ， 即包含着序号可为任意大的元素: r n . 

再则，因为 


a k ^ Xn k < b k , X lima/c = limbk = c . 

故依 28 的定理 3° 必有 lim x nk = c . 此即所要证的. 

在证明这引理时，用了逐次等分所考察的区间的方法，称为布 尔查诺方法. 这在 
其他场合对我们也是经常有用的. 

布尔查诺-魏尔斯特拉斯引理使许多困难定理的证明大为简化，就好像它本身 
已吸收了论证中的基本困难点似的.我们用它再来证明收敛原理作为 一例； 我们来 
考虑其中条件的充分性，它在39内曾费了我们很多气力， 

因此，设条件已满足，且依指定的 e > 0已求出序号 iV , 在 n > 7 V 及 n ' > 7 V 时 

成立不等式⑵或 （3). 若在这时固定 < 则很清楚地，由 （3) 式，整序变量在一 
切情形下将成为有 界的： 因为在 n > N 时它的值全部位于 av - e 与 av + e 之间， 
且不难把这些限界的距离拉长，使它又包括首 7 V 个值:…， ^ 

于是，依刚才所证明的定理，可以分出收敛于有限极限 c 的部分数列 { x nk }: 

limx nk = c . 

现在证明， 整 序变量也趋向这一极限.我们可以选取充分大的屹使 


^71^ 一 ^ 〈已， 

又同时使> 7 V . 因此 .. 可在 （2) 内取 71./ = ^ 

\^n ~ ^n k I 〈 


联合这两不等式，最后即得 

x n ~ c \ < 2 c (n > N )， 

这就证明了我们的命题 

42. 上极限及下极限这样，任何整序变 ： it 不论它是有界的或无界的，都有部分极限存 
在.现在我们将指出，在这些部分极限内必能求出最大的及最小的.它们即称为整序变量的上 
极限与下极限，并各记成 

limxn 及 lima ; n . 

①数 2 e , 有如 q 亦可“任意小”.假若愿意的话，可以在开始时不取 e 而取^则在这里我们便得 
出 e . 以后如遇相似的情形，便留待读者自己去体会. 
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定理 整序变量〜恒有上极限及下极限存在.这两限相等是整序变量有极限（普通意义下) 
存在的必要且充分的条件① . 

证明 从考察上极限的问题开始.我们已在上面 [40] 看到，若4不上有界，则可以从数列 
(1) 内分出部分数列使 

Y \ mx nk =十 oo . 

这样，在这种情形，十 oo 便是整序变量的部分极限之一，显然，它是一切可能的极限中之最大者，因 

此， 

limxn —十 oo 

今再假定整序变量上 有界： 

x n < M ( n = 1, 2, * ■ ■). 

考察: 在 n > 时的上 确界： 

M k = sup { z n } = sup{x fc+ 1 ,XA ； + 2, ■ ■ ' } < M . 

n > k 

在 fc 增大时 A 4 的值只能减小，因此，依 [34] 单调整序变量的定理，无论如何极限（在 / C 无限增 
大时） 

lim Mk 

必存在，是有限的或等于 - oo . 

当这极限是 -CO 时，情形同样是那么简单.对于任何 E > 0必能求出序号 k = N ' 使 

A/jv <— E ] 

但在 n > iV 时，显然，0^ < M N) 因此 ， 对于这种 n 更有 


而这就表示有极限（普通意义下） 

limxrb — —oo 

存在，这极限将同时是上极限和下极限 

尚待考察最重要的情形，即有一有限极限 

lim Mk = M* 

存在的情形.我们将指出，这数将是整序变量的上极限. 

为此目的，我们将先确立数 iir 的二特性. 

若任意取数 e > 0,则必能求出 k 二 使 M n > < M* +£■ 因为，在 n > iV ， 时 ，〜彡 M n 
所以更有: r n < M * + e . 因此， 

AT 的特性 L 对于不论怎样的 e > 0, 必有序号存在，使对一切 n> N ， 有 

X n < M* + E. 

©这定理的证明并没有利用布尔查诺-魏尔斯特拉斯引理，实际上这定理包括该引理. 

②当整序变量的普通极限存在时，一切部分极限都和它重合 [40]. 
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另一方面，对于任意的£： > 0及任何的 / C 必有 

M k 彡 M * > M * - e . 

但依上确界的性质 [11], 在序号 n = / c +1, k +2、 …的〜各值中间必能求出 ov ， 使 ov > M *- e . 
把任意取的 / c 换成 7 V , 便得 

AT 的特性 II : 对于不论怎样的 e > 0 及序号 TV , 必能求出 ‘,， 其序号 Y > yv ， 满足 

JW — £. 

必须强调这两种性质的差别 • 在第一种情形，一切的值，由某一项开始，毫无例外地满足 

着不等式.在第二种情形，仅是若干个别的满足不等式，但在这些个别的值.中间却有序号为任 
意大的 x n . 

首先，根据这些特性，证明数 AT 是整序变量4的部分极限.为此，需要分岀收敛于的 
部分数列 {x ni }. 

作一正数的数列 Q 4 a 设 m = 1,假定序号 

721 = 1 < 722 < ■…< rii-i 

已选岀，现在说明怎样选取叫.依特性 I ，在 e =心时必能求出对应的序号 TV ' = A ^， 使对一切 

n > N i 有< M * 十匕.今再看特性 II ，仍旧假定 eh 并取序号 rii - i 及 Ni 中的最大者作 
为 N ' 对于这样的 e 及 N , 由特性 II 所得到的序号 Y 就取作 n ;. 那么，一方面， 

X rii > M * 

而另一方面，因瓜> TVi ， 同时必有 

X ni < M + £i ， 

除此以外，还需注意 n ; > m-h 

对于用这种方法——归纳地 —— 构成的数列中的元素 ： r nt 必有 

x ni — M *\ < £ i{i — 2, 3,…）， 


实际上就是 z ni — M \ 

最后，将证 明没有一个部分极限能超过 事实上，设对于某一部分数列有 x 
则 a 就是部分极限之 一. 依特性 I ，当％充分大时（已大于 N ，\ 必有 

x ni <C M* -\- £. 

在这不等式中取极限，则得 a < M * 十£：，又因£：是任意小，最后，即得 

a 义 M \ 

这样，实际上就成为一切部分极限中之最大的，即 


M* = lima: n . 
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类似地可证下极限的存在 • 不需再重复一切论证，只注意下列二种情况. 

若下极限是 + oo , 则在普通意义下，有极限 

lim x n = +oo 


存在. 

又若下极限是有限数 M *， 

M * = lima : n , 

则它具有类似于上述的 AT 的特性. 

鼠 的特性 L 对于不论怎样的£ > 0,必有序号 7 V " 存在，使当 n > TV " 时有 

x n — £. 

的特性 II :对于不论怎样的 e > 0及序号 7 V ， 必能求出 x n ”, 其序号 n " > iV , 满足 

X n n <C. ~h £. 

现在来证明定理的后半部.若在普通意义下说有极限 

lim x n 

(有限或无穷）存在，则一切可能的部分极限都与它重合 [40], 前述条件的必要性便得证明. 

今假定 

limx n = hmx n . 

若它们的公共数值是 + oo 或 - oo , 则有如我们已看到的，整序变量在普通意义下有极限存在，且 
就是那一值. 

最后，设二极限都是有 限的： 


M * = = a . 

则比较 AT 及的特性 I ，依预先指定的 e > 0可求出序号 N ， 使当 n > N 时成立 

a — e < x n <a + e 艮 P \ x n — a \ < e . 

这就说明， a 是整序变量在普通意义下的极限.定理证明完毕. 

注意，用这定理，布尔査诺-柯西条件的充分性 [39] 就能很简单地被证明了.就是说（若仍 
用原来的记法)，由不等式 

x n > — e < x n < x n > 4- e(n 及 n ’ > TV ) 

立刻可以看出，整序变量的上极限及下极限是有限的，而且相差不大于由于£：可任意小, 
因此必须重合.由此，立刻推得有一有限极限（在普通意义下）存在. 

I ^ ^ 
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43. 变量及其变动区域在 22 内，早已给定关于变量的•一般概念.数集 Y = 
{ x } 给出变量 x 可能取的那些数值（在所考察的问题内 )1 内的每一个数值，工都有 
机会能取到，这数集％就称为变量: r 的变动区域.一般地说.任一数集总可以当作 
变量的变动区域 n) . 


我们早已讲过，数的几何解释就是（数）轴上的点.变量: C 的变动区域 Y 在这 
轴上就表示为某一点集.因此，变量的数值常称为点. 


我们经常会遇到变量 n ， 它以全体自然数集#为其变动区域.整序变量 



1 




n 


的变动区域是数0以及全部形如 


常量变动区域则只含 


个数 



(m 


1 , 2 , 


參鲁參 


的分数所成的数集 12) . 


但是在分析上通常研究的是所谓连续地或密接地变动着的变量：它们的原型就 


是各种物理量-一-如时间，动点所经过的路程，等等.数的区间就是类似于此的变量 
的变动区域.最常用的是有限区间，它用两个实数 a 及 6(61 < 6) ——它的端点——为 
界限，有些端点可以包含在区间内，也可以不包含在内.因此，我们先来区别 

闭区间 [ a , 6] : a < x ^ 6( 包含两端点)； 


半开区间 j M ：a<x ^ b (仅包含一端 点); 

I [ a . b ) : a ^ x < b 


⑴当然，本目正文对整序变量型的变量不适用[参看22目的脚注 5) 与 6)1. 

12 )如果把整序变量的变动区域看作是函数变动区域的特殊情形[参看45 S 及那里的脚注14)]， 

对整序变量的变动区域可以有另一种理解.请注意，“整序变量的变动区域”的概念在今后实际上 

并不使用. 
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开区间 ( a ， b ) : a < x < 6( 不包含任一端点). 

在每一种情形都称数6 - a 为区间的长. 

很易了解,数轴上的线段就是数字区间的几何表示.并且按照区间的类 
型 - 一线段有时有端点、有时没有. 

有时还得考察无穷区间，这区间，用“广义的数 ”- oo ，+ oc 作为它的一端或两端. 
它们的记法，与有限区间相类似.例如： (- oo ,+ oo ) 是全体实 数集; K + oc ) 表示满足 
不等式 x > a 的数 . t 所成 的集； 区间（-00, 6] 由不等式 z < 6所决定.无穷区间的几 

何表示，是两端无限伸展的直线或仅一端趋于无限的射线. 

44. 变量间的函数关系，例题数学分析内主要研究的事物，并非一个变量独 
自的变动,而是两个或几个变量在同时变动时相互之间的关系.在这里我们只限于研 
究两个变量的最简单的情形. 

在科学及生活的各种领域内在数学本身.在物理学、工程学中 -一- 读者 
已不止一次地遇到这种同时变动的变量.它们不能同时取一对任意的数值（由各匀 
的变动区域内取出的)：相反的，当其中之一（自变量）已给定具体的数值时，则另一 
变量（因变量或函数）的数值也就确定了.先举几个例题. 

1) 圆的面积 Q 是它的半径丑的函数；它的数值可以根据给定的半径数值用已 

知公式： 

Q = rrR 2 

计算岀来. 

2) 在重量颇大的质点自由降落——不计其阻力——的情形，由运动开始时算 
起的时间秒； I 与在这时间内经过的路程4米）依靠方程 

gt 2 

联结着，式中^ = 9.81 米/秒 2 是重力加速度.由此也确定着对应于所取时间〗的路 
程 6. 的数值:路程 s 就成为经过的时间 （ 的函数. 

3) 考察一定质量的（理想）气体，这气体贮藏在气缸的活塞下面.假定温度保 
持不变，这气体的体积 V (立升）及压力 P (大气压力）就服从波义耳-马瑞特定律: 
pV = c = 常数.若任意改变 V ，则 p 当作 V 的函数，就可根据公式 



单值地被确定. 

4) 最后，再建立空气的压力 P (大气压力）与高出海面的位置 M 米）的关系.在物 
理学上导出气压公式 

p = Poe~ k \ 
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式中 p 。 是在海平面上的压力，&是某一常数.根据这一公式， P 就可当作&的函数, 
仅需给定 / l 的数值， P 的数值就确定了. 

又需注意到，在两个被考察的数字内选取自变量，有时是任意的，有时则由考虑 
问题的简单方便而定.在大多数的场合它被进行研究的目的性所指导着. 

例如，若在最后的例题内，压力 P 与高度/ X 的关系是用来使飞机师能借观察压 
力而判断已达到的高度，则变量所担任的角色自然需要更换,气压公式就表示为 



的形式. 

45. 函数概念的定义 现在，像通常一样，抽去所考察的数量的物理意义，我们 
来确定函数概念——数学分析的基本概念之一-一的准确而普遍的 定义. 

设给定两变量 x 及 y ， 其变动区域为％及只假定根据问题的条件，变量: r 可 
以不受任何限制地取区域％内的任意数值.那么 ，如果依某一法则或规律，对 于龙中 
的每一 x 值总有一个确定的数值 y (在 y 内）和它对应，则变量就称为变量 a : (在 
它的变动区域 Y 内）的函数. 

自变量 rr 亦称为函数的 变元. 

在这定义内存在着两个要素：第一，指出变元 x 的变动区域 1( 它称为函数的定 
义 域)，第二确定 x 与 y 的数值之间的对应法则或规律(函数2/的变动区域; V 通常 
并不指出，.因为对应的规律本身就已经确定函数值的集合了.) 13) 

函数概念的定义也可以建立在更普遍的观点上，就是假设对应于 i 内的: c 的 
每一数值 J 的数值不止一个，而是几个（甚至是无穷多个) • 在 这种场 合函数 称为多 
值的， 以区别于前面所定义 的单值函数. 然而，在分析教程内，站在实变数的观点上， 
大都避免讨论多值函数，以后说到函数，若没有特别的声明，我们就理解为单值函数. 

要指出 y 是 z 的函数这件事实：就写成 

V = y 二认 x \ '"二 F ( x ) 等等①. 

字母 /#， F , …就表示那种法则，根据它就可以由给定的 T 值得出对应的 y 值•因 
此，若同时考察同一变元$的几个不同的函数,各具不同的对应规律，那么它们就不 
能用同一字母来表示. 

①这记法读成:、等于 fx ，？ y 等于 ( pf 等等. 

13 ) 我们还要指出与前述函数定义等价的一个通行的函数定义.对集％的每一个元素，有且仅有 
集 y 中的一个元素和它对应的任何一个规则，称为在集 Y 上定义在集: V 内取值的函数.这与正文 
中所述定义的区别仅仅是术语上的.后一定义在现今更为通行.[关于术语“变动区域”与函数的“值 
的集合”参看下一个脚注 14).] 
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虽然只有字母“/”(小写及大写）是原来与“函数”这字有关的，但函数关系自然 
也可以改用旁的字母 来记; 有时,甚至就重复用着字母 y , 记成 y = y ( x ) 14 \ 

在有些场合把变元写成函数的附标的形状，例如 ，仏. 我们所熟悉的整序变量 
工 n 的记法就是这种类型，它是（我们现在可以说）自变量 n 的函数， n 是依自然数列 
-V = { n } 而递变的.类似地凡的记法（在整序变量的极限定义内， [23]) 表示序号 7 V 

依赖着^等等. 

若在考察函数 y = /( x ) 时我们希望指出，对应于某一 . X 的特别 数值吻 的函数 
的特别数值，就使用记号/(吻)，例如，若 

1 10 ,_ 

，㈤ = 1^， 沁)=了， = … 

则/⑴ 表示 f ( x ) 在 x = 1时的函数值，即化简后的数 I 仿此， 〆 5) = 2, 

等等. 

今转而讨论变量的数值之间的对应法则或规律，它是函数关系这概念的要素.这 
法则可以有各种各样的表现方式，如果对它不加丝毫限制的话. 

最简单也最自然的是把这法则表示为解析式或公式的形状，它指示出，对的 

数值及一些常数必须进行哪些演算，才可以得出 y 的对应数值.这种函数的 解析表 

示法 是数学分析中最重要的方法（我们在下一目内还要讨论它).读者最好在中学的 

数学教程内去熟习它.最后，我们在 44 的例题内应用的也是解析方法. 

然而，假如以为这是表示函数的唯一方法，那是错误的.就在数学内也有不少场 

合是不用公式来定义函数的.例如，有这样的函数 E ( x ) x 的整数部分” 

很易了解 



五⑴ =1， E (2.5) = 2， E (\/13) = 3, E (- n ) - —4 等等， 

可 是表示 E(x) 的公式却并不曾有. 

同样还有很多的“算术 函数' 即变元是自然数而函数值也是自然数的函数，例 
如 ，“数 n 的阶 乘”: 


n ! = 1 • 2 . n . 

以及表示 n 的除数个数的函数 r ( n )， 或表示在1,2，... ; n 内所有与 n 互素的数字个 
数的函数 ( f ( n ). 不管给定这些函数的法则有什么独特的性质，我们还是可以由此算 

①参看 25,1) 的脚注. 

14) 通常为了表示函数，除了记法々= /( x ) 之外，还使用记号 f x 其中； f 是所考虑函数的 

定义域，而 V 是函数的变动 区域; 例如，记号 x ‘• M — n 表示: c 是整序变量.应当把函数/的变 
动区域 V 与函数的 值的集 合区分开来.后者是 y 中实际上与自变量某个值 z 对应的那个数 y [具 
有 y = /( y 的形式例如，/是恒等于常数零的一个 函数， 那么它的值的集合由唯一的零组成（即 
是一个单元素集)，其变动区域则可以随心所欲地认为是任意一个含有零的集合. 
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出确定的函数值，好像用公式算出来的一样.例如 

r(10) - 4, r(12) = 6: r(16) = 5，-" 

#(10) = 4 ， ^(12) =4 5 #(16) = 8, … 

在自然科学及工程学内，变量之间的关系经常由实验或观察而得.例如,使水受 
任意选定的压力 〆 大气压力)；则由实验可以确定与它对应着的沸点的温度 ❸:)' 0 
是 p 的函数.然而这一函数关系，并非由任何公式来表示，而只是由实验所得的数据 
的简单对应来表不. 用列表法给 定函数的实例在任何 T 程手册上都很容易找到. 

最后，再要讲到，在某种场合——用自动记录器——物理量之间的函数关系 
直接用图像表示着.例如，用指示器画成的“指示图表”给出正在工作着的蒸汽机的 
汽缸内的汽压 p 与体积 y 之间的关系;由气压指示器所获得的“气压图”表示大气 
压力在一昼夜内的变化过程，等等. 

关于确定函数关系的列表法或图示法，我们不再详细讲它，因为在数学分析内 
并不是必须应用它们的. 

46. 函数的解析表示法 函数的解析式或公式的表示法在数学分析内担任着极 
端重要的角色，我们将作出一系列的附注来说明它们. 

1。 首先，在这些公式内可以进行怎样的演算？第 一步， 在这里自然可以有初等 
代数及三角学内研究过的一切演算：算术运算，乘幂（开方)，取对数：由角度求三角 
函数值及其反运算[参阅下面48〜 51]. 但是，须着重指出，由于我们在分析知识上的 
发展，还需要再加入其他的演算.而首要的就是极限步骤> 读者在第一章内已熟悉它 

r . 

这样，术语“解析式"或“公式”的完全的内容只能逐步地去揭露它了. 

2°其次，须注意借解析式或公式所表示的函数的定义域. 

每一个包含变元 $ 的解析式具有所谓自然的适用 区域: 就是使这解析式子有意 
义的一切所成的集合.我们说解析式子有意义，即是指它有着完全确定的有限实 
数值的意思.用最简单的例题说明这事. 

例如，表达式的定义域是全体实数集.表达式的定义域则为闭区间 [- hi ]. 

1 + 

在这界限以外它的数值就不再是实数了.相反的，对于表达式 ^ /i X _ 就必须取开区间 （- M ) 作 

为自然适用区域，因为在两端点上它的分母等于 0. 有时函数值保持有意义的区域由隔开的区间所 
组成; 的定义域是区.间（一 oc ， - 1] 及的定义域是区间 (~ oc ,- l ),(- l , l ) 

及 （ l ，+ oc )， 等等① Z 

今考察无穷几何序列的和 

1 十 x + 十. ■. + x n ~ l + • * * = lim(l + x + : r 2 + ■ • • + x 71 ^ 1 ) 

® 自然，对^的任何数值都没有意义的那种函数,我们是并不感兴 趣的. 
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作为最后一个例题•若 |: r | < 1 5 则我们知道 [25,7)1, 有极限存在且其数值是在 ㈤ ；> ! 

时，或者有极限等于 + oo ; 或者根本没有极限.因此，所引入的解析式的自然适用 & 域是开区间 
(-1， 1). 

在下面的叙述内我们将需考察更复杂更普遍的解析式，并且我们将不止一次地 

研究由这类表达式在它保持有意义的全部区域内所确定的函数的性质、即研究解析 
工具的本身. 

然而，我们认为必须预先引起读者去注意另一种可能的情况.设在任何具体问 

题内，变量 .T 由 于事情的本质 被限制在其变动区域 Y 内，而此问题引导我们去考察 

一个具有解析表达式的函数 j { x ). 虽然这个表达式可能在区域 Y 以外也有意义，但 

欲越出界限来研究我们的具体问题却是全然不可能的.在这里，解析式便只担任着 
附属的辅助角色了. 

例如，如果研究质点从地面上高/ I 处的自由降落，我们用公式 

2 

[ 44 , 2 )]，则考察尤的负值，或 （ 的大于了 = 的数值将是荒谬可笑的.因为，很易看出，在 

t = T 时质点已落到地上了，虽然表达式 f 本身对于全部 （ 的实数值都有意义. 

3°可能遇到这种情形，即对于变元的一切数值函数并非由同一公式所确定，而是对于变元 

的某一部分数值用某一公式，对于另一部分数值用另一公式，例如，在区间 (- oo ,4- oo ) 内用下面 
的三个公式来定义的函数就是一个 例子： 

f ( x ) = 1. 若 |. t | > 1( 即若 : c > 1 或< -1), 

/(■ T ) = — 1,若 |： r | < 1( 即若 — 1 < a : < 1), 

最后， f ( x ) = 0,若 z = 士 1. 

再讲到狄利克雷 (P.G 丄 ejeime-Dirichlet) 函数，它是这样定 义的： 

= 1、若 I 是有理数， 

X ( T ) = 0,若0；是无理数. 

最后，考察克罗内克 (L.Kronecker) 函数，称它为 “.t 的符号 ’’ 并记成 sgnx® : 

sgn a: — 1, 若; r > 0; 
sgn x = - 1 , 若 z < 0; 
sgn 0 = 0. 

并且，不必以为对于全部 a ; 的数值用一个公式给定的函数与用几个公式来定义的函数之间有着原 

则上的差别.通常，用几个公式给定的函数也可以改用一个公式给定它（当然，需用比较复杂的表 
达 式). 


® 根据拉丁文 signum= 符号 . 
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例如，若运用求极限的演算，则上面引入的第一个函数 /( rr ) 就可以改用一个公式来给定它 


(适用于全部 


/㈤ 




lim 



2n 



2n 


事实上，在 



> 1时幂 



2 n 


+ oo , 而它的倒数趋于0^271，因此 


lim 



2n 


-1 



2 n 


lim 



2 







2 n 


在 



< l 时幂 



2n 


0[25,6)],在这情形 


lim 



2 71 



2n 


1 



最后，在 ： c = 士1 时，显然 



2n 


1，由此 



o 5 


在取极限时亦得 0. —切这些都完全符合于原来的定义. 


47. 函数的图像 虽然在数学分析内并不用图像给出函数，但却经常要依靠图 
像来说明函数的性质.图像的直观而且明了的特性使它成为研究函数性质不可缺少 
的辅助工具. 


设在某一区间 Y 内给定函数 y = 
f ( x ). 想象在平面上有两根互相垂直的坐 
标轴-. X 轴及^轴.考察对应的一对 

X 及 y 的数值，此处的 a ; 取自区间；^而 
V = f ( x )] 有横标 x 及纵标 y 的点 M ( x ， y ) 
就是这一对数值在平面上的图形.当变量 
x 在区间 Y 内变动时，这点画出某一曲线 

图5)，它就是这函数的几何图形，并 
称它为 图像. 在这些条件下方程 y = f ( x ) 
本身称为曲线 的方程. 




例如，在图6及图7内画着函数 



y — I ~ x 2 及 y = ±>/ x 2 — 1 

的图像，读者将能认出它们是圆及 等轴双曲线. 其他许多函数的图示法的例子读者将 
在最近的几目内遇到它们. 

图像通常总是逐点地画出的. 

在区间 Y 内取出一系列互相接近的 o ; 的数值,依公式 y = /(>) 算出各对应的 
V 的数值： 
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并把点 

(^1 ? Vl) •> (^2 ? V^) ， • • ’ ， (Zn ， 2M) 

画在图上.通过这些点用手或用曲线板作 
出曲线，它（当然，只是近似的）就是所求 
的图像.若图像画得愈滑溜及所取的点愈 
稠密，则画出的曲线愈能准确地代表这图 
像. 



必须注意，虽然函数常可借几何图形来“表示，，它自己，但是这图形并不一定就是 
通常直观意义下的曲线. 


例如，作出函数々= E ( x ) 的图像.因为在区间…，[-2, -1), [-1,0), [0,1), [1,2), [2,3)， 

内函数保持着常数 • …，-2, - 1，0,1，2 .. ■ ，所以图像将由一系列分离的缺少右端点的平行线段所 
组成（图 8) ①‘ 


狄利克雷函数 x ( x ) 的图像由 z 轴上横标是无理数的点集及直线 y = 1 上横标是有理数的点 
集所组成，可是它却不能画出来. 


48. 几类最重要的函数 在这里将列举几类函数，通常称之 为初等函数. 

1°有理整函数及分式函数. 

表示为 x 的多项式的函数 


V — aox n + aix n 1 + … + a n _ix + a n ( ao , ai , 勿，…是常数)， 

①我们用许多箭头来表示这一事实 ，箭 头的尖端指出不属于图像的诸点. 
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称为 有理整函数. 

两个这样的多项式之比: 



clqX 71 ~ c.L \ x n 1 + . • ■ IX CL n 

box rn + + . • • +6 m _ix + b m 


称为有 理分式函数. 它对于 o : 的一切数值除了使分母为零者以外都是有意义的. 

例如，在图9内给出函数= ax 2 在系数 a 取各种不同数值时的图像(抛物线)， 
在图10内同样地给出函数 y 二 h 取各种不同数值时的图像（等轴双曲线). 


戸 ， 2 Vi 8 4 2 1 



图9 

2。幂函数形如 


图 10 


y 

的函数称为幂函数，式中 M 是任何实常数.当 M 是整数时便得有理函数.当 M 是分 
数时便得 根数. 例如、设 m 是自然数 ，则 


y = x~ i = '\fx\ 


若 m 是奇数，则这函数对于 o ; 的一切数值都是有意义的，当 m 是偶数时（在这种场 
合，我们只考虑根数的算术值)只对于 x 的非负值才有意义.最后，若 / i 是无理数, 
我们就须预设> 0( 仅在 /. i > 0 时准许 ; r 二 0). 

在图11及图12内给出幂函数在^取各种不同数值时的图像. 
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图11 图12 


3°指数函数， 即形如 

y = a x 

的函数，式中 a 是正数（异于 1);. T 可取任何实数值. 

在图 I 3 内给出指数函数在 a 取各种不同数值时的图像. 
4°对数函数， 即形如 

y 二 iog a x 

的函数，如前，式中 a 是正数（异于 l )， x 只能取正的数值. 

在图 I 4 内给出这函数在 a 取各种不同数值时的图像. 


■ 


wmm 



-2 


圍 Ml 




關 ■■■■■■ 


图 13 


图 14 
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b w 



y = sin x 

y = tg x 

y = sec x 


y — cos 

y = ctg x, 

y = esc 


最 重要的是要牢牢记住 当三角函数的变元作为角度来看时，恒表示为弧度 (在没有预 
先声明相反的情形时).对于 tg a ; 及 sec a ; 要除去形如 


(2 k + 1)- 

的数值，而对于 ctg X 及 CSC 0 ： 要除去形如 


/ C 7 T (/ C 是整数) 


的数值. 

在图15及图16内给出函数 w = sin x(cos x ) 及 y = tg x(ctg x ) 的图像 _ 正弦 

的图像通常称为正弦曲线. 



X 


另外，特别是在丁程问题上，很有用的函 数为: 
6°双曲函数 ，函数 


sh x 二 


e x — e 





sh x e x — e ch x e + e 

th x = ―—— = -， cth x = ^ —— = -，… 

ch x e x + e 一 7 sh x e x — e_ x 

就是所谓双曲函数（双曲正弦，余弦，正切，余切，…… )； 它们对于^的一切数值都有 

意义，但 cth 0：在 X = 0时并无意义 ； 须除外 .这些函数显得与三角函数非常地相似. 

例如，对于它们成立公式(注意符号! )： 

ch(x ± y ) = chx * ch y ± sh x - sh y . 

sh(x 士 y ) = shx • ch ± ch a ; • sh y ) 


由此,在 y = 时推得: 


ch 2 x — sh 2 


X 


1. ch 2 x = ch 2 x + sh 2 . T,sh 2 x = 2 sh x ^ ch x 
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■ 


_ 


■ 






例如，这些公式中的第一个实际上就是很易验证的恒等式 

e x ~^ y + e~ x ~ v e x + e~ x e y + e~ y | e x — e~ x e y — e~ y 

2 — 2 2 + 2 ~' 2 ~~ 

其余的也可以同样地验证. 

在图17及图18内画着双曲函数的图像. 
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49. 反函数的概念 在论及反三角函数之前，先对反函数作一总的说明. 

假定在某一区域 Y 内给定函数 y = /(>), 并设当 x 在 区域％ 内变动时，一切 
函数值所成的集是 J (在实用上 i 及 V 通常都是区间). 

由区域; V 内选取任一数值々=如;则在区 域；^ 内必能求出数值 x =吻，使得函 
数在: r Q 所取的数值刚好就是 ye ， 即 


/(^o) = 2/0 ； 

像这样的数值： To 可能出现好多个.因此， y 内的任一数值 y 将与一个或几个 Z 的数 
值相对应；由此对应地确定在区域; V 内的单值或多值函数 :r = g ( y ), 它就称为函数 

y = f ( x ) 的 反函数 15) . 

考察例题： 


1) 设?/ = #> > 1), 式中 Z 在区间％ = (- oo ,+ oo ) 内变动着 W 的数值充满区 
间 y = (0，+ oo ), 并且与这区间内的每一 W 对应着的，我们已知道[20]， 在％ 内只有 
一个确定的 I = log a y . 在这种场合，反函数是单值的. 

2) 反之，对于函数 y = X 2 ,若: T 在区间 A = (- oo ，+ oo ) 内变动，反函数就是双 

值的： 对应于区间 y = [0，+ oo ) 内的每一数值 y 有 Y 内的两个数值= 土代 
替这种双值函数通常分别地考察两个单值函数$ = 及 : r = -^(双值函数的 

两“支 ”). 仅需假设 z 的变动区域各限于区间 [0, + oc ) 及 (- oo ,0], 则它们都可以当 
作函数 y = x 2 的反函数. 


3) 仿此，若取 y - ch x , 其中 o : 的变动区域仍是区间％ = 


解方程 



2 

求出（在 y > 1时）两数值 



0 


(—00, +00)，则就 


由此 

x = \ n(y zb y / y 2 - 1). 

这仍是双值函数，它分开成两个单值的支，各对应于 x 从0改变至+00以及从- oc 
改变至 0. 

4) 又若7/ = sh x , 则在任何 y 时，由方程 


e 


e 


—x 


2 


y 


或 


e 


2 x 


2，" . e 


0 , 


仅 求出# 的一个数值： 

e x = y + \/y 2 + 1, 


15) 如果函数 / 的反函数是单值的，那么函数本身称为可逆的.通常谈到反函 数时, 无条件地假定 
它是单值的. 
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3为在根号前带有负号的第二数值将是负值.这是不可能的.因此应该弃去.由此 


•T = ln(" + \/y 2 + 1), 

即在这里反函数是单值的. 

注意到，按照函数 y = /&) 的图像很易判断它的反 
函数 ： c =以幻是单值或不是单值.若任何平行于： r 轴的 
直线与这图像最多相交于一个点 ， 就出现第一种情形.反 
之、若这种直线中的某几条可与图像相交于几个点.则反函 
t 就是多值的.在这种情形也很易按照图像划分: T 的变动 
::?间成为几部分、使得每一部分都对应了这函数的一个单 

y 

渲“支”.例如，只要一瞥图4内的拋物线（它是函数 '/y = P 
的图像就清楚地看出它的反函数是双值的，如要得出单 
值“支” .. 只要个别地考察这拋物线的右部及左部（分别对应 
于 z 的正值及负值）就够了①. 

若函数 : r = p ( y ) 是函数 y = f(x) 的反函数.则显然，两函数的图像重合着.然 
而，也可以仍旧用字母 x 表示反函数的变元 ， 即代替函数 = 々0/)而考察 y = g ( x ) . 
若在这时轴仍为水平，而2/轴仍为铅直，则图形必须重作.因为问题只在交换轴 
和^轴所担任的角色，所以最简单的办法是使图内的平面绕第一象限角的分角 
线旋转180°(图 19). 

这样 W = W . X ) 的图像就可作为2/ = / Or ) 的图像关于分角线的镜面反射而得到. 
洌如，根据图13及14立刻看出，它们就是这样的--种由另一种经过反射而得出的 
图像.同样，由于上述的 理由， 很易解释在图11及12内的任一种图像（关于第一象 
限角的平分线）的对称性. 

50. 反三角函数 作为在 48 内已讲述的初等函数的种类的补充，今再考察 

7° 反三角函数： 

y = arc sin x, y = arc cos x, y = arctg x, 
y — arcctg x (y — arc sec x. y = arccsc x). 

首先考察第一个函数.函数 y 二 sin x 在区间％ = (-oo,+oo) 内定义着，并且 
它的函数值充满区间7 二 1] 的全部.平行于 x ‘ 轴的直线若与正弦曲线，即函数 
y = sin x 的图像（图 15) 相交,交点必有无限多个;换言之，与区间[-1山内的?/的 
任一数值对应着的有无限多个: r 的数值.因此其反函数，记为 

x = Arc sin y® ， 

①下面 [83 j 我 们还要回到关于反函数的存在及单值性的问题. 

© 我们在当初 [48,5°] 已着重指出，三角函数的变元 x 表示角的 弧度； ft 然而然地，在这里反三 
角函数的值（若作为角或弧的度量来考察它）也都表示为弧度. 



A" 
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是（无穷）多值的. 

通常仅考察这函数对应于 z 在 — ^及 I 之间变动的 

一〃 支' 与 [-1,1] 内的任一 对应着 d 只有 I 这范围内的 
一个. X 值： 它记成 


x = arc sin y ) 

并称为反正弦函数的 主值. 

把正弦曲线绕第一象限角的分角线翻转（图20)，则得 

多值函数以= Arc sin x 的图像；其主支 y = arc sin x 的图 

像用实线标出.在 o ; 的区间 [-1,1] 内它是单值地被确定着 
的，且满足不等式 


^ arc sin x ^ 

2 


这是主支在其他各支中间的特征. 

回想在初等三角学内，当正弦的数值已知时，怎样用角 

的一个数值表达出角的全部数值，就很易写出给定反正弦 
函数的全部数值的 公式： 


Arc sin x 


arcsm x 



2kir 



0 , ± 1,±2 


或 


Arc sin x — (2k + 1)tt — arc sin x . 

由正弦的加法定理 

sin(a + /?) = sin a • cos (3 + cos a - sin /?， 

可得出反正弦函数的加法定理.就是，设 a ， = arcs in rr , 
0 = arcsin y (其中 x ly 都在 —1 及十 1 之间)；贝 I 、 







sin a 


x. 


sin p 


V\ 



20 


cos a 


— X' cos 


2 





并且根号之前都取 + 号，因为根据反正弦函数的主值的特性, 
及之间，故它们的余弦必为正值.因此， 


a 


角及角都在 


7T 



sin(of + /?) = x \] 1 ~ y 2 + y\/l 


x 


2 




arcsin x + arcsin y 

Arc sm ( xy^I ~ y 2 + y^/l - x 2 ). 


由此 
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arcsin x 


+ arcsin y — arcsin 


(^\A 




但只能在 a ' + /?不超岀区间的场合. 

若变元 x 与扒从而 a 与灼异号，这条件将自动地满足.又在同号的场合，很易 
看岀上述条件相当于 



类似于此的讨论亦可应用于函数 y 


cos X 


CO < X < + oo ). 在这里反函数 


y 




Arc cos x(—l ^ x ^ l) 


也 


曰 



(无穷）多值的（参阅图 15). 要分出它的单值支，可附以条件 


0 ^ arccos x ^ n: 


这是反余弦函数的主支. 

函数 arccos x 与 arcsin x 由显明的关系式 


丌 • 

arccos x ~ — arcsin x 

2 

联系着；实际上，不仅角(吾— arcsin I )的余弦等于 sin(arcsin x ) — x , 且这角本身， 

也包含在0与 7 T 之间 .Arc cos x 的其余的数值可以借其主值按照下面的公式表示出 
来： 

Arc cos x = 2/ c 7 t ± arccos x(k = 0, 土 1， 土 2, ... 

函数 y ~ tg x 对于全部: r 值，除去 ; r = (2 A : + 1) 吾 ( A : = 0, 士1，士2,… ） 的数值以 
外都有意义.在这里^的数值充满区间（-00,十 oo ), 彝且对应于任一 y 仍有无穷多 
个 I 值（参阅图 16). 因此，在区间 (- oo ,+ oo ) 内给定的反函数 : c = Arctg y 是（无 
穷）多值的.在图 2 1 内画着函数 y = Arctg x 的图像，就是把函数 y = tgx 的图像 
绕第一象限角的分角线旋转180°而得出的.反正切函数的主值 arctg x 采用这多值 
函数的能满足不等式 

7 T 7 T 

-^ < arctg x < - 

的数值. 

这样就确定了一个对于所有的 x 都有意义的单值函数，即反正切函数的主支. 
很易证明，反正切函数的其余的数值，可由下式 求得： 


Arctg x 


正切的加法 定理: 


= arctg x + kir(k = 0, 土 1 ，士 2, • * • 


tg(a + (3) 


tg Q- +tg /? 

1-tg a ^tg 0 
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例如，若设 a = a.rctg x , 便有 tg a 


x 


，则 si 


sm a 


tg a 


x 


\ <a< \ 根号前必带有正号；由此，自然地推得 a 


\/1 + tg 


2 


a 


\/l + x 2 
x 


5 


并且因 


arcsm 


n/T 



X 


2 


再讲到函数 Arcctg ^(-oo < z < + oo ); 它的主值，由不等式 


0 < arcctg x < tv 


所确定，这主值与 arctg x 之间存在下面的 关系: 


arcctg x = 


7T 

2 


arctg x 


表示反余切函数的其余数值的公式，形如 


Arcctg x = arcctg x 4- kn{k = 0, 土1，土2, . ■. 


我们不再讨论函数 arc sec x(-oo < x ^- lRl ^ x < + oo ) 及 arccsc x ( 同是那 
两个变动区间)，让读者自己去分析了解罢. 


51. 函数的 叠置. 总结 今将介绍函数叠置的概念 • 以另一变元的函数作为已 

给函数的变兀，便形成函数叠置.例如，叠置函数 sin x 及\芑 y 就得出函数 lg sin 
仿此，又能得岀函数 


V 1 — : r 2 . arctg — 等等. 

x 

一般,假设函数?/ = /(4对于在区域％ = {4 内的$是有意义的，并且它的数 
值全部包含在区域 y =以} 内. 再设函数 z 刚好在区域 y 内是有意义的.则 

常说，变量 2借 y 做媒介而成为 x 的 函数： 


^ = vK/0)). 


依1内已给的％先（按照记号/所表示的规律）求出对应于它的少内的 y 值，再 
(按照记号^所表示的规律）求出对应于这?/值的 z 值; 那么它就是对应于所选的 : r 
而求出的^的数值 • 所得 的函数之函数或复合函数， 就是叠置函数 /( x ) 及(^/)的 
结果. 

函数 /( x ) 的数值不越出函数的定义域 y 的范围之外这个假定是非常要 
紧的，若忽略了它，就会得岀谬论.例如，假设 z = lg %而 y = sin a ;, 我们仅能考虑 
使 sin . x >0 的那些值，因为否则的话，表达式没有意义. 
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我们认为是有益处的，在这里再着重指出：一种函数关系须借复合函数来表出的 
这一特性，并不依赖于这函数关系的本身，而只依赖于表示这关系的方法.例如，设 

2 = ^1 y 2 当 y 在[一 1， 1] 内，而 y = sin x 当 ; r 在 -n 内.则 

z = y \ — sin 2 x = cos x . 

此处 cos x 是以复合函数的形式出现的. 

当完全弄清楚函数叠置的概念以后，我们现在可以准确地说明在分析学内所研 

究的那些函数中的最简单的种类：首先，是前所列举的初等函数1。〜 7 。，其次，便是 
由它们用算术四则运算及有限次数地应用叠置所得的函数.它们可用初等函数的有 

限形式来 表示； 有时它们也一起称为初等函数. 

以后，掌握了更复杂的分析工具（无穷级数，积分)，我们将介绍另一些函数，它 

们在分析内同样担任着重要角色，但是已越出了初等函数的范围. 

§2. 函数的极限 

52. 函数的极限的定义 考察数集 A = {_ x } •若在点 a 的任意近处包 含有％ 中 
异于 a 的 x 值，则点 a 称为这数集的聚点 • 

为着要更准确地表达这定义，我们引入点 a 的邻域的概念：以点 a 为中心的开 
区间 （a — Aa + 0 就称为点 a 的邻域.现在就可以说 ，若在点的任一邻域内包含疋 

中异于 a 的 x 值，则点 a 是数集 A 的聚点. 

在这时，聚点本身可以属于 A 或不 属于％ ■ 

设在区域 A 内给定函数 f ( x ), 且 a 是 A 的聚点.这函数在 x 接近于 a 时的性 
态是值得注意的. 若对于任一数 ^ > 0 能求出数 6 > 0, 只需 |x - a \< 5 , 能使 

f { x ) - A \ < e ⑴ 

(式中的 x 取自 A 内且异于 a ) ①，则称当 a ; 趋向于 a 时（或在 a 点处）函数 /0) 以 
数 / 为极限 .这 一 ^事实记成 

lim f ( x ) = A . ⑶ 

x—^a f 

设 Y 是这样一种区域，仅在 a 的右边任意近处，能找出 A 内的异于 a 的 x 数 
值（在这种场合点 a 称为 Y 的右聚点)，则可以把刚才所给函数的极限的定义特殊 
化，使仅限于 x > a 的数值 • 在这种场合，若函数的极限存在，就称为当$从右边趋 

向于 a 时函数 /( x ) 的极限，或简称（在点 a 处的)右极限，并记成 

lim f ( x ) 或 /(a + 0) ②. 

2^ -—> d+0 

① 就因为 a 是； f 的聚点，所以可以确知,在点 a 的邻域 （ a - c 5 ,a + 5) 内这种 X 的数值一定是存 
在的. 

② 若 a 本身等于0,则代替 0 4-0(0-0) 而简单地写成 +0(-0). 
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类似地可建立概 念:左 聚点，及当 a : 从左边趋向于 a 时函数的极限或（在点 a 处 

的)左 极限： 

lim /( x ) 或 /(a —0). 

x — ^a — 0 

若点 a 同时为 A 的右聚点及左聚点， 则很 易证明 ，极限 （2) 存在的必要而且充 
分的条件为右极限及左极限各自存在而且 相等： 


lim 

: r— 、 a+0 



lim 

x ― —0 



当 . X 趋向于有限极限 ft 时，函数亦可以有无穷极限（不带符号或有确定符号乂 

就是， 若对于任一数 E > 0,能求出数 (5 > 只需 b A 便能使 

f (工）> E ( f ( x ) < - E ) (3) 


(式中的 x ‘，如经常 一样， 是取自 Y 内的异于 a 的数):则 称当 a : 趋向于 a 时 （或 在点 

a 处）函数 /(； r ) 以 + dc (— oc ) 为极限. 

这些事实的记法 ； 类似于 （2): 



对于现在这个情形亦可以仿照前面定义右边及左边的单侧极限时的做法. 

若数集 Af = { z } 包含（绝对值）任意大的正（负）值 x ， 则称十 oo (- oo ) 是； ^的 
聚点. 

在此假定下， 若对于不论怎样的数 £ > 0 恒有数 △ > 0 存在， 只需 X > A(x < 
- A ). 便能使 


/㈤ - ^ < C 


⑷ 


(式中的 : r 取自 Y 内)，则 称当1趋向于 +00(-00) 


时函数 f ( x ) 有极限儿 并 写成: 


lim f ( x ) = A . (5) 

X — ^ DC 
(X— — OC) 

最后，易于改述上列定义，使适用于4 = + oo 或 - oc 的场合. 

所有这些定义的本质是同一件 东西： 函数 f ( x ) 可任意地“接近”于其极限乂，只 
需自变量 X 充分地“接近”于它自己的极限 a . 但变量“接近’’于有限极限的意思是 
指，他们之间的差（的绝对值）很 微小； 而它“接近”于无穷极限的意思是指，它本身 
(的绝对值）是很巨大，且当讲及确定符号的无穷时，极限的符号仍保持着. 

很明显地，数 ^( A ) 在一切场合都依赖于 s ( F ), 

最后注意，当函数 /㈤ 趋向于0时，它称为无 穷小； 若 /( x ) 趋向于00,它就称 
为无 穷大. 若后一情况发生于 .x — a 时，则亦称在点 a 处函数成为无穷大. 
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53. 变成整序变量的情形 若将整序变量视为在自然数序范围内变动着的自变 
量 n 的函数，则当 n — do 时这函数的极限，有如在52内所定义的，显然与23及 
27内所定义的整序变量的极限 （△ 的角色在那里由 7 V 担任）相一致.这样， 整序变 

量的极限是函数的极限的特殊情形. 

而且，反之.在某些意义上，函数的极限可归结于整序变量的极限. 

设数集 Y 有聚点可以是有限的数，也可以是不同符号无穷).则由 Y 

内可以（用无数种方法）取出以 a 为极限的的（异于 a 的）序列 

xi,x 2 , * ■ * ，&，••.- ( 6 ) 

事实上，若 a 是有限的，则在给定一趋于零的整序变 M 以后 ， 在点 a 的任 

一邻域 ( o ,- S n) a + S n )(n = 1,2, 3, …）内必能求出 A 中的异于 a 的点: c 因 

| x n . 一 a | <心，故 x n — a .当 a 为无穷时，就给定一整序变量 — + 00 ,且对于任 
一 求出％ 中的一数值 x =〜，使|;| > A n ; 显然，有 x n 00 等等. 

与变元的序列 （6) 对应着的是函数的序列 

f ( xi ) J '( x 2 )r - ，/⑹，…' ⑺ 

很易看出， 在等式 （2) 成立时这序列恒收敛于 左且以 a 及乂 均为有限的情形 

作为示例. 

若给定任意数^ > 0,则首先根据极限定义 （2), 能取出与它对应的数6 > 0.由 
于序列 （6) 收敛于&所以根据数&必能求出 [23] 序号 JV ， 使 n > N 时能成立不等 
式 | x n — a | < 5,因此[参阅⑴]，又有 \ f ( x n ) ~ A \< e . 由此亦就证明了序列⑺收 

敛于人 

这定理的逆亦是真 实的： 

今假设自变量 z 依着以 a 为极限的任意序列 （6)( 由 AT 内取出的）递变时，与它 
对应的函数值的序列 （7) 恒有极限 A 则这数 A 就是 52 所定义的函数 f ( x ) 的极 

限. 


我们在这里仍限于 a 及 A 均为有限数的情形.试由反面推论， 假定乂 并非函数 
的极限.那时对于某些数 e > 0,就没有对应的5 存在； 即不论取怎样小的\至少能 
求出变数的一个数值 X = 异于 (2), 虽然 

|工 / -刎<么但仍有|/(工 / )—乂|>巳 

取一趋于零的正数{心}的序列.根据刚才所说的，对于任一数6 =心恒能找 
出数值：2/ = ^4,虽然 


x f n — a < 6 n , 但仍有|/«) — ^4 > 


f M 
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于是这些数值便组成某一序列 



对于它们恒有 

- a \< S n ( n = 1,2,…）; 

因—^ 0，故 一 > a . 

依定理的假定，对应的函数的序列 


/«)，/«)，…，/«)， 

应趋于 A ， 但这是不可能的，因对于一切的 n = 1,2, … 恒有|/«) - A \^ e . 所得 
的矛盾就证明了我们的命题. 

这样，我们在实质上已得出函数的极限概念的第二定义，它在52内是用 
的语言”表达着的.现在我们又可以用“序列的语言”表达它， 即把等式 （2) 的意义 

理 解为： 对于任何以 a 为极限的序列 （6)， 对应的序列 （7) 常有极限 A 

末了，我们注意到, 只需假定对应于任何收敛于 a 的序列 （6), 序列⑺的极限常 
存在， 就足以推得一切这些极限是重合的 .事实上，假定对于趋于 a 的两个序列 


X 



X 


/ 

2 



及 


x! , X 


n 

2 


. X 


n 

n 



有 

f( x ， n) — A f 及 f (O 一 A " ， 

此处 W / A 〃. 则把两序列的各项相间着以组成新序列： 

////// / // 

X] ， X-y ) 工 2 ， ^2 * * ' * ■ 5 工 n) • ) 

它显然是趋向于 a 的，因为对于充分大的 n ，4 及 < 都与 a 相差任意小.而同时对^ 
应的函数的序列： 

f (x[) , f (x'l) , f (x f 2 ) J (x f 2 ) r - ,/00 ， /00 ,…， 

则违反假定，根本没有极限，因为它的奇数项或偶数项所组成的部分序列，各趋向于 
不同的极限 [40]. 所得的矛盾，就证明形式如⑺的序列，事实上始终趋向于同一的 
极限. 

54 . 例题 1 ) 证明 

lira a x = +oo (a > 1). 

X — + CO 

对于任何 E>0, 只要取 △ = log a E , 就可由 

x > A 导出 a x > E ) 
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这就证明了我们的命题® 

仿此可证明 


lim a 


0 (a > 1) 


即不论 e >0( e < 1) 怎样小，若取 A = l 0ga 土 = - log a e ，则 

在 : r < — A 时必有^ < e . 


又若0 < a < 1，则用变换式 a 


a 


很易建立结果 


lim a 


0, lim a 



十 oo (0 < a < 1) 


2) 证明 


在 


a 


> 1 时 


lim \ og a x = + oo 5 

—+ CO 


lim log ,, x 
—+o a 


oo 


对于任何给定的 E >0, 只需 x>a 


E 


就有 \ og a x > E , 因而仿此，只需 0 < rr < 就成 


立不等式 ： lo gn a : < - R 由此就证明了那两个关系式. 


3) 我们再证 


lim arctgx = lim arctgx =—— 

— >4-co 2 x ► — co 2 


且讨论第 一' 个极限作为例子.对于任何 e > 0,取; r > tg (I - ^ , 就可使 arctga ; > - - e , 于是 


7T 


0 < — — arctgx < e . 


4) 关系式: 


lim — = + oc(a > 1) 

—+oo X 


是更细致的例子. 

回忆我们早已经遇见过它的 特例: 


lim — 

^^ -f-cx) TI 


+ 00 


32.9)1; 显然，同时又有 


a 


71 


lim - 

4 + 00 71+1 



因此.根据给定的 E >0 能求出 自然数 iV ， 使在 n > iV 时， 成立不等式 


a 


n + 1 


> E 


今设 x > N -\- 1; 若假定 n 


■ EOr ), 则 


n > N 又 n(x < n + l , 


①我们在 27 内已经得岀较为特殊的结果 


lim a 


+oo (a > 1). 
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于是 


X 


n 


a > ^― > E , 


x 


n 



这就证明了命题 


由此，也如在 [32,9)] 内那样，很易求得 


lim 


a 


X 


+ oo X 


k 


+oo (a > l,k > 0) 


5) 类似地，根据以前的结果 [32,11] 


lim ^=0 ( a > l ), 

+ oc 71 


般可以建立 


lim ^=0 


+oo 


X 


(> > 1)， 


式中: r 是任何正的实数, 


把这里的: c 换成 x k ( k >0), 容易证明， 


lim =0 ( a > l , k >0) 


+ oo X 


k 


事实上，若对任意给定的 e > 0,取这样的 △, 使当 x > △ 时已能满足不等式 


^Og a X 


< ke . 


X 


则在 X > Ai = 时就有> △，因而 


log ， 


X 


k 


< £ 


若把这里的繼含，则已得的结果可以改写成 


lim x k log a x 
+o 



(a > l,k > 0) 


6) 由 25,5) 内已证明的极限关系 


lim a 

+ CO 


可以得出更普遍的极限关系 


lim a 

->o 



注意到，显然有 


lim a 

+ CO 


lim 


+ 00 


a 


因此 ； 不论 e > 0 怎样，可以求出自然数 no , 使（若 fl . > 1) 


I 


1 — £ < a n o < a n o <1 十 e 


今若 


x 


< 


n 0 


或 


1 


no 


< x < 


no 
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则 


a < a < a 


由此 


1 — £ <C C 1 X < 1 S 或 


a 


1 | < 


这就证明 / 前述的命题. 

7) 现在我们将建立下面的（对于以后也是很重要的）结果 


smx 


lim —— 

x^O X 


但是首先我们必须证明下列有用的不等式: 


⑻ 


sin x < x < tgx 



<x < 


丌 



为这目的，我们考察在半径为只的圆内的锐角 ^aob 
弦 AB 及切圆于点 A 的切线(图 22). 则有： 




⑼ 


c 


的面积 < 扇形 AOB 的面积< △乂 OC 的面积①. 


若用: r 表示角 ZAOB 的弧度，于是弧: S 的长就可 
用/^来表示，而这些不等式就可以改写成： 


B 


R 


O 


A 


-R^sinx<-R^x<^R^t g x. 


由此约去 I 尺 2 


就得出不等式⑼. 


sm x . 


在假定0 < 
、则得： 


由此 


但 


[根据 （9)]. 于是 


由此推得不等式 



< ^之下，用不等式 


(9) 的各项去除 


sm,x 

> -> COSX. 

X 


sm x H 

0 < 1-< 1 — cos x 

X 


COSX 


2 sin 


x 


x 



< 2 sin - < x 



smx 

0^1 -- < x * 

x 


smx 


x 


x 


图22 


①在这里我们应用中学教程内已知的关于初等几何图形的面积方面的知识 



显然，在改变 a ; 的符号时，上式仍旧是正确的，就是说，对于一切^ / 0,只需|工| < f 
这不等式总成立. 

所得的不等式就证明了 （8) 式.事实上，对于任意给定的数 e > 0,只需选取 
数£及：中的最小者作为〗就已足够了：在 | x | < 6时，首先，这不等式是可用的 


2 


/n-i .. 冗 


,而用了它 ( S ^ c ), 就得到 


smx 


x 


< C 


依函数极限的定义[52]，这就表示，函数 
是关系式 （8) 就被证实了. 


smx 


X 


在 z 趋向于0时以1为极限.于 


smx 


7 a ) 极限关系式 （8) 根据 53 可以理解为：只需 2 依收敛于零的序列 { x n } 而递变，整序变量 
•-终是趋于 1. 


X 


今试应用这事实来求整序变量的极限 


U ) ifi 

lim cos — - cos —r 

t—oo 2 2 2 


cos 


^ p _ 
2 n ， 


式中 w 是任何异于 o 的数 

显然， 


sm (p 


2 cos — * sin —= 

2 2 

2 n cos ? * cos — 


2 


2 2 


于是那个很有趣的式子的形状就表示为 


sm Lp 


2 n * sin 




o U) (p . (f 

2 cos - ^ cos ^ - sm — 

^ ^ 

. cos — * sm —, 

2 71 2 n 




snup 


2 


n 


sin^ 

2 n 


因为 x 




2 


0. 故依上述的命题 


sin 






lim 


2 




2 


■ 

于是本题内整序变量的极限就等于数 


8) 现在我们再研究一个十分^要的极限.就是，在 36 内曾定义数 e 作为整序变 


量的极限: 


e 


lim 

n—+ oo 


+ 


n 


( 10 ) 


今我们要建立更普遍的结果: 


lim 


1 + - 


二 e 


+ 00 


X 


(11) 
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及同样 


lim 


1 + - 


= e. 


CO 


X 


(11 a ) 


这次我们要应用借“序列的语言”来表达的极限的第 
首先，要记起，与 （10) 同时也成立下面的等式 


个定义了丨 53 j 


nk 


lim f 1 + 




nk 


= e. 



只要 { n k } 是自然数的任意序列，随标号 A 




起增大以至无穷 [40]. 


n k 


今设 X 依任何趋向于 +oo 的序列 { x k } 而递变；并且可以当作 

E { x k ), 于是 


切: T/c > 1.令 


rik < Xk < n/c + 1 


又 


n k 


~hc>0. 


因为这时 




所以 


rtk 




1 + 


nkr^l 


Tbk 1 


< 


+ 




Xk 


< 1 + 




nk 


两个靠边的式子可以改 写成: 




^ k 




+ 1 


n k 




n k + 1 


rtk 

n k 



+ 




nk 


1 + 




几 k 


1 + 




n k 


并且根据 (12), 


nk 


1 + 


n k 


e ， 同样地有 


打 fc + 1 



叫 + 


同时，显然地， 


1 + 


— > 


Tik 


1， 


1 + ^TT — 1; 


这样，上述的两式都趋于公共的极限 e , 所以夹在他们中间的式子也应趋于 e [依28 


定理3°1: 


工 k 


lim [ 1 + 




Xk 


= e. 


由此，关系式 （ ii ) 内的第一式已经在“序列的语言”下获得证明. 
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为了再要证明 (11 a ), 可以假定序列以 -oo 为极限（并且可以当作一切 

' < _ 1).右令 . Z_k = 1/ C ， 则 y/c — +00( 又一^切说 > 1). 显然， 

\ Xf ^ 


31为，依前面所证明的，最后一式的第一因式趋向于 e ， 第二因式显然以1为 极限， 所 
以在左边的式子也应趋于故公式 (11 a ) 已完全证实. 

今把表达式内的变量: c 换成丄；若 a 是趋向于 0( 但不等于 0) 的序 
列中的一值，则 x =- 将趋向于土 oo . 因此，公式 （11) 和 (11 a ) 可以改写成 



e = lim (1 十 a ) 孑. 

a— 0 


(13) 


这一值得注意的结果是数 e 的一切应用上的基础. 

9) 最后，举一■个涵数的极限并不存在的例题也是很有趣的.函数 sinx 在工 趋向于 + oo (- oo ) 
时就全然没有极限. 

站在“序列的观点”上来说明极限的不存在最为简单.只要注意 x 值的两个序列 


{ 


2 n - ] 7 r 

2 


} 


及 


{( 


2 n + 2 j n 


} 


(n 


1 , 2 , 


■ ■ 


都以 + oo 为极限，而与它们对应的函数值的序列却趋于两个相异的 极限: 


sin ( 2 n 


4 ) 


7T 


一 1 — -L 


sin \ 2 n + - j 7r 


(又可以改用这样的 说法： 若取以 + oo 为极限的: r 值的序列 


n ^2 r 


n = 1，2,…）, 


则与它对应的函数值的序列: 


Sin ( n+ 2 ) ^ = ( _1 ) n (n = l,2 r --) 

就全然没有极限 

若回想起正弦曲线的“振动”的特性，则在所考察的情形极限并不存在是很明 显的. 

类似地，函数 sin 丄在 a (从右或从左）趋向于0时极限并不存在.实际上，这仅是前述例题 

的另一形式：只需在函数 sinz 内把0；换成丄就是.显然，若 a 依从右（从左）接近于0的序列 

a 

递变，则: r = 1就趋向于十 00(—00). 反之亦真. 

a 

在表达式 sin 丄 内， 将字母 a 仍旧写成字母 . t (使变成惯用的横标的记号），并考察当: r 的数 
值在由0至三（及由一三至 0) 的范围内时函数 

7T 7T 

y — sin — (x / 0) 

, x 
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的图像. 


i 己下依次减小到0的 rr 数值: 


2 1 2 


2 


2 


2 


7 T 7 T 3 TC 2 lT 57 T 37 T ^ 7 lT 


(2 n — l )7 r ^ nn ' (2 n 十 l )7 r 


与它们对应的是增大至无穷大的土数值: 

X 


7 T 


一 7 T — 
2…2 


37T 07T 7tT 

， 2tt ， 八， 


2 




(2 n — l )7 f (2 n + 1 )tt 

—— ， n7r, —— 


2 


0 


在上述 （ 

小至-1，然后又由 


x 减小时）各相邻数值之间的诸区间内，函数 sin -更迭地由 

0C 


减小至0,再由0减 


增大至0,再由0增大至1，等等. 


这样，函数 sin - ，类似于函数 sinx . 就有着无数次的振动，但 sin 工的振动散布于无穷区间， 

X 


而此处 sin 土 的振动却见于有限区间中，且凝聚于 a 

在图2!内画着它的图像(自然是很不完全的,要画出无数次的振动是不可能的! 
x 的符号改变时 sin - 的符号亦必改变，所以图像的左半部与右半部关于原点是对称的 . 

X 


因为当 



10) 若考察函数 xsin i (在 x # 0时)，它与刚才研究过的函数 sin - 
这次在 X -.0 时就有极限 f 在了： x 


这事实由不等式 
就可以立刻明白. 


lim x * sin — = 0, 

x — 0 X 


x - sin — < x 

x 


仅相差一个乘数: r ， 贝 ij 


在 x 接近于0时，我们的函数仍旧发生无数次的振动，但它们的振幅（由于乘数4渐渐减 


小而趋于 CK 由此就保证了极限的存在. 


函数 

. 1 

y = x • sm — 

• X 

的图像画在图24 内： 它包藏在两条坐标角的分角线 w = x 与 y = -0： 之间①. 

①在图 23 及 24 内，为着要比较明晰地表示出无数次振动这一事实，不得不在 z 轴上取较大的 
尺度，因此也就造成了函数的准确图像失真. 
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附注 


我们已有-系列的极限 


lim 

X—►() 


sin.x 

X 



lim (1 + x)i = e ， 

x ― ^0 


lim x sin — = 0, 

x 0 X 


具有一种共同的特性：即此处所考察的诸函数中没有一个函数在 x = 0 时是有定义的.但这并不 
影 响我们说及当 x ^ 0 时它们的极限的存在，因为，依照 52 中所给定义的准确意义，刚好数值 
二0是不被考察的. 

类似地，函数 sin i 在: r = 0时并无意义的事实并不影响我们提出当 x ^ 0时它的极限的 
存在问题；但现在极限并不存在. 


55. 极限理论的拓广 在第一章内 （§1 和 §2) 所阐明的适合于整序变量的极限 

理论,应如何拓广之使适合于这里所考察的任意函数的一般场合,这一问题是自然会 
提出来的. 

这存在着两条路径 ♦. 

I . 首先，可以把以前所叙述过的论断改写一下.我们现在就对26内的命题1° 
实际地试行一下作为例子. 

考察在某一以 a ①为聚点的区域； f 内所定义的函数 f ( x ). 

1° 若当 a ; 趋于 a 时函数 f ( x ) 有一有限的极限 A 而乂 > < g )， 则当 z 的 

值充分接近于 a (异于 a ,) 时函数本身也就满足不等式 


/⑷ >P ( f ( x ) < q )^ (14) 

选取正数 c < - p(q - A ), 就有 

A - a > p e < q ). 

但依极限定义，对于这 e 必能求出&只需 | x - a | < %其中 z 取自 Y 内且异于 a ), 

r 、一 /_ ■ 

就有 

A — £ < j { x ) + 


①数可以是 无穷； 但我们为着确定起见，且限于 a 为有限的场合, 



-104 • 


第二章一元函数 


[ 55 ] 


对于这些, X 值，当然 （14) 式也能成立. 

读者当已看到.在证明时并不需引入任何新的观念. 

由此又可以直接证实 26 内的命题2。，3。及5。.例如，在1。内命 ^ = 0(^ = 0), 

就得 

2°若在 ; r — a 时函数 f ( x ) 有一有限的正（负）极限，则函数本身也必为正 
(负） . 至少.对于充分接近于 a 但异于 a 的的数值是如此. 

类似于4°的命题亦必真实 ; 但表示为更狭义的形式. 

4 °若在 x — a 时函数 f ( x ) 有一有限的极限，则对于充分接近于 a 的 x 的数 
值函数是有界的： 

(ikT = 常数 ， |x — a | <外 

回想起有一有限极限的整序变量最初也仅在 n > N 时才得出不等式卜 n | < 

' 但因整序变量的数值仅只有限个數不能满足这不等式，故在有需要的时候也不 
难增大7\/八使一切〜都能满足这不等式.但在函数的情形， 一 般说这是办不到的， 
因为使 |/( x )| > 的工 的数值可以是无穷集.例如，函数/(⑷= i (a: > 0) 在： ^ i 

. X 

时趋于1;显然，若 I.T _ 1| < ^则/( X ) < 2 ,然而对于工的一切被考察的数值，函数 
f(x) 却不是有界的. 

II * 在叙述别的定理以前，我们首先应该约定，若在那些定理内变量是用等式、 

不等式或算术运算等符号联系的，则两个或几个（在同一区域 Y 内所定义的）函数 

f ( x ). g ( x ) r - 用这种符号连接起来时，我们总把它们的数值了解为对应于同一个 .x 
的数值. 

所有这些定理都可以用类似的方法重新证明，但需着重指出，实际上没有必要 
去 一一 证明它们.若站在“序列的观点”上来谈函数的极限，则既然对于序列定理已 

被证明，那么对于函数它们也是正确的. 

姑且讨论30内的定理1。，2。,3。，作为例子： 

设在区域 A (有聚点 a ) 内给定两函数 /( x ) 及 , g (: c )， 在 r 趋于 a 时有有限极限 


lim./ ㈤ 


A 


lim g( 



B. 


则函数 


/( 





/(•]:: 


g (^) 


M 

咖） ’ 


也有有限极限（在商的情形须假定 B 州 、就是 



Z 士 R A-B. 

y • 


A 

B 


用“序列的语言”译述上述的两个关系式 5 就成 为:若 是；^内的任意序列， 
有极限为 a ， 则 


f(x n ) A, g(x n ) — B. 



56 i 


§2. 函数的极限 


• 105 ‘ 


W 把已经证明的定理应用于这两个整序变量，则立即得出 

lim[.,(x. n ) 土 g(x n )} = A± B, l\m f (x n ) g (x n ) = 乂 • lim ^7^- -= 4' 

gv ^ n ) B 

1 这正就（用“序列的语言”)表达着上面所要证明的东西 

在 31 内所讲的关于“不定式”也都同样地自动转移到我们现在所考察的一般情 
3来了.它们用约定的记号 





OC 


OC 


0 • OC. OC — OC 

■ 

I 


夹表示.如同我们在自然数变量函数的简单情形一样.这里为了要“确定不定式”，仅 
R 知道函数/(4及 〆X )的极限还是不够的，必须计及这些函数的变动的规律. 

读者很容易检查出.在前一目的例 4) . 5) 内我们已遇见过不定式，其型如=及 

oo 

■ 00,而在例 7) 内遇见过不定式其型如^在下一目内我们将再引入一些例题，并 
空用极限论的最简单的定理. 

在第四章的 §4 我们还要回到这个问题来，在那里，我们应用微分学给出了确定 
不定式的一般方法. 


56. 例题 1) 把32的例 1) 及 2) 普遍化，我们研究多项式 

p(x) = aox k + aix k " 1 + …+ ak-ix -f 


节后再研究两个多项式的商 

p{x) _ apx k + aix k ~ 1 十 ■ • • + anx + ak 
q(x) box 1 + bix 1 一 1 丄…十 bi—]x - “ bi 


在: r — 土 00 的性态. 

经变形 

很易确定 



lim p(x) = 士 oc 

X ― ► 士 OC 



j 牛且极限的符号可以这样确定：当 / c 为偶数时它仅由 ao 的符号来决定，当 A ; 为奇数时除 ao 以 

外还要看工 的符焉 . 

2) 类似于此，我们可求出 


lim 宇^士。 0 ，芒， 0( 苎）， 

CC 一 ±oc q(x) Oo V OC / 

按照 k > = 极限的符号（在第二种情形）依 ao 及 h 的符号而确定，但在 H 为 

奇数时还须依: r 的符号而确定. 

_ ©在商的情形可以注意到（类似于在论及整序变量时我们曾做过的那样).在 a : 充分接近于 a 时 
分母/ 0,于是分式^就有了意义，至少在 x 的这些数值时是如此. 


06 


6±r - zdd 

第一早 


元函数 


3) 今将证明对于任意的正有理指数 r 有公式 


lim 

x 一 +0 


(1 


x) r — 1 


T 


① 


X 


0 

0 


从指数为自 然数: 


: r 


n 这种最简单的情形开始.依牛顿二项定理 


(1 



X ) 


X 


n(n — 1) 9 
nx H ---+ 

丄 fc 2 


» ■ « 


+ x 


n 


X 


n(n — 1) 

n + 1*2 — X + 




+ x 


因为; 


X 


0 时最后一式的一切项，除第一'项外，都趋于 0， W 此实际上就成为 


lim 


(1 


x ) 


x 


a 



今令 r 二土(式中 m 是自然数），并考察式子 

m 


m 


l ^ fx - 1 


X 


假定 


7>l 


1 X — 


y 、 由此 ^ 




因为（当作 |: r | < 1) 


x < 


1 + x < 1 


x ], 所以 lim 

x— ^0 


X 


于是，随同着 2 C 


0 亦有 y 


a 则依前面的情形， 


m 


lim 

x-^O 


1 + x — 


lim 


y 


X 


o (1 + ? y ) 


m 


m 


最后，要证明一^般的情形 r 


n 



，仍引用辅助变数 y : 


(1 +X)m - 1 


X 


(l + y) n -1 


(l + y) m - 1 


( l +2/) n - 


y 


(1 


y_ 

y ) 


rn 


由此 


lim 

x-^0 


(i 


X 


X 


n 


m 


4) 求极限 


771 


1 + X — 1 — 


X 


lim 

X —— ^0 



X 


仍用同样的代换式 


m 


1 + x — 


y ) 则被考察的式子变为 




[(l +y )m__ 1 ]2 


m — 1 


r + 


A m h 


m 2 y 2 — 


m — 1 
2 

m 2 + 



由此，立刻明白，所求的极限等于 


m 


2 m 2 


® 在下面177, 5) ( b ) 丨它将被普遍地推广到任意的实指数的场合 


57 

■ 
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5) 极限 [54 J )] 


经常被应用着去求其他的极限 . 


lim 

x-■* ^0 


sin ^ 

x 



( a ) 


显然 


lim 

: r — 0 


1 — cos X 1 

x 2 2 


1 — cos a ; 
x 


2 sin 2 

X 2 


x 


2 _ 1 
— 2 


3 为括弧内的式子趋于1，所以总的极限就是 i . 

⑹ 


lim 

x—^0 


tgx — sin x 
x 


在这里用变形法很容易导向上面讨论过的 极限: 



2 




tgx - sin a ; _ 1 sin x 1 — cos x 

X 3 COS XX X 2 

只需注意当 x — 0 时 cosx ^ l , 则由上面 （ a ) 的结果便自然能推得本式的结果了. 

(b) 


4这里换成变量 a 


X 


lim (sec a ; — tgx ) 

7 T - 


7 T 


- I 将更为便利；显然 



= 0(oc — oo). 

z — 吾时 a — 0 . 我们就有 


1 — cos a 

secx — tgx = esc a — ctga = - : - 

sin a 


1 — cos a a 

- ^ - • -—— • a — ^ O . 

sm a 


57. 单调函数的极限 关于函数极限 


lim f ( x ) 

x—^a 

的存在问题，对于某种特殊类型的函数，即由单调整序变量 [34] 这概念拓广而得到 
的函数，其解决特别简单. 

设函数/( ㈨ 定义在某一区域 ； f = { a :} 内.若对于这区域内的任意一对数值^ 
与乂，由： r ’ > : r 能推得 


fi x> ) > /(>)[/( 〆 ）< /(>)], 

则/ ㈤ 称为在区域内的 增函数（减函数）. 又若由 V > z 只能推得 

/(^) ^ /0)[/0’）< /(>)], 

则/⑷称为不 减函数 （不 增函数). 在这种场合，有时也称 /( X )是广义增函数（减函 
数），这样比较便利些. 

一切这种类型的函数总称 为单调函数. 对于单调函数有一个重要的定理，它完 
全类似于在34内曾经建立的关于单调整序变量的定理. 
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p 

58 

■ 


冬 



定理 设函数 f ( x ) 在区域允内单调地增大，即使是广义的也可以.区域％以 


大苄一切 

有界： 



值的数 a (它可以是有限的数，或等于 + OC ) 作为聚点.若在这时函数上 




)^M 


(对于义内的一切 a ;) 


则当 


X - > CL 


时函数有 


有限的 极限； 在与此相反的场合，它趋向于 +0 O . 


证明 首先假定函数/(4上有界，即当 . T 在区域 Y 内变动时函数值所成的集 
{/(.X)} 是上有界的.则这数集必有一有限的上确界 .4 存在 [11]. 今将证明这数 A 
就是所求的极限. 


给定一任意数 £ > 0, 依上确界的性质，必能求出数值 o / < a ，使 f ( x ’) > A - e . 
由于函数的单调性，则当: r > /时当然更有： f ( x ) >』 - 另一方面，因为永远有 
f ( x ) ^ A<A + e , 故对满足上述条件的 t 显然成立不等式 


f ( x ) — A \ < 6^ 

这就证明了本命题，只需在有限的 a 时假定 X ’ = a — <5( 即 S = a — x f ), 而在 a = +oc 
时取 A = 

若函数 /( x ) 不是上有界，则不论 E 是怎样的数：必能求出: r 7 使 f ( x ’) > 而 
当 .T > 0/时当然更有/( X ) > E 了， 余类推， 

建议读者重述这一定理，使适用于当极限值 a 小于0：的一切数值的场合，以及 
对于单调减函数的场合. 

很易看出，34内关于单调整序变量的定理只是这一定理的特殊情形.在那里标 
号 n 就是自变量，而带有聚点 + oo 的自然数序列就是它的变动区域. 

以后经常遇到的函数 f ( x ) 的定 义域义 是整个区间其中 Y < a 而 a 可 
以是有限的数或 + OC ， 或是区间 （ aY ]， 其中 Y > a 而 a 可以是有限的数或 -0 O . 

58. 布尔查诺-柯西 的一般 判定法今转而考察一般的情形.考察在以 a 为聚 
点的区域义二内给定的函数 f ( x ). 如同在整序变量的场合 [39] —样，现在可 
以建立当 x 趋于 a . 时函数有一有限极限值存在的判定法了.对于有限的 a 及对于 

的场合 • 我们平行地叙述这一定理. 


定理 函数/0)当： r 趋向于 a 时有一有限极限的必要而且充分的条 件是， 对 
于任一数£ > 0必存在着^ > 0 (A > 0), 只需 



x — a | < (5 (x > A , x / > A ). 


就能成立不等式 
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证明 我们在 a 是有限数的假定下进行证明. 
必要性 设存在着有限极限 


lim f ( x ) — A . 

x — > a 

划依给定的 6 > 0 必能求出5 > 0,只需 \x - a \ < 5,就有 

x ) — A < 

} 2 



又设卜/ - < 5，于是又有 

I 乂-肩 〈吾. 

由此，假定同时有 |:r - a | < 5及 K - a|l < 5,就得 

/ ㈤ - /( 工 ')1 = |[/(工) - A ] + - f ( x )] \ < \ f ( x ) - A | + - / ty)i < & 

充分性 可以应用完全类似于在整序变量的场合 [39] 所曾应用的那种论断.然 
而更简单的方法是不去重复这些论断，而直接把问题引向前已考察过的情形.给我 
们打开这条道路的是用“序列的语言”表达的函数极限的第二定义 [53]. 

因此 ， 设在定理内所叙述的条件已经满足，又依任意取的 e > 0能确定对应的 

(5 > 0 ‘ 

若 {〜} 是；^中 x 的任意收敛于 a 的序列，则依序列的极限的定义，必能求出 
序号 TV , 当 n > TV 时能使 | x n - a | < &与 n 同时又取另一序号> iV , 于是同时有 

x n — a \ < 6 及 \ x n , — a \ < S . 


根据5的选法，应有 

/On) — /(X n /)| < 

因此,只要序号 n 及 Y 同时 > 7 V ， 这不等式就能成立.这就表示整序变量 f ( x n )(n 

满足39中的条件，因而序列 

/Oi) ， / ㈣ ， … 5 /O n ) ，… 


有一有限极限. 

在53内（参阅该目末尾的附注）我们曾看到，由此已足证明不论怎样选取收敛 
于 a 的序列 { x n }, 序列 f ( x n ) 总趋于同一的极限；这极限也就是函数的极限，它的 
存在即是我们要证明的. 

(上述条件的充分性亦很容易从布尔查诺-魏尔斯特拉斯定理内导出，证法与 
在41末尾对于整序变量的证法相似 .） 
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59. 函数的上极限及下极限 当: r 趋近于 a 吋即使函数 f ( x ) 并无确定的极限存在，但是 
对于特定的序列 — a 极限 

lim f ( x n ) 

n — ^ + 00 

仍可以 存在； 把它称为函数 的部分极限. 

例如，函数 sin a ; 在 x — 土 oo 时（或 sin i 在 x — 0时）其部分极限就充满于由 - 1至+1 
的整个区间中. X 

在函数的部分极限中恒能求出最大的与最小的，称为它的上极限与下极限，并记成 

lim / ㈤ 及 Hm f ( x ). 

x a ' x^a 

函数有确定极限（依通常的意义）存在的必要而且充分的条件是：上极限与下极限相等. 

我们仅限于叙述这定理，不再进行证明.若要证明它，只需依 42 内的次序进行好了. 


§3. 无穷小及无穷大的分阶 

60. 无穷小的比较 假定在作某种研究时须同时考察一系列的无穷小量: 



一般地说来，它们是同一变量 x ( 譬如说）的函数.而, x 是趋于有限极限或无穷极限 a 
的变量. 

在很多场合，按照它们接近于零的方式而将这些都称为无穷小的量加以比较是 
很有趣的.二无穷小 a 及 (3 的比较以其比式的性态为基础®.为此，引进下列两个 
定义： 

I . 若比式2 ( 兰亦一样)有一异于零的有限极限，则无 5 T 小 a ' 与，/3称为是同 

a\fj J 

阶的. 

II . 若比式②趋于无穷小(相反地，比式兰趋向于 ooY 则无穷小3称为是比 a 

a \ [5 J 

高阶的无穷小，同时无穷小 a 就是比低阶的无穷小. 

例如，若 a 二 ： r — 0,贝 IJ 

sin:r ， tgx，Vl + x — 1 

与这一无穷小相比较都是与它同阶的无穷小，因为，我们已知道 [54,7);56,3)] 


lim 



sin x 
x 



lim 



l 

X 



反之，无穷小 

_ X 

T \J 1 x — 1 — —， 1 一 cos x ^ tgx — sin x 

m 

显然是比 X 高阶的无穷小[ 56 , 4 ); 5 ㈤ 及⑹]. 

® 我们将假定用作除数的变量不等于零,至少当0；的数值充分接近于 a 时是如此. 
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当然也可能有二无穷小的比式并不趋向于任何极限的情形；例如，若取[参阅 54,9),10)] 


a — x , (5 = x sin — 5 

X 


.它们的比式等于 sin i , s x ^ O 时并无 极限； 在这种情形则说，这二无穷小不能比较. 

注意，若无穷小^是比无穷小 a 更高阶的.则这一事实就 写成： 

,3 — o(a). 


: m 可以写 


1 — cos x = o ( a :). tgx 


sm x 


0 ( x )， 等等. 


Z 样， o ( a ) 就可作为比 a 更高阶的无穷小的普遍记号.我们以后就要应用这种方便 
记法. 


61 . 无穷小的尺度 有时为了要更精确地比较无穷小的性态 ； 需要用数字来表 
:>5它们的阶.在这种情形，首先在所研究的无穷小内选出 一 个（就说是 Q ；) 作为 一 种 

’，把它称为 基本无穷小. 当然基本无穷小的选取在某种程度内是任意的，但通 


..标准”， 

常总取最简单的.例如 ； 假定被考察的量都是2；的函数，而它们当: r 趋向于 a 时成 
为无穷小,那么根据 a 是零，是异于零的有限数或是无穷大，自然地，就依次选取 


x , x 


a 'x 


作为基本无穷小. 

其次，再由基本无穷小 a (我们认作 a > 0) 的各种正指 数幂 〆 来组成一尺度， 
去评较性质上更为复杂的无穷小 ©. 

III . 若与 a k (k > 0) 是同阶的无穷小量， 即若比式^有异于零的有限极限，则 

称 无穷小/3为关于基本无穷小 a ： 的 / c 阶无穷小量. Q 

例如，我们已知⑴中诸无穷小（当 a ; — 0时）是比 a 二: r 更高阶的无穷小，若对这说法仍 
觉不满意，就可准确地说，(1)中前面两个是关于 a = x 的二阶无穷小，而最后一个是三阶无穷小， 
因为 [56,4);5),( a ) 及 （6)] 


lim 

x — 0 


V 1 + X- 1 - 

X 



m 


lim 

x — >0 


tgx — sinx 
x 



2 


为着要看更复杂的例子，试考察表达式 


m — 1 
2 m ? 


lim 

x^O 


1 — COS X 




P — \/x 1 x — 1 一 2 \/~x\ 


® 很易看出，在 > 0 时将随着 o ： 同时成为无穷小. 
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在 


x 


+ 0 O 时它将是无穷小，这是很明显的，只需把它表示为下面的 形状: 



(yx + 1 — y/x) — (y/x — \Jx — 1) 


1 


\/x 




y/x 


^/x + \/x — l 


继续这变形法，求得: 




X — 1 — \Jx 


W x 


1 十 y/x)(s/x + \Jx — 1) 


2 


{v x + 1 + -\/x)(y/x + \J X — 1)(\/ X — 1 + y/x 



1) 


令现在已不难了解 


lim 



X 

一 + 


lirr 

X 

— + 

— 

liir 

X 

一 + 


1 


q ： 3/2 




3 


+°° Wx + 1 + s/x){y/x + \Jx - l)(\/x - 1 + \/x 



1) 


-2 



- JU , 

1 + - +1 

X 


1 + 



lim 

x ― ^ + oo 




X 



- h 

X 




+ 一 
x 



① 


4 


这样， 3 的阶就是 


当然，不要以为任一无穷小供即使是与一切幂都能比较的）都有确定的阶数 
下列有趣例题可以从 [54,4) 及 5)] 内已建立的公式得出 （a > 1, /c > 0): 


lim 


a 


+ X 


k 


+ oo 5 


lim 化， 




X 


k 


o 5 


( 2 ) 


由此，首先 


X 


k 


lim 

t—^ 4-oc Cl 


x 


= 0. 


lim 


x 


k 


x—^ 


+oo \og a X 



现在再把式中的 X 换成 - ，并在第一式内假定 a = -.0< c < 1,则得 

X c 



Q x 

lim ^ = 0. 


x — ► 4^0 X 


k 


lim 


x— >+0 I X 


k 



这样， c ^(0 < c < 1) 就成为比一切幂 x k (k > 0) 更高阶的无穷小，而同时 
为比一切幂更低阶的无穷小. 


^Og a X 


a > 1) 成 


①在此处我们应用 limv ^ T ^^ l ； 这在 56,3) 内（对任意 m 次幂的根式）已经证明了. 

z —^0 


'621 

麵 ■ 
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62. 等价无穷小 今讨论同阶无穷小的一种非常重要的特殊情形. 

IV . 无穷小 a 与称为等价无穷小（记为若它们的差 7 = /3- a 是比 a 
及中的任何一个更高阶的无穷小： 


7 = o ( a ') 及 7 = 0(/3). 

然而，这只要7是比这些无穷小之一更高阶就已够了，因为，例如,若 7 是比 a 更高 
阶,则它亦必比更高阶.事实上，由 lim 2 = 0,就能推得 


lim = lim 

) 



7 


lim 


a 


1 + 


7 

a 


0. 



考察两个等价无穷小 a 及久设 0 = a + 7, 其中 7 二 o ( a ). 若近似地假定 0= a ®, 
贝^1 当它们的值都在减小时，不但由这代替所生的绝对误差| 7 |趋于零，而且相对误差 
士 也趋于零.换句话说 ，近似等式 ( 3 ^ a 在 a ， 及 /? 的数值充分小时可以有任意大的 

者确度.据此，在近似计算内，繁复的无穷小可以换成与它等价的简单的无穷小. 

今建立一个有用的检定二无穷小的等价性的方法，在本质上，它就给出这概念 
的第二定义，与前面所给的定义 等价： 

要使二无穷小 a 与成为等价的，其充要条件为 



a 



先设这关系式成立，于是 


则 

y = 0 _ a = S^a 

就是比 a 更高阶的无穷小，因为 



lim — = lim 6 = 0. 

a 


反之，设 a 与是等价的，即7 = 3 - a 是比 a 更高阶的无穷小.由此就有 


-- 1 = - ^ 0,故 - ^ 1. 

a a a 

这就是我们所要证明的. 

用这检定法，立即看出 5 在 a : —■ 0时无穷小 sin：r 及 tgz 是与; r 等价的，而 r \/ l^fx - 1是 
与丄2等价的.由此就得出近似公式： 

m 



sin a; = x, tgx = x, 

VTT ^- i = 丄 X ，特例， — i = 

m 



® 符号 = 表示近似等式. 
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此处 ,x — 0,而 a = :r 本身就是基本无穷小. 

最后，若: r — 而采用 a = ~ 作为基本无穷小.就有 

X 


— sin x ^ -X 3 . 

2 


1 — cos X 〜 


lim 

x 一 0 


\/l + X + X 2 — 1 

sin 2a; 


lim 


2 (X 


^ 2 ) 


X 


0 


2x 


- -切这些结果冉一次导向近似公式. 

设 〜 m' 即3 + 7 ,式中 7 = o(a"). 可以想象，从无穷小 7 内再可以分出主 

nP：7 = c a k + S . 式中 /c’ > /c. 而 <5 = o ( o； k ), 余类推. 

例如，若假定（设; x ‘一 > 0): 

V \ + x — 1 = —X +7? 

m 


由已证明的定理 推得： 都与第三者等价的二无穷小是等价的. 


63. 主部的分出 若选定 a 为基本无穷小，则形如 C ■ W 的量自然就认为是最 
简单的无穷小，此处 c 是常系数，而> 0.设3是关于 a 的 A ; 阶无穷小，即 


lim 


8 


a 


k 




式中 C 是异于零的有限数 



lim 


/3 


CCY 


k 


L 


而无穷小0与 cc / 就是等价的无穷小: p ^ ca k \ 

与给定的无穷小3等价的这个最简单的无穷 


就称为0的主部（或主项) 


应用上面所建立的结果，除去已经指出的简单例题以外，很易分出下列各式的 主部: 



等价无穷小的已证明的性质可以应用于确定形如 g 的不定式，即确定二无穷小的比式 


P 


a 


的极 


限•这时，它们中的任一个可以换成任何与它等价的无穷小，而对于极限的存在及数值并无影响 . 


事实上. 



a 


o ，又豆 〜汉即 


v a 
lim — 

a 


1， 


又 


r 0 
hm 万 



则比式 


与比式 


6 


0 


a 


3 


6 


a 


8 


a 


a 


a 


的区別仅是多了两个趋于 i 的因式，因此与它同时趋于同一的极限 


若能把 a' 及选取得足够简单，则立即可使问题大为 简化； 例如. 


3-2 


\/ 

1 I H 
/\ 


4 


一 



2 






1± 
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刻我们已求得 [56,4)] 

于是 7 的主部是- m X 2 . 由此 

2 m - 


lim 

x —>0 X 


m — 1 
2m 2 


VI 


x — 1 


m 


x 



特别是， 

_ 1 2 

Vl + X — 1 = -X — -rX 1 + 0(X 2 ). 

2 8 

这种从无穷小内逐次分出阶数始终在增高的最简单的无穷小的步骤，可以继续进行下去. 

在本目内我们仅限于建立主部的普遍概念，并且只用少数几个例题说明它们.对 
刚才所讲如何做出已给无穷小的主部，以及如何从无穷小内继续分出更高阶的最简 
单无穷小，以后我们还要指出系统的方法[参看 104,124]. 

末了，再讨论这样的 问题: 若已知二无穷小及 7 的主部是及化' 则关 
于其和/? + 7的主部能说些什么？ 

在& # V 时，它的主部显然就是及 da k > 两项中指数较小的那一项.今设 
/c 二 虼则/9 + 7 的主部就是 （c + d ) a k - ^唯需假定 c + c f ^ 0. 但当两个主部互相 
对消的情形，则和0 + 7将是比任一加数更高阶的无穷小. 

例如，在 — 0时，对于无穷小 


0 = \/l + x — 1 ~ -.T 及 7 = \[\ — X ~ 1 ^ --X 

就是如此.若再分出它们以后的主部： 

P = \ x ~\ x2 + °(^ 2 )^ 7 = - 备 : r 2 +o(x 2 )， 

则很明显的，有 

P + — \/T+~x + \/1 — x — 2 — ~ ^x 2 + o(x 2 ), 

于是 /5 + 7 就是二阶无穷小，而它的主部等于 _ ix 2 . 

4 

64. 应用题 现在举几个应用问题来说明以上讲过的这些. 

1 ) 设用长丨米的尺测 fl : 某一地方的直线距离.因为实际上没有把尺准确地沿着测量的直线放 

置，以致测量的结果显得比真实的长度大了一些.试就最坏的情形而论，假设在测量时把尺放成锯 

齿形，就是说，它的两端交迭地忽而偏在直线的一侧忽而偏在另 一侧， 其离开直线的距离为入米 
(图 25). 今试估计其误差. 



m 25 
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在尺每放下一次时所发生的绝对误差等于尺的 长度/ 与它在所测量的直线上的投影 的差； 其 


投影是: 



应用近似公式 


\/l + X = 1 + 


2 X， 


于 z 的场合（由于 A 比 Z 小得多，所以这样做是可以的)，可以把投影的长度换成 下式: 




2 A 2 



O \ 2 0 X 2 

因此，绝对误差是―,而相对误差显然是这相对误差并不随所量距离的长短而改变. 

若限制相对误差不能大于即应有^ < 6,则必须 A < 

例如，在用2米的尺 （ Z 二 2) 测量时，要达到 0.001 的相对准确度，只要偏差 A 不超过 
2 x /0.0005 = 0.045 米 =4.5 厘米就够了. 

2 ) 今求一开接皮带的 长度/ 的公式.它套在一对滑轮上，它们的半径各为 RRr 、 两中心之 
间的距离为 d (图 26). 



由图知 

ffi AC = i ? ( + a ) . ca 

\ 2 / 

内 


这样 



图 26 


; 二欠 C 十 Ce + SS. 

2 

r \ — a ), 此处用 a 表 7 K 相等的角 乙 BOC 及 Z hoc ; 而从 l\ODo 


Cc 


Do 


^ Jd 2 - (R — r ) 2 ‘ 


7 r(R + r ) + 2 a(R — r ) + 2 yfd 2 -( R ~ r ) 2 ‘ 


要化简这公式，回忆 


oi=s\n(y — 


OD 


R-r 

d 
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/旦须假定尺 - r 对于 d 来说是很微小的.在同一假定下， 



3这些数值代人并整理化简就得出最后的 公式: 


/ = 7T (只 十 r) + 2d + ——— — 

d 


3) 在分割圆弧时，下面的应用题是有价 值的： 求圆弧 
ABC 内的矢/ = 与其半弧 ABrB 内的矢力= D l B l 
约比值（图2 7 ). 

若令圆的半径等于 贝!] ZAOB 1 = ^ 

又 2 


f = DB 

/i = r(l 

这样，所求的比值等于 


r(l — 


- cos 






1 — COS ip 

1 — cos ^ 



这式子太嫌繁复，在实用上很不便.我们将求出它在 V? — 0 时的极限（因为对于充分小的^ 

可以用这式子的极限作为它的近似值).为此自的，就将分子及分母分别用它们的主部代入，立即 
求得： 



这样，当弧对应于不大的中心角时，可以近似地认为， 弧的矢是半孤的矢的四倍. 这就使我们 
得以逐次地找出一弧的许多中间点，只要弧的两端及其中点已知时. 


65. 无穷大的分阶 注意，对于无穷大量也可以进行相似的分阶如同在60内 

一样，我们将所考察的诸无穷大量当作是同一变量: r 的函数，当 z 趋于 a 时它们趋 
于 (XX 

I - 二无穷大 ylz 称为是同阶的无穷大，若它们的比式 i 也如此)有异于 

y \z ) 

零的有限极限. 

II . 但若比式 f 趋于 0 C (而比式 E 趋于零 >，则称2为比 y 更高阶的无穷大，而 
同时 W 称为比2更低阶的无穷大. 

当比式 i 不趋于任何极限时. 无穷大 y 与 Z 就是不能比较的. 

y 

在同时考察一系列的无穷大量时，可选取其中之一（就说是 y ) 当作基本无穷大， 
而其余的无穷大就与它的幂相比较.例如，若（如我们上面曾假定的）它们全部都是 



.118 • 


第二章一元函数 


[66] 


x 的函数，且当 x — a 时趋于 00 ,那么，通常若 a 二士 CC 就取 |, x | 本身，因而 a 为有 

限数时就取： — 1 一：作为基本无穷大. 

\x — a \ 

III . 无牙大 z 称为 / c 阶的无穷大 (关于基本无芳大 y )， 如果 2 与 是同阶的 

话，即若比式^有异于零的有限极限. 

我们在这里木再引入例题，因为把前面所考察过的无穷小量换成它们的倒数 ： 就能很容易地 
得出这种例题 • 我们要提到的仅是：当 : r — + O0 时 a x ( a > 1 ) 是比任何幂: r fc 更高阶的无穷大 （/c 
是正指数)，而 log fl x -( a > 1) 是比任何更低阶的无穷大，这是从 [61 公式 （2)] 推得的. 

§4. 函数的连续性及间断 

66. 函数在一点处的连续性的定义与函数的极限概念密切联系着的是数学分 
析中另一重要概念——函数的连续性的概念. 

考察定义在以 X0 为聚点的某个区域；^ = { x } 内的函数 f ( x )； 并设点: TO 本身 
属于夂于是在这点函数有确定的数值 f ( x 0 ). 

当建立函数在 x 趋于斯时的极限概念 [52,53] 

lim f{x) 

X — >Xq 

时，曾不止一次地着重指出，变数$并不取数值卻；这数值甚至可以不属于函数的 
定义域，即使它属于这定义域，但在研究上述极限时数值 f ( x 0 ) 也不考虑在内. 

然而 ， 正是当 

lim f(x) = /(.T 0 ) (1) 

X^Xq 

的情形才有着特殊的重要性.常说 ，函数/( X )当 .T =吻时（或在点: r 二吻处）是连 
续的，只要关系式 （1) 能成立；又若它不成立，就说当0：取这数值时（或在这点）函 

数有间断①. 

当函数 /(X) 在点仰处为连续的场合（显然，只限于这种场合）若要计算 /(X) 
当 ;z ‘ ―仰 时的极限，我们就可以不管0；在本身趋 向于邱 的过程中是否特殊地取过 

数值: To . 

函数的连续性的定义也可以用其他的术语来叙述.由数值; To 过渡到旁的数值 
x . 可以想象为给数值: r 0 加上一个增量函数的新值 y = /&) = 

/( x 「」 + Ax 0 ) 与原值 yo = f ( xo ) 相差一个增量 

△々 o = fix ) - f ( x 0 ) = f ( x 0 H - Ax 0 ) - f ( xo ). 

@这术语是与曲线的连续及间断的直观看法有关的;若函数的图像是连续的，函数就是连 续的; 
函数的间断点就对应于图像上的间断点.然而事实上，曲线的连续概念本身就需要有所根据，而作 

为根据的最简单的方法,刚好就是函数的连续性！ 

②在分析上照例把量 x , y,t •，… 的增量各记成 Ax , Ay , △<，•.'这些记法必须看作是整个符号， 
不要把△与: c 及 y 等拆开. 
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要使函数 /&) 在点耶处是连续的，其充要条 件是： 在这点函数的增量 △如 与自变 
数的增量△: 一 同趋向于零.换句话说：连续函数的特性就是，对应于变元的无穷 

小增量，函数的增量也是无穷小. 

回到基本定义（1)，试用 “e - 6的语言 ”[52] 显示它的内容.函数 f ( x ) 在点邱处 
的连续性的意义可归结如下：对于不论怎样的数 s > 0必能求出数6 > 0,使由 

x - xq \ < S 可以引出 |/($) - /(: r 0 )| < e . 

这样，最后的不等式在点; TQ 的充分小的邻域 （ ZC ) ~ S , Xo ~ {- 6) 内就应该成立. 

最后，用“序列的语言”表达连续性:在, Y 内任意取收敛于吻的的 序列： 



则对应的幽数值的序列 

必收敛于 f ( xo ). 







附注 设点 : r = x Q 是函数/(4的定义区域％的聚点，但本身不属于；^于是 
函数在这点是没有定义的.然若存在着有限极限 


lim f(x), 

X—>Xq 

那么只要补充函数的定义，令 f ( xo ) 等于这极限,/(幻就在处是连续的了.在 
类似于此的情形我们以后经常就是这样来理解的. 

反之，若所说的极限并不存在，那么即使函数在这一点 x = xo 没有确定也好，我 
们总是说，函数在这一点遭受间断：这时不论函数在 z 补取什么数值，它在此 

处还是有间断！ 

我们以后通常要考察在区间％内确定的 函数； 区间中的一切点都是它的聚点, 
于是对于其中的任何一点都可以提出有关连续性的问题.为着讲述的简化，我们约 
定，若函数在区间 A 内的每一点都是连续的，就说函数在区间％内是连续的. 

67. 连续函数的算术运算 在列举连续函数的例题以前，先建立下面的简单的 
命题，它使我们极容易地扩大了连续函数的数目. 

定理 若二函数 f(x) 及 g(x) 是在同一区间 Y 内定义着的，且都在点恥处连 
续，则函数 

/ ㈤ 士咖)，/0) • 咖)，繫 | 

也在那一点连续，最后一式须附以条件(吻 ）/0. 

这可以直接从各有极限的二函数的和，差，积及商的极限定量 [55] 推得. 
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且讨论二函数的商作为例子. 函数 f ( x ) 及 g ( x ) 在点卻 处为连续的假定等于 
说存在着等式 

lim f(x) = f(x Q ), lim g(x) = g(x 0 ). 

X-^Xo X—>Xo 

但由此依商的极限的定理（因为分母的极限不是零)，就有： 


lim 

X—>X[} 



/( 工 ◦) 

g(^o) 


而这等式亦就表示函数 



在点 XQ 处是连续的. 


68 .连续函数的例题 1。有理整函数及分式函数函数/(4 = I 显然在全区 
间（― oo ，+ oo ) 内是连续的 ：若〜 ，— X ◦，则 f ( x n )= x n —吻二 f ( x 0 ). 完全与此相 

同.恒等于常数的函数亦是连续的. 

由此，根据前段的定理，已可推得任何单项式 



的连续性，因为它可视为连续函数的积.再者多项式（有理整函数） 

CLQX n + 0.' 1 x n 1 + ■ ‘ . + GL n ^\X (l n 

可视为连续函数的和，所以也是连续的.在上面所讲的各场合连续的范围都是在全 
区间 (-00, +00) 内. 

最后，两多项式的商（有理分式函数)： 

aoX n + aix n ~ l + . ■ . + a n ~\x + a n 
box m + b i x m - 1 + . ‘ ■ + bm-ix + b m 

显然亦是同样地在任一数值: r 时是连续的.但须除去使分母等于零的那些数值. 

2°指数函数我们将证明指数函数#对于任何数值 z 都是连续的，换句 
话说，即证明 

lim a x = a x °. 

X —> Xq 


(同时只需限于 > 1 时就够了 .） 

我们在 54.6) 内已看到 

lim a x = 1. 

因为函数 a Q 的数值恰好是1，所以这等式就表示着指数函数在点= 0处是连续的. 
由此已很容易转而证明它在任何点都是连 续的； 实际上， 


a 


X 


- a 


Xq 
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但当 X — 吻时，显然: T _ XQ — 0,于是，依照已证明的， 


a 工-抑 



因而 


a 


X 


a 


^0 



此即需证者. 

3°双曲函数依已经讲过的定理，它们的连续性可以直接从已证明的指数函数 
的连续性中推得，因为它们全是函数 f 的有理表达式. 

4°三角函数先讨论函数 sinx . 它也是在任何数值 : r = 时是连续的，即有等 

式 


lim sin a; = sinxo. 

X — >Xq 

要证明它，注意到在 54 ,⑼内(对于0 < X * < ~)已建立的不等式 

sin x < x^ 


从它很易推得不等式 


sinx 


^ x 


对于一切数值 . x 都是真实的(当 | x | > ^ > 1时，立刻由 | sino ;| < 1推得其次有 


于是 


即 


sinx 


sm xq 


2 sin 


X — Xq 



COS 


IC 十 : Co 

^2~~ 


smx — sm xq 


2 * 


x 


sm 





cos 


x Xo 


2 


^2 


x 


sin 


工 o 


2 


^2 


x 


Xq 


2 


sin x — sin xq ^ x — xo \, (2) 

不论 $ 及抑是怎样的数值. 

若给定任何 e > 0,则令 (5 = e ; 当 x ~ xq <6 时就有 


sin x — sin xo < 

这就证明了 sin x 的连续性.类似于此，可以确定函数 cosx 同样对于任何数值； r 也 
是连续的. • 

由此，依前面一目的定理，已可推出函数 


sin x 1 

tgx = - ， secx = - 、) ctgx 

cos x cos x 


cosx 
sin a : 


esc a ; 


smx 


的连续性.但对于前面二函数要除去使 cosx 等于0的形如 (2 A : + 1)- 的 数值; 对于 
后面二函数要除去使 sinx 等于0的形如 h 的数值. 2 
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69. 单侧连续 • 间断的分类 上面我们用等式 （1) 定义了函数 /&) 在点 X 。 处 
的连续性的概念.在这时，要计算极限 （1), 我们既可以使: r 从右方，也可以使2；从 
左方接近于^今将建立函数在所给点为单侧连续或单侧间断的概念. 

常说:函数 f ( x ) 在点: Co 处是右 （左） 连续的 ，只需能满足极限关系式： 

f{x 0 + 0) = lim f(x) = f(x 0 )] 

nr 0 十 0 l ⑶ 

7(^0 - 0 ) = lim f (x) = /(.t 0 )]. j 

- -U / 

若这关系式内的一式或另一式并不成立， 则函数 f ( X ) 在点: r 0 处有右间断或左间断, 

仅论及函数的定义区间％的左（右）端①时:显然只能说右（左）连续或右（左) 
间断. 又若 x 0 是区间 Y 的内点，即并不重合于某一端点，则若要使等式⑴，即函数 
在点吻 为连续的常义表达式成立，其充要条件为等于 （3) 的两式同时成立 [52]. 换 

言之，说函数在点邱处连续就等于说它在这一点同时是右连续及左连续. 

让我们来详细地讨论函数/(4在点卻处之右连续或右间断的问题.假定函数 
在:的右方某区间 lx 0 , x 0 + h](h > 0) 内是有意义的，我们看到，连续之充要 
条件为：首先，当 X 从右趋向于: To 时函数 /(. T ) 的极限 /(. Xo +0) 要存在 5 且第二，这 
极限应等于函数在点卻处的数值 /(. To ). 

因此，在怎样的情况下，函数/ ㈤ 在点卻处出现右间断是很容易认清的.可能 
碰到， 即 使有限的极限 f ( x 0 + 0) 存在，但它不等于数值 f ( x 0 ), 这种间断称为 普通间 
断 或第一 类间断 ( D . 但亦可能碰到，极限 /( xo +0) 是无穷或根本不存在，则称为第 

二类间断. 

在下一目内我们将引入这些间断的例子. 

附注 若函数 /( W 在点 x =邱处没有意义（参阅66内的附注)，则函数在这 
点要恢复连续性仅当有限极限 f ( x 0 + 0),/(. x o ~0) 两者都存在并相等时才有可能. 

若这两极限之一是无穷或根本不存在，则说在对应的那一方有第二类间断存在. 

70. 间断函数的例题 1) 考察函数& = 五 它的图像表示在图8中).若抑不是整数，又 
E(o：o ) =爪.即 m < .To < m 十1 ■, 则对于在区间 （m，m 十 1) 内的一切 x 的数值都有 E ( x ) = m, 
由此显然可知函数在 a: 0 是连续的. 

但若吻等于整数 m, 情形就不同了.函数在这点为右连续，因为在 x = m 的 右方， 即对 
(m，m + 1) 中的 z 值，有 E { x ) — m, 于是 E(m + 0) = m — E ( m ). 反之， 在 x = 7 n 的左方，对 
于在 （m - l，m ) 内的: r 数值，显然有 E ( x ) = m - 1; 由此，又有 E(m — 0) = m — 1 ， 它不等于 
数值 E ( m )， 因此在点 x = m 的左方函数有普通间断或跃度！ 


® 假定这端点是有限的数. 

②在这场合也说函数 /(W 在点. xo 的右方有跃度，它在数量上等于 /( x Q 4-0)- f ( x 0 ). 
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2) 取在46内已考察过的 函数: 


V 


/⑻ 


lim 


71 . 


X 


X 


2n 


2 n 



它的图像画在图28中).它在点2： 
司断和左间断，因为： 


士 1处有普通右 


/(± 1 ) 




0, 


/(- 1 - 0 ) 




/(1 + 0 ) 




/(- 1 + 0 ) 




/(I — 0) = -1 ， 






+1 


图28 


3) 对于函数 


/⑻ 




X 


0 ¥ 0)， 


火左右两方看来点^ 




0都是第二类间断点；就是在这点函数从右方或左方都趋于 



/(+ 0 ) 


lim 


■ — ^ 


+0 X 


+°°， /(—0) 


lim — 

- 0 X 6 


oo 


4) 54,9) 内已考察过的函数 


f ( x ) = sin - (x ^ 0), 

Ob 


夺占 

在. 


X 




类的两方间断点，因为不论 r 从右或者从左趋向于0,这函数的极限都不存 


5) 反之 5 若取函数 [54,10) 


f ( x ) = x • sin — (x 7 ^ 0), 

cc 


我们已看到，它的极限存在， 


lim f ( x ) — 0, 


因此，根据66的附注，令/(0) 
6) 当 ； r ^ 0时用等式： 


0,我们就恢复了函数在2 


0 



A ⑻二 / 2 W = arctg - 


定义二函数，此外，又令 / i (0) 

对于第一个函数有 




方⑼ 




0 


A(+0) 


lim 

x —*+0 


/ i (-0)= lim 

x — 0 


lim e 

z — ►H-oo 

lim e 


+00, 



于是在点 x 


0 有第二类右方间断，但却是左方连续. 



第二个函数则有 


/ 2 (+0 )^Jim arctg - 


lim arctg2 ： 

之 一 >+CO 


7T 


2 5 


f2 ( —0) = lim arctg — 

x — ¥ — 0 0C 


lim arctgz 




IT 

2 


因此在点 rr = 0 的两方都有跃度.这些函数的图像画在图29及30中. 
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7) 再冋想狄利克雷函数 [46]: 



x (^) = 1，若 a : 是有理数， 
x ( x ) = 0,若: r 是无理数. 

因为在有理点的任意近处总有无理点，反过来也如此，所以不论: ro 是区间 (- oo ,+ oo ) 内怎 
样的点，当 a ;— 吻时 x ( x ) 没有极限存在，因为函数在任一点处有第二类的两方间断. 

8) 最后，在区间[0，1]内定义函数 /( x ): 若 a ; 是有理数而表示为不可通约分数则 f ( x ) = 

对于无理数: r 则令 /(. t ) = 0①•我们可以肯定，函数在任一有理点有普通间断，同日4在任一无理,1： 
它是连续的. 

事实上 ，设： 是所考察的区间内的任意一点.若指定任意数£ > 0,则不超过1的自然数 q 

£ 

仅只有限个数存在，意即在区间内只能找出有限个有理点？使/ i > &点吻可以用 

q \ q / q 

不含任一个这种点在内（或许要除去点： r Q 本身）的邻域 ( x 0 - S , xo + S ) 来包围住.那么，只要 

| x - o ：- o | < S ( x ^ x 0 ), 不论 x 是否有 理数， 在任何情形常有 \ f ( x )\ <£. 意即，对于任意点: r 0 存 
在着 

f{ x o + 0) = f (xo — 0) = 0 . 

右是无理点， 则又為 f ( xo ) = 0, 即函数在这点为连续；又若： To 是有理点，则 f ( xo ) 异于 
0. 故有两方的普通间断. 

71. 单调函数的连续性及间断 考察函数/(0：)，当; r 在区间； t ② 内变动时它单 
调增大（减小）着，可能是广义的 [57]. 关于这种函数有下面的 定理： 

1°单调增 （减）函数 /(4在 Y 内若有间断，只能有第一种间断，即跃度. 

取区间， Y 内的任意 点吻， 并设它不是这区间的左端.考 察在仰 左方的部分区 
间，并应用 57 内关于 单调函数的极限定理， 由于 z < x 0 时，显然 /(: c ) 彡/(吻)，因 
此存在着有限的极限 

/( X 。 -0) = lim f ( x ) ^ f ( x 0 ). 

X—^XQ —0 

若它重合于数值 /(. To ). 则函数在点 Xq 为左方 连续； 在相反的场合，函数有跃度. 


® 这函数是黎曼 ( B . Riemann ) 考察过的. 

© 这区间可以是有限的> 也可以是无穷的，闭的或开的（一端开或两端都开), 
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同时类似地可证函数在区间％内的任一点仰(不是区间的右端）为右方连续或 
跃度. 

用已证明的定理很容易建立在实用上极为方便的单调函数的连续性的检 定法： 

2。若在区间 Y 内为单调增大（减小）的函数 f{x) 的数值都包含在区间少内， 
且把它全部填满（使 y 内的每一数值 y 至少有一次被取作函数数值)，则这函数在 
Y 内是连续的①. 

试设函数 /( x ) 在％内的任何一点吻处有间断，例如在 左方； 我们已看到，这 
间断只能跃度.在这场合存在着极限 /( xo -0), 但它小于数值 f ( x 0 ). 因为当 : r <工 0 
时必有 /( x ) 彡 f(xo -0)，而当 a ; >吻时显然有 f { x ) > /(. x 0 ), 所以函数不可能取属 
于区间 > 而位于 f ( x 0 - 0) 与 f ( x 0 ) 之间的数值％这就违反了定理的条件.所以， 
函数 /(. x ) 事实上不会有间断. 

在下一目内读者将遇到一系列的例题，它们是这有用的定理的应用. 

72. 初等函数的连续性 一 系列初等函数的连续性已在 68 内用例题的形式证 
明了.现再应用前一目的定理2,首先,很容易重新建立函数 f 或 sinx 的连续性. 

当: r 在区间 Y = (— oc '+ oc ) 内变动时函数 y = a "( a > 1) 单调增大.它的数值 
全是正的，且充满全区间 y = (0, + oo ), 这由对数 rc = log a y 对于任何 y > 0 都存在 
[ 20 ] 的事实立刻可知.因此，指数函数在任何 z 的数值时是连续的. 

类似于此，当在区间％ 内变动时函数 y = sina ; 的连续性可由它 

在这区间内的单调性，以及它取到 -1^+1 之间每一数值的事实（几何上确定的事 
实）立刻推得.论及任意形如 

kiv — 2* * ^ ，7r *2 ( 众 = 0, 士 1 ，士 2, .. *) 

的区间时，亦有同样的话可说. 

但是使我们更感兴趣的是，新的结果也可应用前一目的定理很容易地得出.我 
们现在要继续列举在 68 已开始的基本初等函数. 

5°对数函数 y = log a x(a > 0 ,a ^ 1). 限于 a > 1的场合，我们就看到，当 
x 在区间％ = (0,+ oo ) 内变动时这函数是增函数.在这时它显然也取到区间 y = 
i ；- cx ), + oo ) 内的任何数值 y , 就是适合 : r = 的？ /. 由此已看出它的连续性. 

6°幂函数 y 二 x'ii 避 0). 当； r 由0增大至 + oc 时， 若 ju > 0 ，则函数增大着， 
若// < 0,则函数减小着.在这时它取到任何正的数值 y (适合 z = yi ) : 因此，它也是 
连续的 ®. 

® f ( x ) 的数值完全填满区间 y 在这里是单调函数连续的充分 条件; 以后 [82] 我们将证明它也 
是必要条件. 

©若 M > 0,则数值0既包括在: r 的变动区间内，也包括在 y 的变动区 间内； 当 M < 0时数值0 
不包括在内.再则，若 M 是整数土 n 或带有奇数分母的分数士^则也可以在 x < 0时考察: r ", 这 

时它的连续性可以类似地证明. 


.126 • 


第二章一元函数 


[74] 


7。反三 角函数 

y = arcsine , y = arccosx , y = arctga :, y — arcctgx . 

首二函数在区间[- 1，+1] 内是连续的，而末二函数在区间 (- oc ,+ oo ) 内是连续的. 
证明留给读者. 

这样，可以总括起来说 ，基本初等函数在一切使它们有意义的点 (即在它们的自 
然定义域内) 都是连续的. 

73. 连续函数的叠置 将已知的连续函数加以叠置[51]，可以构成更多的连续 
函数. 

这是以下面的定理为基础. 

定理 设函数 p ( y ) 定义于区间 y 之内，而函数 /( x ) 定义于区间 Y 之内，并且 

当： r 在 Y 内变动时后一函数的数值永不越出3；的范围.若/( ㈡ 在 A 内的一点邱 

是连续的，又在； V 内与它对应的点 ㈧ = f ( x 0 ) 是连续的，则复合函数 cp ( f ( x )) 
在点亦是连续的. 

证明 指定任意数 e > 0.因为 在 y = y 0 为连续，故依 e 必能求出 a > 0, 
使 

由 1^ ~ Vo \ < o - 可以推得 — p (2/ o )| < £：• 

另一方面，由于/0)在 : C 二 x 0 为连续，依 a 必能求出6 > 0,使 

由 \x - x 0 \ < S 可以推得 \ f ( x ) - f ( x 0 )\ = \ f ( x ) - y 0 \ < a . 

依原来选定6的方法，由此再推得 

1^(/(^)) - ^(^ o )| = |#(/0)) - ( p ( f ( x 0 ))\ < £. 

这样：函数在点吻处的连续性已用4 6的语言”证明了. 

例如，若将幂函数 x^(x > 0) 表示为复合函数的形式 ，如： 

它由叠置对数函数及指数函数而得，则由后二函数的连续性已可推得幂函数的连续 
性. 

74. —个函数方程的解 为着要使下段的叙述简化起见，今研究下面的问题（它本身也很有 
趣). 

求对区间（- oc ，+ oo ) 内的任何 . t 及 y 常能满足条件 


f(x + y) - f(x) + f(y) 


(A) 
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的一切连续函数 f ( x ). 

方程 （ A ) 就是所谓函数方程的最简单的例子，它表述出所求函数的某一性质，依着这性质应 
能求出那个未知函数.我们的任务是要求出方程 （ A ) 的 一切连续解. 


很易看出，线性齐次函数 


/⑷ 


CX 


(C 


常数 


( a ) 


满足这 方程: 


c\x 



y) 


cx + cy . 


但现在的问题却是：它是否就是具有性质 （ A ) 的唯一的连续函数？ 

为着要证明确实是这样，我们先假定某一连续函数 f ( x ) 满足方程 （ A )， 然后指出那时它必须 
具有形式 0). 

首先，用数学归纳法很易推广关系式 （ A ) 至任意个 (= n ) 加数的 情形： 


n 




/ ( 工十 y + • ■ • + 之)= f ( x ) 4 - f ( y ) +- h f ( z ). 


4 4 » 


⑷ 


实际上，若假定它在任何 n > 2项相加时 为真， 则它在 n + 1项相加吋亦 为真: 


71 


n 



x -\-y -\ - + 2 + u ) 




: r + y + • • • + + f ( u ) = [ f ( x ) + f { y ) + 



/ ㈤ : 


f ( u ) 


假定在⑷内令 : c 


y 


Z 


，就得出: 


f ( nx ) 




n 


/&)■ 


(5) 


在此处把南戈 > 顺导 



n X ) = n f(x) -' 


而后，若把: r 换成 mx ( m 是自然数）并应用前面的等式，就得出关系式 



m 


n 



x 


n 


/⑷ 


今在基本方程 （ A ) 中令 : r 




V 


0 ,则得 


⑹ 


/⑼ 


2 /(0 )，于是/⑼ 


0 . 


⑺ 


若又取 y = - X , 则利用⑺，就得出: 


/(-$) = - f ( x ), 


因此函数 /(X) 在 0 ： 变号时亦变号.然后，由⑸及⑹很易引出 


f (- nx ) = - f ( nx ) = -n • f ( x ). 


⑻ 


m 


n 


x 


m 


n 




而类似地可证成立更一般的 式子: 


⑼ 
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所得的关系式 （5) 〜⑼ 可以联合成为等式 


/ ㈣ = r . /⑷， 

在任何实数值时，不论 r 是怎样的有理数，它总是真实的. 

若在这里取 x = 并用 c 表示/( I ),则得 


/( r ) = cr \ 

这样 5 就本质上说来，我们已确定函数的形式/,但迄今仅适用于变元的有理数值.并且迄今为止， 
我们仅应用函数满足条件 （ A ) 这一事实，而并未考虑它的连续性. 

今设 p 是变元的任意无理数值.很易做一趋向于它的有理数序列 


(例如，可以取对应于 p 的无穷十进小数的诸段).我们立即看到 


f ( r n ) = cr n (n = 1，2,…）. 

由上式求 n — + oo 时的 极限； 在右方我们得到 cp ， 而在左方，由于函数/的连续性的假定，得 


于是，最后 


lim /( r n ) = /0)， 

f ( p ) = cp . 


这样，实际上，我们的函数对于变元的一切实数值都可借公式 （ a ) 来表示 . 这公式就给出方程 
( A ) 的最普遍的连续函数解. 

75. 指数函数、对数函数及幂函数的函数特性 

1 °如果 


/ (x) = a (a > 0), (6) 

则对于两个不论是怎样的实数 x 及 y , 恒有等式 


/(^ + y ) 

成立，它们表示着大家都知道的乘幂 法则： 

a x+y 




(B) 


事实上，函数的性质 （ B ) 再加上连续性就完全确定了指数函数.再准确 地说： 

指数函数 (若除去恒等于0的函数以外) 是确定于全区间 （- oo ，+ oo ) 内，并且满足条件 （ B ) 
的唯一连续函数. 

换句话说，公式 （6) ——除去已指出的例外——给岀函数方程 （ B ) 的最普遍的连续函数解. 
为着证明，我们考察任意确定于 （- oo ，+ oo ) 内并且满足条件 （ B ) 的连续函数 f ( x )， 除去 
f ( x ) = 0的那种平凡的情形. 
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因此，在某一数值 x = xo 时函数必异于0•在 （ B ) 内令 y = x 0 - x 则得 

/ ㈤ - f(xo - x ) = f ( x 0 ) ^ 0; 


由此很清楚地， /( ㈨ 在任一: C 时异于 0. 再次，在 （ B ) 内把 X 及 y 都换成^就求得: 



于是 f ( x ) 永远严格地是正的. 

再利用这些事实，把等式 （ B ) 取对数（例如，用数 e 做底）得: 

In /(x + y ) = In f ( x ) + In / (办 


若令 

咖） = W ㈤ ， 

我们就得出一个用 W . T ) 表示的函数，连续（作为连续函数叠置的结果， 73) 而且满足类似于 （ A ) 
的条件： • 

<p(x + y) = (p(x) + (f(y) ■ 

我们已证过，在这情形必须有 

( p ( x ) = In f ( x ) = cx (c = 常数)， 


由此，最后（若令 a = e e ) 即得 

n / \ CX X 

/㈤ = e =a 、 

此即所要证的. 

r\0 

乙 右 

f ( x ) = \ og a x (a > 0 ,a 7^ 1), ( b ) 

则在 x 及 y 为任意正值时，必有 

f ( xy ) = f ( x ) + f ( y ). ( B ) 

这就是积的对数法则， 

log a xy = log a x + log a y . 

而在这里，这等式连同连续性恰好就是对数函数的全部特征性质： 

对数函数 (除去前述的例外) 是确定于区间 （0，+ oo ) 内并且满足条件 （ B ) 的唯一连续函数 ，于 

是公式 （ b ) 就给出函数方程 （ B ) 的最普遍的连续函数解. 

为着证明，就取在 : r > 0时满足这方程的任意连续函数 f ( x ). 引入在区间 （_ oo ，+ oc ) 内变 

动着的新变量$，并令 

x = e^, 冰 )=/(〆 )， 

由此 

^ — In x . f ( x ) = ( p (\ nx ). 
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连续函数 v ?(0( 根据 73 )满足 （ A ) 型的条件[参阅 （ b )] 

冰 + ") = f(^ +T} ) = f(e^e v )= /(e 勹 + /(e 77 ) 二冰 ） + cp( v ). 


因此 

W (0 二咬而 f ( x ) = c -\ nx , 

若除去 c = 0 的情形（那时 /( x ) =0), 则所得的结果又可以写成 

/(X )二 log a .T, 

式中 a = 由此一切都已证明. 

3° 最后，转而讨论函数 

f (x) = x' ( r ) 

显然 ， m y 为任何正数值时它满足函数方程 

f (工 y ) = fM . f ( y ), ( r ) 


W 为 



这方程再加上连续性，在本题的情形，同样可以作为幂函数的全部特征性质.就 是说： 

幕函数 （除去普通的例外） 是确定于区间 （ o ，+ oo ) 内，并满足条件 （ r ) 的唯一连续函数. 

事实上，若给定在$ > 0时满足条件 （ r ) 的连续函数 /(. x ), 则可利用在2。内曾用过的同一 
代换式.于是函数 (^(0 将满足条件 [ 参阅 （ r)i 


+ V ) = /(e =/( 〆 ‘，）= 购 ay 讀 

我们已经知道（若除去恒等于零情形)，必有 


由此，若令 ju = lna ， 贝[| 
此即需证者. 



76. 三角余弦及双曲余弦的函数特性 

4。若 

f ( x ) = cos ax 或 chax (a ^ 0)， 

则对于 x 及 y 的任何实数值满足关系式 

f(y + 工)+ /(" 2 f ( x ) - f ( y ). 

这可从两种余弦的加法定理推 出来： 




㈤ 


cos(y 士 x ) = cosx cos y 干 sinx sin 
ch(y x ) = chxchy ± shxshy 
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. 这里，函数方程 ( H ) 以及函数须为连续的条件，便完全确定了两种 余弦： 

角余弦及双曲余弦 (及） 是确定于区间 （- oc ,+ oo ) 上并在其上满足条件（刀；）的唯一连续函 


衣(如果，跟以前 一样， 不把恒等于零的函数算在内的话). 

所以，设 f ( x ) 是满足条件 ( H ) 且对所有3：都连续的函数•令 


X 


0 ,并取使 f ( y ) + 0的任 


值作为 


y 


则可知 


/⑼ 




三这种情形下，当 y = 0时便得到 



:l f ( x ) 是偶函数. 

由于连续函数 f ( x ) 在 rr = 0是正的，故可找到这样的一个正数 C ， 使 f ( x ) 在全区间 [0 ，c 
二是 正的. 这以后，要看是 ( a ) f ( c ) ^ 1还是 ( P ) f ( c ) > 1,而分两路来作研究.先研究情形 （ a ). 
因0 < /( c ) o , 故可找到这样的0 (0 彡0 ^，使 



= cos 6. 



气后把基本关系式 （ Zl ) 改写为 


=在该式中依次设 


f{y + x ) = 2 f ( x ) - f ( y ) - f(y - x ), 


X 二 

二 C ， 

y 

- c ； 

X = 


V 

2 c ; 

X - 

= C. 

/ 

V 

= 3 c ; 


吴等.我们便得到[利用⑽及 (12 )] 

/(2 c ) = 2 cos 2 0 — 1 = cos 20, 

f (3 c ) = 2 cos 0 cos 20 — cos 0 = cos 3^^ 
f (4 c ) = 2 cos 6 cos 3(9 — cos 20 = cos AO . 

差等‘ 利用数学归纳法，不难证明，对任何自然数 m ， 有公式 


若在 （ H ) 中设$ = y 


/ (me 




cos m 0. 


^ c , 则得[仍利用 （10) 及 (12)] 


(13) 



/⑼ + /(^) 

2 


1 + cos 0 
~~2 



cos - 
2 - 



节由于 f ( x ) 在0与 C 间 为正，函数 cosx 在0与沒间为正，故在两边取正根，便得等式 
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77 


完全一样地 5 若在 （ H ) 中设: c 二 y = ^， 则得 



等等 • 这样，相继地（用数学归纳法!)，便得到一般关系式 



最后，把从 （12) 得出 （13) 的推理过程再重复 一遍， 便可从 （14) 得岀等式 


(14) 



COS 




于是，对^型的正的 rc 值 ，有： 

2 n 

f ( cx ) = cos Ox . 



但由于任何正数 X n I 表 7 K 为型的极限，因此利用极限过程（根据函数 /(Z) 与 COS X 的连续 
性）便可知公式 （15) 对所有 x >0 都成立.由于 （11), 这公式对 X < 0也成立，而由于（10)，公 
式对 x = 0也成立.若在 （15) 中把 z 换为' 并令 ~= a , 则最后 便得： 

C C 

f ( x ) = cos ax . 


在情形 （奶， 我 们有: /( c ) > 1; 于是可求得这样的^使 


/( c ) = chA 

把上述推理再逐字重复 一遍， 并依据双曲余弦的关系式（与三角余弦的关系式相似)，便在所论的 
情形下得出 

f ( x ) — chax (a > 0). 

当 a = 0时，从两个公式都得出:/0) e h 

函数方程 ( A ),( B ), ( B )，( r ) 与 （ H ) 最先是柯西研究的，他并且给出了这些方程的连续函数 
解. 

77. 函数的连续性在计算极限时的应用 函数的连续性在极限计算中可以有各种各样的应 
用①.我们在本冃内就讲一些这类的例题. 

1 ) 在: r 为任何实数值时我们有 



事实上，所考察的式子（设想 .T / 0) 可以改写为 



的形式.因为 ^—0, 故在方括号内的整序变量趋于 e [54(13)], 然后利用幂函数的连续性（此处 

=常数)，全盖就以#为极限. 

①事实上我们在別处早已这样做 过了； 如，在56例 3) 内我们顺便确定 V 王在$ = 1的连续性 
并利用着它，而在例 5)(6) 内乂利用过 cosx 在 cc = 0 的连续性. 
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2) 求极限 


lim 


{x + ai)(x + a2 ) 


{x + ak ) — x ] (oo 


X— { 


式中 a u a 2 , …、 a k 是给定的常数 


应用恒等式 


y 



y k — 乂 


yk-l 4 . yk — 2 z + … + z k-l ^ 


并用代换式 


y 


{x + ) 


(x + fl ' fc ) 及 2 


X. 


则所考察的式子就可表示为 



)， 


^ + <21 


X + CLk ) —工 




k-l 





+ 


A m m 


— X 


k-l 


( a 1 + -^ + a k )+ aia2 + ''' + ak - iak + 

X 


ai 


II** 


1 + 


x 


X 


+ 


* * I 


+ 1 


的形式 .在 X 


+ oo 时被开方式趋向于1，因此，据根式的连续性(因为根式可作为幂函数的特 


:列 h 根式本身的极限为 VI 


L 因为分母中的（根式的 )(A - 1) 次多项式也是连续函数，所以分 


母趋于&而整个分式的极限是 

Qd + 辽 2 + 


k 

3) 回到 33,13) 内的命题.设 a n > 0且 a n 


蠢蠱蠱 


+ 


a ; 暂设0 < a < + oo , 应用该命题于序歹 I 


lna n }. 


因为 lna 


In 根据对数函数的连续性)，所以 


lim In 


Gl'*• dn — 


lim 


In ai + 


» » 4 


+ In a 


In a 


n 


此时，依指数函数的连续性， 


以 cn ‘ a n = e [n -^ e lna - a . 


用 54, 极限 1) 及 2)， 这结果也可以推广到 a 
这样，我们就得出该命题的下列变换： 


0及 


a 


+ oo 的情形 


若正的整序变量0^有极限（有限或否)，则整序变量 


bn 


Q ] B Ci 2 m 9 9 CL 


n 


必有同一极限 • 

4) 应用这命题于序列 


0>2 ^3 

叫 — ） — 
0L\ 0L2 


a 


n 


^ n+1 


) > 
a n -i a 


n 


引出有趣的推论: 


lim 


lim 一 


n + 1 


a 




n. 


只要假定其中的第二个极限存在便行. 


我们有 


log a (l + a) 


a 


log a (l + 


a * 
) 


因为右端对数符号后面的式子当 a 


0时趋于邶 4 ，(13)]，故（由对数函数的连续性) 


它的对数必趋于 log a e . 此即所要证的. 

注意已证明的公式的特例.当论及自然对数 （a 


e ) 时: 


lim 

a— >0 


ln(l + ct) 


L 


a 


这结果很简便.而自然对数制所表出的优点在本质上即根源于此. 


转向公式（6)，令 a 



则当 


a 


0时（由指数函数的连续性）也有 


0 


再则，因 a 


logJl + Z ?)， 于是若应用刚才所证明的 结果: 


a a - 1 


lim 

a — >0 


lim 


ft 


a 


0 logJl+p) 


l og a e 


In a . 


此即所要证的. 

特别是，若取 


n 


n 


1，2，-上则得有趣的公式 


lim n( \/ q , — 1) = lna(ooO)- 

n ^ + oo 


最后.要证明公式 ㈤ ，可令 （1 + a) M 





a 


0时（由幂函数的连续性) 


必有沒 


0. 在等式 （1 



a 




1+"的两边取对数，则得 
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为着示例，试求极限. 

r Vn\ 

lim -， 

n 

令 a n 二 一 ^*,就响 

n n 

故所求极限是 L 

5) 再来咸 定下面一系列重要的极限，它们在下一章内是极有 用的： 




/Jr ll)(l + Q：) = ln(l + /?). 


78； 
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] 用这一关系式,所给式就变形成为 


(1 + Q；) 



0 


8 




ln(l 




• /i ‘ 


ln(l 





已证明关系式 


0 


lll(l 



及 


ln(l + a 



两者都趋向于1,于是总的乘积就以 p 为极限.此即所要证的. 


在 56,3) 内考察过的极限可作为 M 


r 


时的特例而由此得出 


78. 幂指数式今考察幂指数式式中的 a 及 r 是同一变量^的函数 ，: r 的 
5动区域 Y 具有聚点 x 。； 在特殊情形，他们可以是两个整序 变量〜 .及〜 . 

设存在着有限极限： 


lim 





而且 a > 0. 现在要求幂指数式 V 的极限. 

把它表示为形式 


函数 r 及 Ini / 各有极限 


lim v = b. lim In w = lna 

X-^Xq ， X—>Xq 

:此处应用对数函数的连续性)，于是 

lim v\nu = blna. 

X—rX() 

由此，由指数函数的连续性，最后 即得： 

lim u v = e b - [na =a 6 ‘ 

在别的情形，当已知乘积7； Inn 的极限 c 时，有限的或确定符号的无穷，表达式^ 
的极限亦可以确定 • 对于有限数 C 时所求极限显然是 A 若 C = - OC 或 + OC , 则这极 

限各为或 + oo [54, 1)]. 

该极限 c = lim { i ; lnn } 的确定 -仅由给定的极限 a 及 b -总是可能的，但 

须除去当这积（在 .T — 邱时） 表示为 oo . O 型的不定式的那些情形.很易判断，例外 
的情形必对应于数值 a 及6的下列几种 结合： 


a — 0. h — 0; 
a = +oc ， 6 = 0. 

A 
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■ 1 


在这些情形就说,幂指数式分别是 l ^ O ^ OcG 型不定式®.这时，关于幂指数 
式 f 的极限的问题，若只知道函数 U 及7;的极限，就很少解决的办法，要想求^ 
的极限就必须直接研究它们趋于自己的极限时的规律. 


整序变量 


n 


1 + -) 在 n 

n 


•> 



时> 或更普遍地说幂指数式 （1 


Q 


〔在 


a 


0时，以 e 为 


极限，给 


1 


型不定式的一个例子、上面，在 76,3) 内我们曾考察整序变 M 


它就表示 0 D 型不定式.最后，在 32,10) 内的^也是 OC 0 型不定式 

再举几个新类型的不定式的定值法的例子. 



n! 


71 


n\ 


n 


n 


79. 例题 1 ) 求 lim (ln:c 、 丄 ’ 一 0 

^ — t oo 

用表示所给的幂指数式，就有[参阅 54,2) 及 5) 


In # 


In (In x) In(lnx) In x 


X 


In x 


0 



X 


oo 


5 


于是 


y 


e 


o 


2 ) 求 limx sinx(0 ° 
此处及 5): 


\ny = smx-\nx^ -i：lnx 

, x 


0 


W 此仍得 y 


3) 现在很容易用下列方法筲遍地推广 76 的例 1): 若整序变 fl a ： 


x ( 此处； r 是有限数)， 




lim 


x 



71 


n 


n 


n 


^(i 


为要证明，把所举的幂指数式表示为如下的形式 


x 


a 


n 


工7! 


就 够了； 幂的底趋于 e ， 同时指数趋于 : r 

4) 可以变成这结果的乂有例题 


lim 


n 一、 


x . x\ n 

cos — Asin — 
n n > 


e 


\x 


(1 oc) 


令括号内的式子等于 1+ 


X 


n 


. 就有 


n 


x 


n 


x 

cos — 
n 


1 + Asin -" 

n - 


\x - 


sin - 


1 — cos 


x 


n 


> 


Xx 


n 


余类推. 

5) 类似地解决了例题 ( a ,6> 0) 


lim 

n 一^ ► + CO 




©关于这些记号或许需复述在第 31 目脚注内所讲过的. 
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此处 



n 



^/a+ \/b 


2 


1 


2 



(\/a - 1) + n( \/6 - 1) 



是，根据 77,5)(6) 的公式的一个特殊推论: 



71 


2 {lUa 


In 6) 


In V ab 、 


而所求极限，实际上 ； 就等于 

6 ) 最后，考察极限 


In \/ab 


yah 


lirn (cos x 


in 


lim 

x —>0 


(l-2sm - 





(1 


读者可以看到在1%型不定式的情形将问题直接引导到 e 是很便利的. 


我们已经说过，确定一切类型的不定式的普遍方法将在第四章 （§4) 内讲:到 


§5。连续函数的性质 

80. 关于函数取零值的定理 今着手研究在某一区间内连续的函数的基本性质. 
这些性质是很有趣的，而且在以后的叙述中.经常要用它们作为各种论断的根据 

先从下面的布尔查诺 ( B . Bolzano ) 和柯西 ( A . L . Cauchy ) 的简单定理开始. 

布尔查诺-柯西第一定理 设函数 /( T ) 是在闭区间 [ a , 6] 内定义着并且连续的， 
又在这区间的两端点处取得异号的数值.则在 a 与6之间必能求出一点 c ， 在这点处 
函数等于零： 



0 (a < c < b ). 

这定理有很简单的几何意义：若连续的曲线从 a ; 轴的一方转移到另 一方， 则它 
必与这轴相 交纟图 31). 

第 一 种证明 我们将依布尔查诺的 

方法进行 [41] —— 


即用逐次等分区间 


的方法.为着确定起见， 



/( a ) < 0, 


f { b ) > 0. 我们用点 宇 把区间 

分成两半.可能偶然地 ii 到函数 ./‘( iT ) 恰 


a,b 


在这点处等于零，那么令 


a + 



2 


，定 


理就已得到证明.次设 


<2 + 
^2 


一 0; 


则两区间 


「 a + 6 1 


卜 + 6 6 ] 

r 2 ] 

■ 

、 2 ’ _ 


中必有 



一个，在它的两端点处函数取得异号的 

数值（且这时在左端为负值，在右端为正值).用 [ auh ] 表示这区间，就有 


f ( cii ) < 0； f ( bi ) > 0. 



‘ 138 • 


第二章 一 元函数 


[80] 


再把区间 [ a u b x } 分成两半，且仍丟开当 /( x ) 在这区间的中点 
零的情形，因为那时定理已得证明.再用 [ a 2 M 表示那半个区间，它使 2 


处等于 


f ( a 2 ) < 0,胸 > a 

继续进行这种构成区间的步骤.这时，或则在有限次步骤以后，我们碰到作为 
分点的某一点，在该处函数等于零，而定理的证明就完 成了； 或则我们得出内含区间 
(依次地一个包含一个）的无穷序列.我们就来讨论这最后的情形.对于第 n 个区间 

[ a n , b n ](n - 1，2,…）必有 

/(〜） < 0, /O n ) > 0’ (1) 


并且它的长度显然等于 




b — a 

On 


⑵ 


易见这些区间所构成的序列满足内含区间的引理 [38] 中所列的条件，因为，由 
于⑵ , lim (6 n — a n ) = 0;因此，在区间 [ a , 6] 内存在着一‘点 c , 满足 


lim a n = lim b n = c . 

兹证明这点恰好能满足定理的要求. 

将不等式 （1) 取极限，同时并应用函数的连续性（特别是，在点 x = e 处)，就同 
时得出 

/( c ) 二 lim /( a n ) < 0 及 /( c ) = lim /(6 n ) > 0. 

因此，实际上，必有 /( c ) 二 0. 定理证明完毕. 

以下我们将给出柯西定理的第二种证明，它是依据另一种观念的.预先叙述下 
面的明显的命题： 


引理若函数 /(: r ) 在点 x = x 0 处为连续、且 f ( x 0 ) 的数值异于 0, 则对于充分 
接近于 X0 的一切: r 的数值，函数 fix ) 仍保持着在点邳处的符号. 

这可由55,1的论点2。推得，不过在本题的情形，函数的极限 A 这一角色（由 
于连续性）由 f ( x 0 ) 担任. 

第二种证明 考察区间 [ a ，6] 内使/(无）< 0的一切点 x = x . 在这些点之中 
显然应有点 a 以及(根据引理）接近于 a 的许多点.集作}被数6上有界.今令 

c = sup { x }[ ll ] 5 我们要证 /⑷= 0. 

事实上，假设情形与此相反，那么或则 /( c ) < 0,或则 /( c ) > 0. 若是 /( c ) < ◦( 则 
显知 c < 因为我们给定/(6) > 0)，则依引理，在 c 的稍右处将能找出数值％使 
f { x ) < 0,而这就违反了 c 是 { 对的上界的定义.又若是 /( c ) > 0,则——仍根 
据引理——在 C 的左方的近处，就是在某一充分小的区间 （ c - 6, c ) 内，全部成立 
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f(x) > 0, 于是在那里就根本不能有数值瓦但这同样是不可能的，因为按照定义 X 
是 {对的上确界. 

定理证明完毕. 

须注意，函数 / Or ) 在闭区间 [ a , 6] 内连续的要求很重要：函数只要在一点处有 
间断,就可以从负值转变为正值而并不等于零.例如，/( ㈨ = E(x) ^ ^ 就是这样的函 

数，虽然/⑼=-^，而/( I ) = 在 z = 1时有跃度)，但它并不在任何一点等 于零. 

△ 乙 

81 .应用于解方程 已证明的定理在解方程时是有用处的. 

首先，用它来确定根的存在.例如，对于方程 


2 X = 

/ 

根 ; r == 4是很明显的，但要指岀再有一个根存在就较为困难了.而其实，函数 f ( x ) = 2" - 4 x ® 
r 二 0 时取值 /(0) = 1 > 0, 而在 a ; = - 时取值/ - v/2-2 < 0, 因此（因为它是连续的) 

它必在0与^之间的某一点等于零. 

另一例子：考察一般奇次幂（实系数）的代数方程 

f(x) = aoX 2n+1 十 aix 2n + ■ - ■ + a 2 nX -f — 0- 


当 x 的绝对值充分大时，多项式的符号全视最高次幂的项的符号而定，即当 x 为正时与勿同号， 
当为负时与如异号.因为多项式是连续函数，既然要变号，则它在区间内某一点处必然要等于 
〕.由此:一切奇次（实系数）代数方程至少必有一个实根. 


柯西定理不仅可以应用于确定实根的存在，并且可以用来计算它的近似值.用例题来说明.设 



因为/⑴= 


1,/(2) = 13,所以多项式在1与2之间必有一根.把这区间 


1,2] 分成10等分，各分点为 1.1; L 2 ; L 3; …并逐个计算: 


/(1.1) = -0.63 …；/(1.2)二 -0.12 …;/(1.3) = +0.55 … ；..• 
载看出在 1.2 与 1.3 之间包含着一个根.再把这区间10等分， 求出： 


/(1.21) = -0.06 …； /(1.22) 二 -0.004 …； /(1.23) = +0.058 …；… 

现在很清楚，可知这根位于 1.22 与 1.23 之间； 这样，我们已经知道根的数值准确度达0.01，余类 

淮①. 

有了这些事实以后，现在再来把同一定理的上述两种证明比较一下该是很有趣味的.第二种 
正明仅是方程 /( x ) = 0的根的“存在的证明”，并没有说及怎样求出这根.而第一种证明却指出了 
实际求根的确定 方法: 用两半两半地逐次等分区间的方法(我们限于分成两半是为了简便)，在实 
斥上可以把所求的根包含于长度为任意小的区间内，即可以计算这根至任意的准确度. 


①可是，实际上这方法是不方便的.在第四章 （§5) 内将指出远比它更为有效的方法. 
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82. 介值定理 在80内已证明的定理可以如下直接地加以普 遍化： 

布尔查诺-柯西第二定理 设函数 /( Z ) 是在某一区间％(闭的或不闭的，有限的 
甚至无穷的都可以）内定义着并且连续的.若在这区间内的两点 x = a 及 x = b(a < 
b ) 处函数具有不相等的数值 


f ( a ) = A 及 f ( b ) = B ， 

则对于 A 与 B 之间的任意数 C 必能求出 a 与6之间的点 x = c ， 使 

/㈦= C ①. 


证明 例如.我们设 


A < B , 于是 A<C < B . 

在区间内考察辅助函数 ^( x -) = f ( x ) - C . 这函数在区间 h 6] 内是连续的，且 
在这区间的两端点处有异号： 

< p ( a ) = f ( a ) - C = A - C <0, tp ( b ) = f ( b ) ~C = B - C >0. 

依布尔查诺-柯西第一定理,在 a 与 6 之间必能求出点 x = c ， 使 p(c) = 0,即 

0或 f ( c ) = C , 



此即所要证的. 

这样，我们已建立了在区间内为连续的函数 /( a ) 的重要性质：当函数从一个数 
值转变到另一个数值时，它必经过每一中间值至少一次. 

换句说说,这性质又可以如此表达:当 rr 在任何 区间％ 内变动时，连续函数 f ( x ) 
所取得的数值完全充满某一区间 3；. 

事实上，设 

m = inf {/(: r )}，M = sup {/( x )} @ , 

又:如是在 m 与 M 之间的任意数： 


m < i/Q < M . 

则必能求出函数值 2/1 = f(xi) 及 "2 = f(x2)(xi 及取自区间 1 )， 使 

m ^ yi <y 0 < V2 ^ M\ 

® 显然，布尔查诺-柯西第一定^是这定理的特殊情形:若4与 B 异号，则可取0当作 

②提醒读者，若集 {/ ㈤ } 不是上 （下） 有界，则（在11内）我们约定令 M = +00(772 = —OO). 
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是由数集的确界的定义推得的.但依已证明的定理，在 A 与&之间必存在着数 

X = 0；0(显然亦属于疋) 5 使 f ( x 0 ) 恰巧等于如；因此，这数 yo 也属于集 y 
这样 y 就是以 m 及 M 为两端点的区间（两端点本身可否属于这区间要看情形 
定；参阅 84.) 

在71,2°内我们已看到，在单调函数的情形，由上述的性质可以反转来推出函数 
连续性.然而不应认为在任何时候都可以这样 倒推； 很容易做出一个具有这种的 
质的间断函数.例如，函数 [70,4)]: 

f ( x ) = sin-(.x ^ 0), /⑼二0， 

X 

x 在任何含有间断点 : r 二 0的区间内变动时，其值还是完全充满了区间[-1，十 1]. 

83. 反函数的存在 现在应用前面一目内所研究过的连续函数的性质来解决反 
数在何种假定之下始为单值且连续的问题（参阅 49). 

定理 设函数 y = f ( x ) 是在某一区间 A 内定义的，它连续而且单调增大（减 
) O .则在对应的函数值所成的区间; V 内必存在单值的反函数 a ; == g ( y ) ,也是连续 
且单调增大（减小; ). 

证明 暂限于增函数的情形.在上面我们看到，连续函数 /( x ) 的函数值完全充 
于某一区间乂于是对于这区间内的每一数值如，至少必能求出一个数值内 

) ，使 

/0。）= yo . 

由于这函数的单调性,所以这种数值只能求出一个：即若 : Ti >或< X 。，则对应地， 
必有 f { xi ) > 或 < f ( x 0 )‘ 

就把这数值与从 Y 内任意取的如 一一 对照起来，我们便得出单值函数 

^ =夕(")， 

是函数 y = f { x ) 的反函数. 

很易看出，这函数与/( ㈤ 相似，也是单调增大的.因若 

y ，< y n 又 X ，= g ( y 〜 x " = O ' 

依函数 p (以本身的定义，必同时有 

y ’ = fW ) 及 y 〃二 /( X "). 

是汐> x 〃， 则根据函数/⑷的增大性，必 〆 >，,违反原来的假设.其次，亦不 
有 〆 = z 〃， 因为那时也 必有 〆 =，，也是违反原来的假设的.因此，只有不等式 
< x " 是可能的.于是知确实是增大的. 

® 用狭义的说法（这在此处是很重要的). 
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最后、要证明函数 : r = 的连续性，只要引用71,2°的定理就够了，该定理的 

条件是满足的：函数为单调，并且它的数值显然完全充满于区间 Y ①. 

定理的一切论点在几 何]： 是很明显的，读者很容易照着图32去“阅读”它们. 
用已证明的定理可以重新建立一系列我们已经知道的结果. 


若把它应用于区间％ 


0, + oo ) 


内所定义的函数 x n ( n 是自然 数)， 则当 
"在 少二 [0，+ oo ) 内时得岀（算术的) 

=的存在及连续性.从区间 
(- oc ，+ oo ) 内所定义的函数 y 





X 


PC 


a 工 出发，就可证明对数函数 



^ g a V 


在区间 ;y = (o ， +oo) 内的存在及连续 


二 /㈡ 


V 


性.最后，考察函数 y 
tg ； x , 第一个在区间不 


SIUX 


及 


V 


丌 7T 




个在开 区间^ 


2 2 . 
7T 7T 

2 5 2 


内， 
内， 

就可证明它们的反函数 x — arcsin 々及 


o 






X 


图32 


X 


各在 区间於 


及 




oo ,+ oo ) 内是存在而且连续的. 

(在这时我们假定函数: r n ， a ' sinx ， tgx 的连续性已经预先 证明， 且并未引用它 

否则，就将得出循环推理.这种证明已在68内 给出； 至于 


们的反函数的存在—— 

72 内的那种考虑在此处显然是不适宜的 

再考察这样的例题. 


设 x 在 AT 二 （ — oo , + oo ) 内时 


y 


x — e • s\nx. 式中 0 < e < 1. 


(3) 


很易指出这函数是单调增大的（狭义 的). 即若 x " > a /， 而对应的 y 的数值各为 y ",?/， 则 


y n — y — (x" — x) — c(sinx // — sin x ) t 


但：参阅 68,(2) 


sin x n — sin x 


^ x n — X 


由此就推得 


y " - 2 / > 0 ，即 > y ' 

把定理应用于这种情形，就可证明 ： r 亦是 y 的单值函数，等等. 

引人的例题值得注意的是已经接触到一个理论天文学上的问题.方程 

E — M + s * sin 五 (3 a ) 

® 不论怎样从 i 内取^只要假定 y = f ( x )， 则对于这 y , 函数贞 y ) 的数值就恰好是所取的 1 
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就是著名的开普勒方程，它表出行星的乎近点角 M 与其偏近点角 E 间的关系 （ e 是行星轨道的 
离心率).这样，我们已证明，不论平近点角是怎样的数值，实际上，开普勒方程单值地确定了偏近 
点角的数值. 

84. 关于函数的有界性的定理如果函数 /( x ) 对于某一有限区间内一切： r : 的 
数值都有定义（因此，函数必取有限的数值)，我们并不能立刻由此推出函数必须为 
有界，即函数数值所成的集 { f ( x )} 的有界性.例如，设函数/(：70是这样定 义的： 

f ( X ) = 若0 < a ; 彡 1,又/(0) = 0. 

X 

这函数仅取有限数值，但它却不是有界的，因为当 x 接近于0时，它可以取任意大的 
数值‘ 顺便指出，在半开区间 (0,1] 内它是连续的 v 但在点 x = 0 处有间断. 

但对于闭区间内连续的函数情形就不同了. 

魏尔斯特拉斯第一定理 若函数 f ( x ) 是在闭区间 [ a . b ] 内定义并且连续的，则 
它必是有界的 ； 即必存在着有限的常教 m 及 M . 使当 a < x 彡 6 时 

rn ^ f ( x ) ^ M . 

证明 由反证法来证明：设函数/0)当在区间内变动时为无界的. 
在这种情形：对于每一个自然数 n ， 在区间扣，6]内必能求出数值 I = . x n ，使 

f ( x n )\ ^ n . ⑷ 

依布尔查诺-魏尔斯特拉斯引理[41]，由序列 {. x n } 中可以分出部分序列 {. x n ,} 收 
敛于有限极限： 

X nk (k +00 日寸)， 

并且显然 a < x 0 d 由于函数在点: c 。 处的连续性，则亦应该有 

f (工 n k ) — /0。)， 


而这是不可能的，因为由 （4) 推得 



所得的矛盾就证明了本定理. 

85. 函数的最大值及最小值我们知道， 一 个无穷数集，即使是有界的，其中也 
可能没有最大的（最小的）无素.因此，若函数/ ㈤ 是在: r 的某一变动区间内定义 
着而且甚至是有界的，但在函数数值所成的集 { f ( x )} 中仍可能不出现最大的（最小 
的）数值.这时函数/ ㈤ 的数值在该区间内不能达到它们的上（下）确界.例如，函 
数 


f ( x ) = x - E ( x ) 



‘ 144 ■ 


第二章 一 元函数 


[85] 


就是这样（它的图像画在图33中).当: r 在任意 
区间[0,6](6 ^ 1) 内变动时，函数值的上确界是 
1 : 但它不能被达到，因此函数无最大值. 

读者也许已明白，与此有关的是所考察的函 
数在: T 取自然数值时有间断存在，实际上，对于 
在闭区间内连续的函数成立着： 图 33 

魏尔斯特拉斯第二定理若函数 /( rr ) 是在闭区间 [ a , 6] 内定义着而且连续的 5 
则它在这区间内必能达到自己的上确界及下确界. 

换言之，在区间 [ a . 6] 内必能求出 j : = To 及 a ： = xi , 使 /( o ； o ) 及 /( x ' i ) 依次为 
f ( x ) 的一切数值中的最大者及最小者. 

第一种证明令 





▲'f = sup {/( x )}; 

依前一定理这数是有限数.假定（与需要证明的相反）恒有/( X ) < 即限界 M 不 
能被达到.在这种情形可以考察辅助函数 

^ x)= m^wy 

因为依假定，此处分母不能等于零，故函数是连续的，因此（依前一定理）是有 界的: 
( p ( x ) < > 0). 但由此很易得岀 


f ( x ) ^ M - . 

即有一小于 M 的 M -- 成为/( ㈡ 的函数值所成之集的上界，这是不可能的，因为 

M 是这数集的上确界.益得的矛盾就证明了定理：在区间内必能求出数值; 
使得 f ( x 0 ) = M 是/( ㈨ 的一切数值中的最大者. 

仿此又可以证明关于最小值的论点. 

第二种证明在这里亦可从布尔查诺-魏尔斯特拉斯引理 [41] 出发.且限于最 
大值来证明.同刚才一样，若 

M = sup {/( x )}, 

则依上确界的性质 [ 11 ], 对于任何 n 必能在 [ a , 6] 内求出 .x = x n ，使 

f ( Xn )> M --. (5) 

n 

于是从序列 { x n } 内可以分出部分序列 { x nk } 收敛于 M ] 内某一数值吻: 
X n . k X - Q , 由于函数的连续性亦有 


f(x nk ) — f (X 0) • 
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同时由⑸有 

U > M -丄，取极限，得 f ( x 0 ) > M . 
但 f ( xo ) 不能大于函数值集的上界 M , 因此 

. f ( xo ) = M 


此即所要证的. 

须注意，刚才所进行的两种证明都是纯粹的“存在的证明”，并没有给出任何求数 
值 x =卻的方法 • 以后[第四章§1内]，在关于函数作更多的假定下，我们将学会实 
P 承求函数达到最大或最小值时的自变数的数值. 

若函数/(4当 X 在任何区间 Y 内变动时是有界的，则差 

uj = M — m 


称为函数在这区间内的振幅. 

此外，振幅 W 也可以定义为一切可能的差 f ( x n ) - f ( x ; ) 所成的集的上确界，其 
中/及 x 〃 是在区间义内的互不相关的任意 数值； 

W 二 sup {/(.^O - /( a ： 7 )}- 

x ， 在 ， Y 内 

当论及在有限闭区间 Y = [ a , 6] 内的连续函数 /( a :) 时，则由已证明的定理可知. 
振幅不过是函数在这区间内的最大值与最小值之差罢了. 

在这种情形，函数值的区间; V 就是闭区间而振幅就是这区间的长. 

86 . _致连续的概念 若函数 /( a ) 是在某一区间 Y (闭的或不闭的，有限的或 
无穷的）内定义着而且在这区间内的一点吻处是连续的，则 

lim f ( x ) = f ( x 0 ), 

X — ^Xq 

或[用的语言”，66]:对于任一数 e > 0必能求出数6 >0,使由 

x - x 0 \ < S 能推出 1/(2；) - f ( x 0 )\ < S . 

今假定函数 /( X ) 在全区间 Y 内是连续的，即在这区间的每 一点吻 处是连续 
的. 则对于 Y 内的任一点抑，必能依给定的 e 而各别地求出合于上述意义的对 
立的&当： 在义 的范围内变动时，即使 e 不变动，数6 —般地说也是要变动 
的.要相信这事，只要一看图 34 就够了 • 图中在函数变动得很慢的地区（图像表 
示为平楽 I 的曲线）所适用的6比在函数变动得很快的地区（在那里图像峻峭地上升 
或下降）所适用的6要大得多，换句话说，数6 —般地不仅依赖于 q 并且亦依赖于: r 。. 
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若只论及仰的有限个数值（当 e 不 
变动时)：则由有限个与它对应的数5内 
可以选出最小的 一个， 而这6显然同时 
可适用于一切被考察的点. xo . 

但关于包含在区间义内的无穷多个 
数值呀)却不能这样去推断 :( 当3不变动 
时）与它们对应的是无数个的其中可 
能会有任意小的.这样.关于区间％内 
的连续函数 f ( X ) 就发生一个 问题： 对于 
已给的5是否存在这样的&能适用于这 
区间内的一切点吻？ 

若对于任一数 e > 0 能求出数 6 > 0 , 



图34 

使由 



不论点 : r 0 及 : r 是在区间 A ’ 内的什么地位，则函数 f ( x ) 称为在区间；内是一致连 
续的. 

在这种情形，数6仅依赖于 £: 而且可以在选定点邱以前就指出来： 5同时适用 
于一切: Co . 

一 致连续表示：在区间的任何部分只要变元的两个数值达到一定的接近程度，就 
足以使对应的函数值达到所需的接近程度. 

可以举例说明，函数在区间内一切点处的连续性不能必然地推出它在这区间内 
的一致连续性 • 例如，设/( X ) = sin -, X 包含于 0 及三之间.但 0 除外.在这 

X 丌’ 

种情形， J ; 的变动区域是非闭区间(0.三1，且在它的每一点处函数是连续的.今令 

\ 7T 」 … 

•^0 - 如丄) 〆 =式中 n 是任意的自然 数)； 则 

7T 

f ( xo ) — sin (2 n + 1 ) — = ± L f ( x ) = sinn 7 r = 0, 

于是 

/(. X ) - /(. T 0 )| = 1, 

% 

虽然 | a :- xo | = 可以随 n 的增大而成为任意小.在这里，对于6： = 1不能 

求出6使同时适用于 (^0. 兰内的一切点 xo , 虽然对于其中每一'个别的数值吻，由 

于函数的连续性、这种 J i 存在的！ 

非常值得注意的是在闭区间[〜 6] 内已不再有与此类似的情况，这由下面的康托 

( G . Cantor ) 的定理可以明白. 
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87. 康托定理若函数 /(. t ) 是在闭区间 [ a ，6] 内定义着而且连续，则它在这区 
司内也是一致连续的. 

证明我们用反证法来证明.设对于某一确定的数 e > 0,在一致连续性的定义 
内所论及的那种数6 > 0并不存在.在这种情形，不论取怎样的数6 > 0,在区间 
aA 内必可求出这样的两个数值 竓及忒 虽然 

x ; - xq | <s 但仍然 i / iy ) — /«)| > 二 

今取正数的序列且心 0. 

根据已讲过的，对于每一 &可在 [ a ，6] 内求出数值 ：4 n ) 及 x (n) (它们担任着蚪 
及 x " 的角色)，虽然（对 * n = 1，2, . • ■) 

k ⑻— #)1 < 〜，但仍然 |/(^ (n) ) - /(4 n) )l 

依布尔查诺-魏尔斯特拉斯引理[ 4 1]，由有界序列 { x ^} 内可以取出部分序列，收敛 
于区间 [ a ，6] 内的某一点^为着不使记法繁复，就算序列 { x - W } 本身已收敛于 X 0. 

因为 x ( n ) — — 0( 因 |： r ( n ) — #)1 <心，而 5 n — 0) ， 所以序列 { x ( Q l) } 也同时 

汶敛于:由于函数在点 : r Q 处的连续性，应该有 

/( x ( n) ) — /(吻）及 / Of )) — /( 工0)， 

Ip 臼 

丁疋 

/(x ⑻)—/(4")卜0, 

但这违反了在一切数值 n 时 

/(工⑻)- /(4 n) )i > ^ 

的事实.定理证明完毕. 

由已证明的定理直接得出在以后对我们有用的 推论： 

推论设函数 f ( x ) 是在闭区间 [ a ,6] 内定义着而且连续的.则依给定的 e > 0 
能求出这样的 6>0, 若把区间任意分成长度小于6的部分区间，则在每一个部分区 

间内函数/( X )的振幅将小于匕 

事实上,若依给定的 e 而取在一致连续性的定义内所说及的那种数作为\则在 
长度小于 J 的部分区间内，任意两函数值之差的绝对值就小于&特别，若取这两函 
数值为函数在部分区间内的最大值与最小值，则它们的差就给出函数在该部分区间 
内的振幅 [85]. 
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88 .博雷尔引理 现在我们将证明一个有趣的辅助命题，它与布尔查诺一魏尔 
斯特拉斯引理相似，在进行细致的讨论时常是有用处的，它属于博雷尔 (E.Borel). 

在考察区间 [ a , 6] 时，同时再考察诸开区间 a 所成的系 S , 其中开区间的个数可 
以 是有限的也可以是无 穷的. 若对于区间 [a, 6] 内的 每一点 z 必有 I ： 内的区间 a 包 

含它.就约定说系 S 覆盖区间 [ a ，6] (或这区间被系 S 所覆盖，等等）这种说法将简化 
我们对于上述命题的叙述及证明. 

博雷尔引理若闭区间 [ a ，6] 被一个开区间的无穷系 S = { a } 所覆盖，则恒能 
从 E 里面选出有限子系 

= {W2, … ； cr n }， 


它同样能覆盖全区间 [ a , 6]. 

第一种证明应用布尔查诺的方法[ 4 1]从反面进行 • 假设区间 [ a , 6] 不能被 E 

内的有限个区间^所覆盖.把区间等分为两半.那时至少两半之一不能被有限个 CJ 

所 覆盖; 事实上，若某一半可以被 （ E 内的）区间 w 2 , … ， a m 所覆盖，而另一半可 

以被内的）区间 a m +1 ， a m +2 ，… ，〜 所覆盖，则由这些区间全体所组成的有限系 

S * 就已能覆盖全区间 [ a , 6] 了，这是违反假设的.今用 [ ai M ] 表示那不能被有限个 

° 所覆盖的半区间（若两者都是如此，则任取其中之一^个).再把这区间等分为两半， 

并用[叱，纟 2] 表示那不能被有限个 a 所覆盖的半区间，余依此类推. 

继续不断进行这种步骤，我们将得出内含区间 [ a n ，心 ] (n = 1，2，...）的无穷序列， 

其中每一区间是前一区间 的一半 所有这些区间都是这样选 取的， 它们之中 没有一 

个可以被有限个区间 a 所覆盖.依内含区间的引理[38]，它们有一个公共点 c ， 端点 
a n ， b n 都趋向于这点为极限. 

这点 c ， 像区间 6] 内的任一点 一样， 必位于某一个区间 ^ 内，就说是在= 

( a ^ P ) 内，于是 a < c < /?• 但趋向于 C 的整序变量及 6 n 从某一序号开始它们本 

身就将包含在 a 与/?之间 [26,1°], 于是由它们决定的区间 [ a n ) b n ] 显然只要用一个 

区间 ㉑ 就可全部被覆盖住，违反了这些区间 [ a n M 的选法，所得的矛盾就证明这 
引理. 

再引人一种证明，它建立在新的观 念上； 它属于勒贝格 （ RLebesgue ). 

第二种证明 考察区间^ 6] 内具有那种性质的点/，使得区间 [ a ,. x *] 能用有 
限个区间 a 来覆盖，这种点一般地说，是存 在的： 因为，例如，点 a 位于某一个 
^内，则一切接近于它的点就都含在这 a 内，因此，就都成为点 

我们的任务是要证明点6亦属于点/之列. 

因为一切/ < 6,故亦存在着 [11] 


supjx* 




像区间 [a ， 6] 内的任一点那样， C 必属于某一 cr 0 = (a, (3 )'a < c < 0 . 但依上确界 
的性质，就能求出.使 a < % < c •区间 [a, a ； S] 已能用有限个区间 a 来覆盖（依点 
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覆盖住区间[0, 2 ]，但也不能从它们中间选出具有同样性质的有限子系. 


89. 基本定理的新证明 


基本定理 


布尔查诺 


今将指出博雷尔引理怎样被应用着去证明连续函数的 
柯西,魏尔斯特拉斯及康托的定理. 


1° 


布尔查诺 


柯西第_定理丨 80] 


这次的证明将要从反面着手.设 




遵守定理的假定之下 


在 


1间沁 



内的每 


函数 / Or ) 始终不在任何一点等于零.则依 [80] 的引理， 


与、 X ' 可以用这样的邻域 V 


0 


Y + 



这范围内保持确定的符号 ®. 

这种邻域所成的无穷系 E 


盖住，使/(. X )在 


W } 自然就覆盖住全部给定区间 


因此，依博 


雪尔引理，只要其中有限个区间所成的子系 r 也就够用了. 

给定区间的左端点 a 属于系 p 中的某一个邻域内，就说是邻域 q 

这邻域的右端 A +心又属于 S * 中的另一邻域 a 2 = ( x 2 — 心 

奈工2 +如又属于 S * 中的邻域 C 等等 H 


0 


1 


^3 


(^3 


S * 中的另一邻域 (72 = ( X 2 

如， $3 +如)，等等（图 35). 


心，工2 + 5 2 )， 







^2 



图35 


经过有限次向右移动的步骤以后，我们将到达 S * 中的邻域 
在它里面已经含有给定区间的右端点 6. 若除去区间 


(7 


f ( x n 





^"1，72,… J 


⑹ 


①即在这邻域与区间 h 6] 的公共部分，因: C 仅能在它里面变动 


的全体覆盖区间 (0,1], 但从它们中间就不能选出具有同样性质的有限子系.类似于 
此，闭区间 


，的定义）现在只要再把叩加人这些区间去，他们就能覆盖住全区间 [ a ， c ] 了，因 
此 c 也属于点/之列. 

而且很明显地 ， C 不能小于6,因为否则在 c 与/?之间将能再求出点 x *. 违反数 
C 是一切 f 的上确界的定义.这样，必须6 = C ; 意即6是 X * 中的 一点， 即区间 [ a , 6] 
能用有限个区间 a 来覆盖，这就是我们所要证明的. 

必须注意，基本区间 [ a , 6 ]是闭区间以及 S 中的区间 a 是开区间这两个假定对 
于引理的结论的真实性是同等重要的.例如，开区间 
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3 
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以外 s * 还包含任何旁的区间，则显然可以把它们省略去了. 

在邻域〜内函数 /( X ) 保持着确定的符号，就是/⑷的符号.但在 CJ 2 内函数 
亦有确定的 符号， 它也应当和 /( a ) 的符号 一致， 因为^与 CJ 2 有互相重叠的部分. 
同样 可知. 函数在次一邻域 0 \ 3 内也将保持与 /( a ) 同样的符号，因为 a 3 与(7 2 也有 
互相重叠的部分，等等.最后达到结论,在最后的邻域内函数亦有与/⑷同样的 
符号，于是/⑹与/⑷的符号一致，这就违反了假定.定理证明完毕. 

2° 魏尔斯特拉斯第一定理 [84] 由于函数 /( x ) 的连续性,不论在区间^ 6] 内 
取怎样的点: r ' 当给定了 e > 0以后，可以用适当小的邻域 V = ( a " - q 盖 

住这点：使得对于一切属于这邻域的 x 成立不等式 

1/㈤ 一 /0’）| < 5 



这样，在每一个这种邻域的范围内，函数 f ( x ) 显然是有界的：它以 f ( x f )~s 为 
下界，以 /( Y ) + 5为上界. 

读者一定明白，在这里对于具有上述性质的邻域的无穷系 E 也必须应用博雷尔 

引理.从这引理推得，在 S 内存在有限个邻域（6)，其全体亦同样能覆盖住全区间 

a , 61. 若 , 

■ ■ 

在 q 内 TUi ( ,f(x) ^ Ml , 

在 cr 2 内 m 2 ^ f { x ) ^ M 2 , 


在 a n 内 m n < f ( x ) ^ M n , 

興」从数 m 2 , • • ■ . m n 内取出最小者当作 m , 从数 Mi , M 2 . ■•- , M n 内取出最大者 
.当作显然在全区间 [ a . 6] 内将有 

m ( f ( x ) ^ M . 


这就是我们所要证明的. 

3°康托定理 [87] 给定作意数 s > 0. 在这次对于区间 [ a , 6] 内的每一点:^我 
们用这样的邻域 V = (/ - 夂 〆 + V )来盖住它，使得在它的范围内成立不等式 

/ ㈤ - /( 工 ’)1 < ■■ 

若同样是这邻域中的点，则同时也有 

/<y) - f(x 0 )\ < 

这样，对于 V 内的任意两点2：及; X _ 0 将有 


/0) — f ( x 0 )\ < £. 
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/ ㈤ - /( 工0)| <匕' 

由于选取 (5 并不依赖于点吻的地位，函数 /&) 的一致连续性就已证明. 

由上述论证很易看出，当个别点的邻域的“局部”性质必须扩充到全部所考察的 
.间时，博雷尔引理就常能很成功地用来达到这目的. 


第三章导数及微分 



§1. 导数及其求法 


90. 求动点速度的问题 我们将从特殊的例题开始，就是考察有重量的质点在 
真空中（为着不计空气的阻力）的自由降落. 

若时间 t (秒）是从开始降落的时候计算起的，则在这段时间内所经过的路程 


S (米） ； 依已知的公式可表示为 




式中 g = 9. 8 1(米/秒 2 ).由此出发， 需要确定质点在时刻 t [即当质点在位置 

M 时（图 36)] 的运动的速度认 

给变量 t 加一增量△〖，并考察时刻 t + △〖，其时质点在位置 Mx .在 
时间 M 内的路程的增量 MM - i 记成 A . s . S< 

在 （1) 内用 t + At 代换则得路程的新值的表达式 

As{\ 

s-\- As = ^(t-^-At) 2 , Y /V/l 

Lj 

由此 

= -(2t - At + At 2 ). 

2 1 

用△(除我们就得出质点在区间 MM X 内降落的平均 速度： 


As 

M 


5’+臺 


图36 


可见:这速度随着的变动而变动着，故知在时刻 f 以后所经过的时间愈少，就 
愈能更好地表达出质点在时刻 t 的降落情况. 
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当 At 趋向于零时质点在时间内的平均速度 5 的极限 w 称为质点在时刻 t 
的速度. 

在目前的情形，显然 



类似地，可以算出质点在一般直线运动中的速度％质点的位置由它到某一始点 
0 的距离 s 所 确定； 这距离即称为它所经过的路程.时间〖由某一起始的时刻算起， 
而且并不一定要从质点在位置0的时刻算起.当已经知道运动方程 ： S = /⑴时，运 
动就作为完全给定的了.质点在任何时刻的位置即可由运动方程 确定； 在刚才考察 
的例题内，方程就担任着这种角色. 

要确定在所给时刻〖的速度％必须同上面那样给 t 以增量 At ; 路程 S 就对应 
池增大比式 

As 

Al 

表示出在时间以内的平均速度仏由此，使趋向极限，就得出在时刻《的真实速度 

1 豢 

v = lim v — lim 

At—^O At~^0 

以下我们将考察另一重要的问题:也将导致相似的极限运算. 


91. 在曲线上作切线的问题设已给曲线（欠）及其上一点 M (图 37) ;今将建 

i 曲线在点处的切线的概念. 

在中学教本内，圆的切线即定义为“与曲 
线只有一个公共点的直线”.但这定义有特殊 
生不能说明相切的本质.例如,若企图应用这 
定义于 抛物线 y = ax 2 (图38, a ), 则在原点 O 

灶两坐标轴都适合这 定义; 但在这时大概读者 
2能立刻明白，事实上仅 x 轴是抛物线在点0 

7 上的 切线！ 图 37 

现在我们就将给出切线的普遍定义.在曲 

线 （ iO 上（图3 7 )，除点 M 以外再取一点 Mi , 并引割线 MM ,. 当点 il / A 沿曲线移 
动时，这割线将绕点 M 而转动. 

当点 iWi 沿曲线（幻而趋于与 M 重合时，割线 MM 1 的极限位置 MT 就称为 

域⑻ 在点 M 处 的切线 (这定义的意义就是，只要弦 MM X 充 分小， ZiVAMT 就 
可成为任意小). 

例如，应用这定义求抛物线^二 az 2 在任意点 M ( x , y ) 处的切线.因为切线经过 
这点,那么，要正确地表示它的位置，只要再知道它的斜率就够了.这样，问题就归结 
r ： 求在点 M 处切线的斜率 tga . 
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给横标 r 以增量△.!；，即由曲线上的 M 点移至 Mi ，这点有横标 X + Ax 及纵标 

y + Ay = a • ( a ; + Ax ) 2 

(图 38, a ). 割线 MM , 的斜率 tgp 由 AMN 内确定 • 在这三角形内直角边 MN 
等于横标的增量而直角边 NM \ 显然是纵标的对应增量 


Ay = a (2 x - Ax + Arc 2 )， 


于是 


tg^ = 


△ 2 / 

Ax 


= 2 ax + a - Ax . 


要得出切线的斜率，很易理解，需要求上式当 Ax — 0时的极限.这样，我们就 
得结果 1 


tga = lim (2 ax + a - Ax ) = 2 ax . 

Ax—^Q 


[顺便指岀，由此推得拋物线的切线的实际作图的简法.就是，由 △MPT (图 38,6), 线 
段 

TP = ! = < = \ 

tga 2 ax 2 5 

于是： T 是线段 OP 的 中点. 因此，要作出拋物线在点 M 处的切线，只要平分线段 
OP , 把它的中点同7\//连接起来就是 .] 

在任意曲线的情形，设曲线有方程 



其切线的斜率可用相似的方法来确定.与横标的增量 Ao ; 对应的纵标的增量是 △仏 
比式 
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表示割线的斜率 tg p 求这比式当 Ax — 0时的极限，就得出切线的斜率 


tg 



二 lim tg (p 




lim 




A . x * 


92. 导数的定义 在解决上面所考察的两个基本问题时，我们所施行的演算，把 
它 们对照起来，就很容易看出，在两种情形内一^若抽去变量的意义上的差别-一本 
贡上是同一个做法：函数的增量除以自变量的增量，再算出这比式的 极限. 用这种方 


法我们就达到微分学的基本概念 

• • 


导数的概念 


设 




f ( x ) 是在区间％内定义 着的. 从自变量的某一数值 



出发 


给它加一增量 Aa ； 



使不越出区间于是新值 X 0 + A . T 亦属于这区间.那时函 


数值2/ = / Oo ) 将换成新值 y J T^y = /(.^0 + A . t ) : 即获得增量 


Ay 


A/(x 0 ) 


f ( x 0 + Ax ) 


/ Oo ). 


若函数的增量 Ay 与引起这增量的自变量的增量的比式当趋向于0时 


的极限存在，即 


lim 






lim 


f ( x 0 + Ax ) 


/( 工 o ) 



0 


Ax 


存在，这极限就称为函数 y = 
量$的 导数. 

这样，对于自变量的定值 



当 


X 


时（或在所给点 Z = Xo 处）关于自变 



x 0) 函数的导数 


如果存在的话 


是一个 


确定的数®;若在全区间 A 内，即对这区间内的每一: r 的数值，导数总存在着，则它 


，m 


x 


的函数. 


应用刚才引入的概念,则在 90 内讲过的动点的速度就可以简括地说成: 


速度 


V 


是动点所经过的路程 S 关于时间 t 的导数 •若在更普遍的意乂上来理 



“速度”这名词，就可以永远把导数当作某一种“速度”来处理.就是，有了自变量 
的函数 y , 就可以提岀变量 y 关于变量 X (当已给 X 值时）的变化率(变动的速度) 


的 问题. . 

若加于 rr 的增量△: T 引起 W 的增量 Ay ，则仿照90,比式 

变动一数量 Ax 时 y 关于 z 的平均变 化率： 

Ay 

Ax - 


At/ 

Ax 


就可以作为当 



V 


当趋向于0时这比式的极限自然就称为 y 在所给 , x 值时的变化率: 




lim V 


lim 


Ax 


Ax 


o Ax 5 


即刚好是 y 关于; r 的导数. 


①暂时限于上述极限为有限的情形[参阅 101]. 
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在91内我们曾考察由方程 y = /&) 所给定的曲线，并已解决在给定点处引一 
切线的问题.现在我们可以把所得的结果叙 述为： 

切线的斜率 tg a 是纵标 y 关于横标 :r 的导数. 

导数的这一几何说明经常是有用处的. 

我们再补充几个类似于上面已考察过的例子以说明导数的概念. 

若运动的速度 w 不是常量，它本身亦随着时间〖的过程而 变动 ； u = /⑷，则 
称“速度的变化率” 为加速度. 

就是，若对应于时间的增量速度的增量为则比式 

Av 

I 

a = —— 

表示出在时间内的 平均加速度， 而它的极限就给出在所给时刻的运动的加速度: 



lim a = 
—>0 


lim 


At; 


△d At 



这样，加速度是速度关于时间的导数. 

在热学方面，我们将用导数以建立物体在所给温度时的热容量的概念. 

用下面的记号表示这问题内引入的物理量：$是温度（摄氏度 ） ， w 是使物体从 
or 加热至 e 丈所需要的热量（卡）.显然 w 是0的函数 ： w = 胁给 e 以一增量 

则 VF 亦得一增量 AW . 物体从0 尤 加热至0 ^时的平均热容量就是 

但一般地说，因为当变动时这平均热容量亦变动着，我们就不能用它作为在所给 
温度0时的热容量.要得岀后者，必须将上式取 极限： 

, , A IV 

c = lim c = lim A ^ • 

△ 沒 —o ao-^o AO 

因此，可以说， 物体的热容量是热量关于温度的导数. 

最后，从电学内取出一个 例子： 建立在所给时刻的电流强度的概念. 

用 t 表示从某一时刻算起的时间（秒），用 Q 表示在这时间内流过导线的横截 
面的电量（库仑）.显然 Q 是 t 的函数 ： Q = f ( t ). 仿照以前的论断，可得在时间 At 
内的平均电流强度是 

AQ 

I = — —， 

At 


而在所给时刻的电流强度则可由极限 



lim 

At-^O 



lim ^ 

△t ―^0 


来表示.即电流强度是流过的电量关于时间的导数. 
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一切这些导数的应用（很容易再多举一些）十分鲜明地表明着一个事实，即导数 
的概念与各种知识领域内的基本概念是很紧密地关联着的. 

导数的求法，其性质的研究及应用就是微分学的主要的研究对象. 

导数的表示法常使用各种记号： 

$或 财 ( x ① 莱布尼茨 （ g .\ v . Leibniz ) : 

(JX (IX 

2 /或 / '(.x-o) 拉格朗日 ( J . L . Lagrange ) : 

Dy 或 Df ( xo ) 柯西 ( A . L . Cauchy ). 

以后我们使用拉格朗日的简单的表示法为主.若应用函数表示法 r { x 0 ), 则在括 
号内的字母邱就指在取导数时的那个自变量的数值.最后须指出，有时，当关于哪 
一个变量而取导数（同它比较以确定“函数的变化率”）都可能发生怀疑时，这变量就 
用下标的形式写出： 


D x f ( x 0 ), 


并且下标. X 与正在取导数的自变量的特殊数值 . X 0 并无关系. 

(在某种意义上，可以说，整个记号 


£,// 或尨 D / 或 AJ 


就担任着导函数的函数记号的角色 .） 

现在应用刚才引人的表示导数的记号，记下前面得出的某些结果.对于运动的速 


實就有: 


V 


ds 

dt 


或 


V 


S 


/ 


对于加速度就有 


a 


dv 

dt 


或 


a 



类似地，曲线 y = 的切线的斜率就写成: 


以及其他等等. 


dy , 

tga= dx ^ 咕 a = 以工， 


93. 求导数的例题 现求一系列的初等函数的导数作为例题. 

1。 首先注意到明显的结果： 若 y = c = 常量，则不论△: c 是怎样的，恒有 

= 0. 于是？ / = 0;又若 y =工，贝 I ] Ay = Ax , 而 〆 = 1. 

2。 今设 y 二 x ' 此处 n 是自然数. 

给 z 以增量 A . X ®; 则 y 的新的数值就是 


y + Ay = (x + Ax ) 


X 


n 



nx 


—l 


• + 


n(n — 1) 



x 


2 


• Ax 2 + 


蠡 4 4 


①我们暂时把莱布尼茨的记法当作整个记号 看待； 下面 [104] 我们将看到，它们也可以当作分式 


看待. 


②若所求的是变元的任意值时的导数，则通常就用那表示变元的字母来表示它，而不加任何下 


标 • 
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于是 


△y 


nx n ~ l - Ao; + 


工） j — 2 


• Ax 2 + 




△以 

Ax 


nx 


a — 1 


nin 




— X 71 " 2 - Ax + -* -. 


因为当 Ao : — 0 时除首项以外的一切项都趋向于零，故 


V 


/ 


lirn 




A^-0 Ax 


nx 


n —1 



o 


若 


V 


x 


，贝 lj y + Ay 


1 


x + Ax 


，于是 


△y 


l 


Ax 


x + Ax 


x 


x(x + Ax) 


而 


Ay 



x(x + Ax) 


由此 


y 


lim 




△x—o Ax 


X 


2 


这时当然假定 X y ^ O . 


4。 


考察函数 



y / x(x > 0). 就有 


y + Ay = vx + Ax. 


△y 


Vx* + Ax 


\fx 


Ax 


△y 

Ax 


-Jx + A.x + y/x 


\J X △工 + \/x 


最后，利用根式的连续性，就得 


y 


lim 


Ay 


1 


△x—o Ax 


2^/x 


5° 


切这些结果、都可包含在下面的情形内作为它的特殊情形 ■ 

幂函数1 = #( 此处//是任意实数的变动区域依赖于 M ; 它已在 48 , 2 ° 


内被指岀.我们有 （ x /0 时) 


Ax 


(x + Ax) M 


x 


M 


1 



Ax 


X 


M-l 


Ax 


x 




Ax 


x 
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若利用 T 7[5) (b) ] 内已算出的极限，便有 


在特殊情形 

若 



y f = lim ^ 

Ax 


fix 


"•-1 ① 


y 




—~ X 
X 


-1 



y 


/ 


(- i ) 


X 


-2 


X 


2 


y 


\/x 


X 1 



y 


/ 


—— 

— ^ 2 
2 


2^/x 


6 ° 


指数函数: 


: y 


X 


ft 〉0 ，— oc <、 x 〈 + oc ). 此处 


△•T 


a x ^ Ax — a x T a 

—— = a x •- 


Ax 


Ax 


Ax 


利用 77[5) (6)] 内已算出的极限，可得: 


△y 


y = lim 

Ax^O Ax 


a 


X 


■ In a - 


持殊情形， 

若 y = e x •' 则亦得 y = e z ‘. 

因此，指数函数（在 a > 1时）的增大率与函数值成比例：函数达到愈大的数值 

对，它在该时刻就增大得愈快.这就表出指数函数增大的准确性质，我们在前面也已 
经讲到过它了卜参阅 65]. 

7。对数函数 ： y = log a x (0 <a^l y 0<x< + oo ). 在这情形 


△y — log a (x + Ax ) — log a X 1 loga 

Ax A a : x 




X 


利用 T 7[5)( a )] 内已算出的 极限： 

/ r A V loga e 

y = lim — = —• 

△X—0 /\x X 

特殊情形，对于自然对数就得岀非常简单的结果： 

在 

1 

y = In x 时有 y = —• 

x 

这是作理论研究时宁愿采用自然对数的一种（虽然在本质上并非新的）根据 . 

对数函数（在 a > 1时）的增大率与变元的数值成反比，且在变元无限增大时它 
:呆持着正值而趋于零,这情况与以前 [65] 所讲过的是符合的. 


◎右 > 1， 则很易直接求得在 x = 0 时的导数值: 〆 二 0. 
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8。三角函数设 y = sin X ，贝 


Ax 


sin(x + Ax) — sinx 

Ax 


sin 


Ax 

~2 


Ax 


COS X 



Ax 

~2 


利用函数 COSO ： 的连续性及已知的极限 [54, 8)]lim™ =1, 就得 

a—^0 CX 


y 


lim ^ 

△rr 一 ^0 Ax 


cosx 


① 


类似地，我们可以求： 

若 y = cosx, 贝 ! J y’ = — sinx- 

在 y = tgx 时，有 

sin(a; + A a;) sin a; 

Ay _ tg(x + Aa;) — tgx _ cos(x + Ax) cosx 

Ax Ax Ax 

sin(a; + Ax) - cosx — cos(x + Ax) - sinx 

Ax - cos x - cos(x + Ax) 

sin Ax 1 

， I ■!> '■ " ■" u _ ■ _■ 

Ax cosx - cos(x + Ax)' 

由此，同上面一样， 


类似地， 

94. 反函数的导数 在求反三角函数的导数之前，先证明下面的普遍的定理. 

定理设 1) 函数 f ( x ) 满足83中关于反函数存在的定理的条件， 2) 在点孙有 
异于零的有限导数 f ( x 0 ). 于是在对应点如= f ( x 0 ) 反函数 gW 的导数 g ’ ( y 0 ) 也存 

在 ， 且等于 rwy 

证明 给数值 y = y Q 以任意的增量则函数 x 二亦将获得对应的增量 
注意，在# 0时，由于函数& = f ( x ) 的单值性，亦必有# 0. 就有 

Ax _ 1 

~Ky ~ A ^' 

Ax 

® 注意，这公式的简洁性应归功于用弧度来做角度的单位，假使我们用度数来做角度的单位，贝 iJ 

正弦与角的比值的极限将不等于1，而很易看出是那时我们将有 

180 

( sinx ) 7 - — cosx . 
v ) 180 


y 


/ 


lim 


△y 


Ax—^0 Ax 


COS 2 X 


sec 2 x 


若 


y 


ctg X. 



y 


sin 2 x 


esc 2 x 
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今若（依任意规律）使 — 0,则——由于假定函数$ = 是连续的——增量 
Ax ->0. 但那时上式右端的分母趋于极限 f \ x 0 ) ^ 0,因此，左端的极限存在，且等 

于其倒数 7；^-： 它就是导数 VO / o ). 

/ (>o) 

因此.就有简单的公式： 


很易说明它的几何意义.我们知道，导 
数 y ， x 是函数 z / = /(2；)的图像上的切线与 z 
轴间的角 a 的正切.但反函数 ; r = 有 

着同一的图像，不过它的自变量是 y 罢了. 
因此导数％等于同一切线与 y 轴间的角/3 
的正切（图 39). 这样，上面导出的公式就 

变成大家知道的关系式 


tg 3 





其中 a 与之和等于 

♦ y = a x 作为例子.它的反函数就是 , x = \ og a y . 因为（参阅 6°) 义 
纹依目前的公式.有 




logq g 

y 



In a. 

) 


与 7° 相符合. 

现在要转到求反=角函数的导数 ； 为了方便，我们把变量 . x 与 z / 互相对调，把已 
:王明的公式改写成 i 

^ = ^7' 

y 

9。反二角函数考察函数 y = arc * sin . x(-l < x < 1), 其中—吾 < V < ~-它是 
函数 x = siny 的反函数.函数 , x = sin " 当 y 在刚才指定的范围内时有正值的导数 
r ； - cos &在这种情形导数 < 也存在，且依我们的公式 


y x 


1 



cos y 








cos y 



0, 根式前应取正号. 


我们除去 



±1的数值，因为与它对应的数值是 y 


±-,在这时导数< 


-OS y 



函数 


V 


arctg 





x 




是函数2； = tgy 的反函数.依我们的公式 





sec 2 y 
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类似地可以得出 
对于 

; 1 、 
y = arccos x ， y =- ；：二== 0 (―1 < x < 1), 

\/1 — x 2 


对于 


y ~ arcctg x . 



(― OC < X < DC ). 


95. 导数公式一览表 现在把我们已求出的一切导数公式列成一览表 如下: 



2 . 


3. 


4- 

5. 

6. 



8. 

a 

10 . 

11. 

12 , 

13 . 


y 

y 

y 


y 


y 


y 


y 




y 


y 


y 


C 

y 

- 0 

X 

v' 

- 1 

• X ." 

y’ 

1 

1 

v' 

1 


X 2 

X 



y' 

1 

2\/x 

a x 

y’ 

~ a x - In 

e x 

V ’ 

e x 

log a ， 

y’ 

_ log a e 

X 

In x 

v' 

1 

X 

sin x 

v ' 

COS X 


y 


COS X 


y 


sm x 


y 


y 


tg X 


ctg 


y ; = sec 2 x 


y 


/ 


COS 2 X 


CSC 


2 … 


1 



. 9 

sm " x 


y 


arcsm x 


V 


\/l — x 2 


y 


arccos x y ; =— 


VI 


x 


2 


y 


arctg x 



x 


2 


y 


arcctg X 


y 


1 + X 2 


96. 函数的增量的公式 先在这里证明两个简单的命题，它们在以后是有用的. 
设函数 W = /( x ) 是在区间 Y 内定义着的.从这区间内的一个固定值 x =抑出 
发，用$ 0表示： r 的任意增量，但须限制吻+ zVt 使不越出 Y 的范围以外.于 


96] 


§ 1 . 导数及其求法 


. 163 • 


是对应的函数的增量就是 

= △/(工。）= f(x 0 + Ax ) - f(x Q ). 

1 。 若函数 y = f(x) 在点恥 处有（有限的） 导数 y， x = /"(x 0 ), 则函数的增量可 
以表示为如下的形式： 

Af(x 0 ) = f ； (x 0 ) - Ax-h a - Ax ( 2 ) 


或更简短地 


Ay — y r x - Ax + a - Ax, 

式中的 a 是依赖于 △：!‘ 的量. 且随着 △: r 一同趋于零. 

因为由导数的定义，在 Ax — 0曰寸 



Ax 



故令 



Ax 


—y f x ， 


就看出也有 a — 0. 由此解出即得公式 （2 a ). 

因为量 ' △: r (在 △: c — 0时）是较 Ax 更高阶的无穷小，故使用在60内引入 
的记法，我们的公式就可以改写成 


△/( 工 0) = / '( x - o ) - Ax + o ( Ax ) (3) 

或 

Ay = y x - Ax + o ( Ax ). (3 a ) 

附注到现在为止，我们算作 Ax $ 0;故量 a 在 Ax = 0时是不曾定义的•当 
我们说在 △: r — 0时 a — 0,必已预先假设（像通常那样）系依任意规律趋于零， 
但并不取得零值.现在就令在二0时 a = 0;那时公式 （2) 在 △$ = 0时自然仍 
为有效.然除此以外， Aa : — 0时 a — 0这一关系却可比以前得到更广义的理解，就 
是在趋于零的过程中，它也可以取等于零的数值了. 

由已证明的公式直接 推得： 

2。若函数 y 二 f ( x ) 在点: To 处有（有限的）导数，则函数在这点必然是连续的. 

实因，由 （2 a ), 很清楚地，由 Ax — 0的关系就立即引岀 — 0. 
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97. 求导数的几个简单法则在前几目内我们已求岀初等函数的导数.在这一 

目及下面一目内，我们将建立一系列的法则，用了它们就可以求任何由初等函数经过 
有限次的算术运算及叠置 [51] 所得出的函数的导数. 

I . 设函数 w = p (: r ) (在 定点: r 处）有导数 Z 我们要证明， 函数& = c < c 二常 
数 )( 在同一点处）也有导数，并求出它. 

若自变量. X 得一增量 Ax ， 则函数 u 亦得一增量而由开始的数值 u 变为数 

值以+ Aa 函数 v 的新值就是 y + Ay = c ( ti 十 Au ). 

由此△々 = c . Au M 


lim ^ - c ■ lim ^ 
Ax^O /\x Arc—0 Ax 



因此，导数存在且等于 


y， = (c . uY = c • v!. 

这公式表示这样一条 法则： 常数因子可以从导数的符号内取出. 

II . 设函数以= ^{ x),v =矽( X )，(在定点 X 处)有导数今证明 ，函数 y = 
士 r (在同一点处）也有导数，并求出它. 

给 x 以增量于是 u ， v 及 y 就对应地各得增量它们的新值 
u -^- Au,v + AvRy + Ay 可用同样的关系式连 接着： 

y H - Ay = (u + Au ) 士 （ i ； + A ?；), 


由此 


△2/ 


Au 土 Av , 


Ax 


Au Av 

士 


Ax 


Ax 


rfn 


lim p- 

△ cc —0 Ax 


lim 兰土 lim 兰 

△: c— 0 LAX Ax 


u 


士？/， 


于是导数 y / 存在且等于 


= (W 土 v) f 


u 


; ± v \ 


这结果可以很容易地推广到任意有限 



加数的情形（用同样的方法）. 


III . 在关于函数的同样的假定下，我们 证明， 函数 y = u . v 也有导数, 并求 


出它‘ 


同上面一样，对应于增量 Ax 有增量及 Ay ; 这时 y-h Ay = ( u -\- Au)(v 



Av ), 于是 


△y 




An Av + Au - 


及 


Ax 


Au 

Ax 


V + u 


Av 

Ax 



Au 

Ax 


* Av 
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因为根据96, 2。，当 Ax — 0也有 Aw 


0 


5 



lim ^ 
Ax^O Ax 


lim ^.y + u^ lim 兰 

△ X —0 Ax Ax-^O Ax 


u • V + u - V 


/ 


即导数 y 存在并等于 

y ; = {u - v) r = u f - v + u • v . 

若 y = uvw ) 并且 V ， i /， i // 都存在，则 



uv 


w 


UV ) ^ w + [uv] • w 1 = v!vw + uv w + uvw,• 


很易判断，在 n 个因子相乘时将类似 地有: 


n 



uvw 


s 


u vw 


f 


• # ft 


S + UV 10 


■ 蠡 ■ 


s + uvw 


i ■ 4 


s + 


ft i 


+ uvw 


s 


⑷ 


要证明这事，我们利用数学归纳法.假定公式 （4) 在 n 个因子相乘时是真实的 


再证明它在 ( n +1) 个因子相乘时也是真 实的: 


71+1 


n 


UVW 


st 


(uvw 


(uvw 


s 


t 



(uvw 


s 


将导数 (uvw … s )/ 依公式⑷展开，就得出公式 


uvw … stV = v! vw • • • s 亡 + uvw • ■ ■ st + ••■ + uvw ■ • • + uvw … st ’、 

■ ■ 

完全类似于 （4). 因为公式 （4) 在 n = 2及3时的真实性我们已直接证明了，所以这 
公 式对于任意的 n 也是真实的. 

IV . 最后 ，若 ％ r 满足于前面的假定，此外，又假定 r 异于零， 则我们将证明，函 
数 y = t 也有导数，并求出它. 

用筒上面一样的表示法，就有 


y -\- Ay = 


u + Au 
v + Av 


于是 


△y = 


Au • v — u • Av 
v{v + Av ) 


而 

Au Av 

△"— i V _ U 、 Ix 、 

Ax v ^ (v + Av ) • 

在此处使 Ax 趋向于零（则同时亦有 Ar — 0)， 就证明了导数的存在， 


a • 

u\ ! u f • V — U • V’ 
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98. 复合函数的导数 现在我们可以建立一条在实际求导数时十分重要的法则. 

只要被组合的各个函数的导数已经知道时，我们就能够按这法则来求复合函数的导 
数. 


V . 设 1) 函数 W = ip ( x ) 在某一点: To 处有导数 4 = ( p ’( XQ )，2) 函数 y = f { u ) 在 
对应点从) = ( p { x 0 ) 也有导数于是复合函数 y = f ( ip ( x )) 在上述的点 x 0 
处亦将有导数，它等于 f ( u ) 的导数与 ip ( x ) 的导数的乘积： 

[ f (( p ( xo))y = fl (( p ( x 0 )) - 〆 (工 0 ) ①， 

或更简短地 

Vx — Vu * ■ 

为了证明，给 I 以任意增量设 Au 是函数 u = ip ( x ) 的对应增量，又最后, 
Ay 是由增量 Au 所引起的函数 y == /0)的增量.利用关系式 （2 a )， 把: r 换成％就 
改写成 


△以 


y f u - Au + a - Au 


a 依赖于 Ati 并与它一同趋向于零）.用△: r 除各项，就得 


Ax 



Au 

Ax 


+ a 


Au 

Ax 


若 Ax 趋向于零，则 Au 亦趋向于零 [96, 2°]， 于是，我们知道，依赖于 Aw 的量 


a 亦将趋向 于零. 因此，有极限存在 


lim ^ 

Ax-^0 Ax 



lim 兰 

△ 工 ― o /\x 



u 


f 


它就是所求的导数 

附注 在此处就表现出96中的附注的用处 了：当 Az 是自变量的增量时，我们 
可以假定它异于零，但对于1的函数 u = 咖 的增量 Au 来说，即使在 Ax # 0曰寸 
我们也没有权利设想 Au # 0 了. 

99. 例题② 先举几个应用法则 I 〜 IV 的例题. 

1) 考察多项式： 


y = CLox 11 + a ， ix n 1 + • …+ a n ,—2X 2 -j- a n -\x 4 - a n . 

先依法则 II ，再依法则 I ，就有 

y = (ao^ n y + \CL\X n 1 )' + . . . + (<2n — 2 工 2)/ + (<2 n —1.T )， + (dnY 

=do i^ n y + a l (^ n 1 / 十… ■十 a n — 2(1* 2 )’ + dn - 1 (^) ， ( Cbn ) ； - 

® 须着重指出，记号 fuM ^ o )) 表示函数 /( u ) 关于变元〃(并非关于4的导数在这个变元取值 
UQ = <^ p ( xo ) 时的值. 

© 以下用字母 x, y , W ,r 表示变量，而别的字母就表示常量. 
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利用 [95] 公式 1 ， 2,3, 最后得 


V 


naox 


n — 1 



(n — \)a\X 


n — 2 


+ 


• « » 


+ 2a n ^2X + a n ^i 


2) y 


(2x 


2 


5x + l) 依法则 III 


y — (2x 2 — 5x + 1) 


e 


X 



(2x 2 — 5x + 1) * (e 


X 


根据前一例题及 [95] 公式 4 , 求出 


y — (4x — 5) * e x + (2x 2 — ox + 1) 


e 


X 


(2x 2 — x — A) 


e 


X 


3) y 


ax 




■ 2 


. 依法则 iv 5 


y 


t 


ax + b)’（x 


2 



i)- 


ax 



b )( x 


2 




X 


2 


i ) 


2 


a(x 


2 


1) — (ax + &) • 2a; —ax 2 — 2bx + a 


(x 


2 



l ) 


2 


X 


2 


+1) 


2 


4) 再求函数 y = tgx 的导数，从公式 y 


smx 


cosx 


出发.应用法则 IV (及 95 的公式 6, 7) 得 


V 


, (sin x)’ • cos a; — sin x * 


COS X 


/ 


COS 2 X 


cos 2 x + sin 2 x 
cos 2 a; 


1 


COS 2 X 


(参阅 95, 8) 


5) y 


x^inx + coso; 
x cosx — sin 3 ： 


▲ 在这里必须先应用法则 IV ，再应用法则 II 及 111( 及 95 公式 6; 7): 


V 


t 


X sin z 十 cos x) ; (x cos x — sinx) — (x sin a; + cos o;) (工 cosx — sin x)’ 


x cos x — sinx 


2 


x cos x - (x cos x — sin x) — (x sin x + cos x) * (—x sin x) 


(xcosx — sinrc) 2 


x 


2 


(x cos x — sinx) 2 • 


这里分子与分母的导数是立刻算出的，并未分开为两个 步骤. 通过习题必须达到一般地能立 


刻写出导数的地步 . 

求复合函数的导数的例题 : 


6) 设 y 


In sin 换言之 5 y = \nu.u = sin x. 依法则 ^ ^ y x — Vu 9 u， x ^ 导数 yL 


(In w) 


U 


U 


( 公式 5) 应当对 u = sinx 来取.这样 


Vx 


sinx 


sm x 


/ 


COS X 

sin x 


ctgx 


7) y 


\/l + x 2 , 即 2 /二 vi 式中 u = 1 + x 2 ; 依法则 V ， 


(公式 6) 



2 V 1 



x 


2 


(1 + X 


2 


X 






• 2 


( 公式 3, 例 1) 
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S) y = e x ，即 y = e' 式中 ？ i = x 2 ; 

y x = e x • (x 2 y — 2x - e x . 

当然，把被叠置的函数各别地写出来在事实上没有这种必要 . 

9) y = sin ax\ 


/ 


Vx 


cos ax 、 (axY — a - cos ax. 


10) y 


(x 2 + x 



l ) n ； 


Vx 


f / 2 i I i \ 7x — 1 / 2 


mx 



a: + 1) 


(x + x + I)’ 


n(2x 



l)(x 2 + x 4 - 1) 


n — 1 


ii ) y 


2sin x . 


Vx 


sin x 


• in 2 • (sin x) f = In 2 * cos x - 2 


sin x 


12) y — arctg—; 

X 


/ 


Vx 


2 


i + [- 

X 




X 


2 


+ X 


2 


X 2 



X 


2 


碰到几层叠置的复合函数，就要毫无遗漏地逐次应用法则 V 


13) y 





tg-a ；; 于是 



2 



tgf 


( tg D : 


2 



tg 2 X 


2 

sec -x 

2 


f 


2 X 


sec 2 -x 

2 


X 



4wtg-x 


14) y 




e sl 


in 2 i 


在这情形 


/ 

Vx 


e sin2 i 


/ 


sin 2 




X 



2 

sin 一 r\ _• 一 

e x * 2 sin — 

X 


/ 


sin 


x 


X 


e sin2 圭 ♦ 2sin 二 ， cos 二 


X 


2 


X 

2 - 2 
• ^ sin 

sin — • e 工 

X 


X 



/ 


x 



再举几个例题来应用一切的法则 


15) y 


sho: 


e x — e 一工 


2 


e x + e 

~~ Y 


y 


/ 


2 


- (6 


— 0 ： 


) L ] 


X 


chx 


(V;4 及 3), 

(V;7 ， l ， 2)‘ 

(V;3 ，」 l). 

(V;4,6) 

(V;12,3). 


(V;3) 

(V ： 8) 


(V;4) 

(V;3) 
(V ： 6) 
(V; 3) 


99 


§1. 导数及其求法 


• 169 • 


反之 ，若 ？ / = ch A 则 y = sh t 最后，同 4) 那样，很易得出 

^ y = th. x — 丰 ^ ，贝 1 i 2 / 


又若 y 


ch x 


cth a; ， 贝 |J y 


ch 2 x 1 


sh 2 


x 


16) y 


log(x + \JX 


2 



1 ); 



X 


+ yx 2 

1 



1 


{x y X 


2 




X 


1 


X 







Vx 


2 



yx 2 



这结果亦可以从别的想法得出 . 我们已在 49, 4) 内看到，函数 ^ = \n(x + V^+T ) 就是函 


数 


x 


sh y 的反函数；因此 [94; 例 15; 48, 6°: 



1 


X 


y 


chy 


一 12 " + 


yx 


2 



17) y 


X 


a 2 vV 2 + a 2 ’ 


\Jx 2 + a 2 — x 


X 


/ 


y = 


\/x 2 + a 2 


1 


a 2 


(\/x 2 + 2 2 ) 


2 




2 



a 2)3/2 


o 、 - 2 2： 

18 ) y = 2 arctg r^ 


(—1 < x < I); 


1 • (1 — a; 2 ) — x - (—2a:) 

(1 - a ^ 2 ) 2 


/ 



2 


i + 


2 x 


2 


■ 2 • 


— X 


2 



X 


2 


19) y 


1 


VF- 


ln 


\Jax b _ \/b 


ac 


ac 


v 


ax 


+ 6 + y/b — clc 


( 我们假定： b- ac> 0); 


y 


/ 


l 


Vb 


ac 


a 


a 


2^/ax + b 


2 \/ax H - ^ 


yax-Yb — ^/b — ac yax^rb + \/b — ac 


(x + c) \/ ax + b 


20) y 


2 


\/ac — b 


arctg 



ax ^rb 
ac 一 b 


( 此处假定 ： ac - b > 0 ); 


y 


/ 


2 


1 


a 


y/ac — b 


1 



o^ x + b sjac — h 2\/ax + b (x + c)\/ax + 


ac — b 


21) y 


1 


a sm rr 



yd 2 


arcs in 


b 2 


a + 6 sin x 


7T 7T 

<a;-- <x< - 


y 


/ 


l 


a/ a 2 — b 2 



^ a sin x + 6 
a + 6sin x 


2 


x 


a cos x • (a + 6 smx) — (a sin x + b) • b cos x 

(a + bsinx) 2 


a + 6sinx 
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22) y 


x /6 2 


a 


2 


log 


6 + a sin x — yb 2 — * cosx 


2 


a 


b sin x 


(| a | < 问) 


y 


t 


VW- a 2 


COvS X 


a cos x + yb 2 — a 2 sinx 
6 + a sin a; — yjb 2 — a 2 cos a; a + 6 sin x 


a + 6 sinx 


23) 作为一个习题，我们再来研究关于幂指数式 y = u v (u > 0) 的导数的问题，式中 u 及 v 


是: r 的函数，并在所给点有导数 u\v\ 

把等式= V 取对数，就得 


Iny ~ v • Inu. 


⑹ 


这样， y 的表达式可以改写成为 y 


e 


V In u 


，由此已经很清楚， 导数 y ’ 存在.它的求法还可以更简 


单地做出，就是使等式 （5) 两边的关于: r 的导数相等.这时我们利用法则 V 及 111( 记住 u , v 及 
y 是 x 的函数），就得到 


/ 


—y ~ v ^ \nu-\- v ^ — • u\ 

y’ u 


由此 


/ / VU 

y = y 

U 


t 


In w ) ， 


或用？/的表达式代换它， 


V 


/ 


U 


U 


⑹ 


这公式是莱布尼茨和 X 伯努利 (Johann Bernoulli) 首先建立的. 


例如，若 y 


x 


sin 


，则％ 


X 


sin 


sin x 


X 


十 cos x • \nx 


24) 假定函数 f ( x ) 有导数 f ( x ), 写出下列函数的关于 2 ：的导数式 


( a ) sin /( a ;), (6) e f(x \ (b) ln/(x )， 


并写出下列函数的关于 （ 的导数式 


( r ) f ( smt ), ( A ) /( e ”，（ e ) /( In ”. 

答： （ a ) cos f ( x ) - f ( x ); (6) e f(x) . /’(x); (b) 

/ ⑻ 

( r ) f ( smt ) ^ cost ] ( a ) / • e fc ; ( e ) / '( Ini ) - 

关于最后的三个例题 ( f ),( a ), ( e ), 请读者注意，记号 f ( .…） 表示函数 /( a :) 关于它所依赖的变元 
X 的导数，但在这变元的数值各为 x ^ sint . e^lnt 0^, /( …）已经依赖于 i 了.参阅 72 目6。 
的脚注. 

25) 函数 f ( x ) 是在关于0为对称的区间内定义的，若 f (- x ) = f ( x ), 它就称为偶 函数； 若 

/(- X ) = -/ ⑷，它就称为奇函数(偶函数的例子，如偶次幂函数 / j 4 , …，以及 cost ch %奇 
函数的例子，如奇次幂函数 x , X 3 , * * * , sino ;, shx .) 

试证明，偶函数的导数（假如存在）为奇函数，而奇函数的导数为偶函数. 

26) 求出函数 2 / = In |;r | 在 : r ^ 0时的导数. 

在 : r > 0时，显然^今将指出这公式在 z < 0时仍为适用.实际上，把函数 


y ~ In x 


— \n(~x) 
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当作复合函数而求其导数，那么，在这种情形，就亦有 


f 

V 


7(— 1 卜 






X 


27) 考察曲线 

y = ax n (n > 0). 

在其上某一点 ( x , y ) 处的切线的斜率是 [91-92]: 


tga 二2/ 


nax u ~ l 


由图40看出，线段: TP (所谓“次切距”）等于 


TP 


V 


ax 


tga 


nax 


71 


X 


n 


利用这事实可得到切线的简易作图法 (91 的结果的推 J 
28) 对于曲线(:“悬链线” 


V 


a ， ch-(a > 0), 

a 


用相似的方法，得 





tga — y f = sh — . 

a 

在这次定义（设想0； > 0) 


cos a = — t i 

\/l + tg 2 a 



于是 y . cos a — a . 若从纵标 y = DM 的足 D ( 图 41) 作 

切线 MT 的垂线 DS ， 则线段 DS 就等于 a . 由此再推得 
在所考察的曲线上作切线的简易作 图法； 把纵标 DM 当 
作直径作一半圆，以点 D 为中心， a 为半径截取交点次 
直线 MS 就是切线. 

29) 设质点沿着一轴在某一中心点的附近依下列规律 
而振动： 


S = A ' sin ( u;t + < y ) ( A ， u ) > 0). 

这种振动称为简谐振动； A 是它的振幅，是频率， a 是初 
相. 



1 41 



取路程 S 关于时间 t 的导数，求得运动的速度: 


v = Alo - cos(ujt + a ). 


当 S = 0,即点经过中心时，速度达到最大的数值士 Aj . 反之，当点的位置离中心最远时 （S = 士 4) 
速度 r = 0. 
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求 ^ 关于 t 的导数： 

a = —Auj - sin(d 十 a) 

给出点的运动的加 速度； 显然 

a = 

由此，引入动点的质量 m ， 依牛顿定律，若简谐振动是由于力 F 的作用而发生，则这力 F 可表示 
为： 

F = —mu) 2 - S. 

由此看出，它永远指向着中心（因为有与 S 相反的符号 ) ，并与点离中心的距离成比例 . 

30) 依规律 

S = Ae~ kt sincjt (A, > 0) 

而发生的运动称为阻尼振动，因为有因式 e- kt 存在，虽则质点也在中心点附近作振动，但总是逐 
渐趋向于和中心点 重合： 

lim 5 = 0. 

t 一 oo 

在这种情形 

v 二 S [二 Ae~ kt (cj - cos uot ~ k ■ sinaj^) 

又 

a = v[ = —Ae~ kt (lj 2 sin ujt + 2uk - cos ut — k 2 - sin cot). 

再在括号内引入士 /c 2 •sina^ 在明显的变形以后，就得 

a— —Ae~ kt [(uj 2 + k 2 ) smut + 2k(tJ * cos cot — k • sina^)] 

= —(uj 2 + k 2 ) ， S — 2k 、 v. 

若这种振动是由于力的作用而发生 ， 则 F 等于 

F = —(lo 2 + k 2 )m - S — 2km - v. 

我们看出，它是由两种力： 1) 与质点离中心的距离成正比且指向着这中心的力（同在调和振动的 
情形一样），及 2) 与速度成正比且与速度方向相反的阻挠运动的力，相加而成的 . 

100 . 单侧导数 在结束这一节时，我们来考察一些关于导数可能产生的特殊情 
形.先从 建立单侧导数 的概念开始.若所考察的数值 z 就是函数 y = /( a ：) 的定义 

区间％的端点 之一 , 则在求比式$的极限时，接近于零就仅限于从右（当讲到 
区间的左端点时）或从左（右端点日 I ) . 在这种情形若极限存在，就称为右导数或左 
导数.函数的图像在对应点处就有单侧切线. 
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也可能碰到，在内点 x 处比式^仅各有单 


7 ] 


侧极限存在（在 Ax 


— ^ 


+0或 Ax 


0时），且并 


M 


不 相等； 它们也称为单侧导数.函数的图像在对应 

点处将仅有两单侧切线存在，它们组成 一角； 该点 
就是角点彳图 42). 

考察函数 y = f ( x ) = x 作为 一例. 从数值 x = 0 


h 


作为一例.从数值 


0 


0 


A o 


出发，将有 


图42 


△y 


/(0 十 △: r) 


/( 0 ) 




/(△ 工 ) 


△ 



若 Aa ? > 0.则 






△ a ;， 


lim ^ 
Ax—>0 /\x 


又若 △: r < 0,则 




— Ax , 


lim ^ 

△ x 一 o Ax 



象限角的分角线所组成，原点就成为角点. 


101. 无穷导数 


若賴的比式 盖在心 


0时趋于 + oo (- oo ), 则这一广义 


的数也称为导数（且像通常那样表示着）.单侧无穷导数的概念也可类似地建立起来. 
导数的几何说明（作为是切线的斜率）也可推广到这一 情形； 但在此处，切线是平行 
于 2 /轴的（图43, a , 6， b ， r ). 


在 （ a ) 及⑹的情形，这导数各 


等于+00及 


oo ( 两个单侧导数符号 




⑻ 


⑹ 


⑻ 


(「) 


相同 ；I ;而在 ( ； B) 及 

侧导数符号相异. 

例如，设 /l ( x ) 
95的公式3给出 



) 的情形两个单 




: ri ; 在 x / 0时， 


fi ( x ) = - x ~3 = 









O 


但它在 



0 时是不能用的.我们要求 


在这点处的导数，就应直接从斤数的定义出 
发； 作比式 


图43 


/i(0 + Ax) — /i(0) 


Ax 


(△工 ) 

Ax 


Ax 


我们看出，当 


0时它的极限就是 +00. 同样可以相信，对于函数 f2(X) = d ， 在 


X = 


0时， 


左导数等于 -00, 而右导数等于 +00. 


应用导数概念的推广，可以补充 94 中关于反函数的导数的定理，指出即使在那 
种情形，即当 f ( xo ) 等于0或 oo 时，反函数的导数 g \ yo ) 仍存在，而且各等于 oo 


或 0. 例如，因为函数 sinx 在 a ; 


V 


±1时有无穷导数（就是 + oo ) 存在. 


+ |时有导数 COS [±\ 


0,故反函数 arcsiny 在 
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102. 特殊情形的例题 1°导数不存在的例题已经说过函数 2 / = |； r | 在点 z == 0处1参 
阅 100] 并无通常的双侧导数.但更有趣的是这样的例题，函数 

f ( x ) = x ■ sin ~(x ^ 0 时)， /(0) = 0， 

X 

在 X = 0 时也是连续的 [70,5)], 但在这点却连单侧导数都没有.事实上，比式 

/(0 + △ x )-/(0) /( Ax ) . 1 

- - r - = ―7- = sin 

Ax Ax Ax 


在 — ±0 时不趋于任何极限. 

由这函数的图像（图 24) 很容易看出，从原点 O 引出的割线 OMi ，在 M 趋于 O 时并无极 
限位置，因此曲线在原点处没有切线（即使是单侧的也没有）. 

在以后[第二卷]我们将再举一个值得注意的例题，一函数在变元的一切数值时是连续的，但 
在其中任何数值时都没有导数. 

2°导数间断的例题若所给函数 y = f ( x ) 在某一 区间％ 内的每一点处有有限导数 〆 = 
f ' x ) 存在，则这导数本身就也是内的： r 的函数 • 到现在为止，我们所碰到的例子内，函数 f ( x ) 
都是连续的.然而，这也可能并不如此.例如，考察函数 

f ( x ) =： X 2 - sin i ( a ; 7^ 0 时)， /(0) = 0. 

若 z 卢 0, 则用通常的方法就求岀它导数 

f ( x ) = 2 x - sin i — cos i , 

X X 

但所得的结果在: r = 0是不能用的.在这种情形，直接用导数概念的定义来 i 寸论，就有 


/，⑼ 


lim 

△: r — ►O 


/(Q + Ax )- /( Q ) 

A.t 


lim Ax - sin - 

Ax-^0 Ax 


0. 


同时，清楚地， f ' x ) 在 X — 0 时并不趋于任何极限，因此在 rr = 0时函数 f ( x ) 有间断. 

这对于任意的函数 

f ( x ) - x a - sin - (x / 0时)，/(0) = 0， 

只要2 > a > 1,也同样是真实的. 

在这些例题内，导数的间断都是属于第二类的.这并非偶然的事件：下面 [113] 我们将看到, 
导数不能有第一类的间断，即跃度. 


§2. 微分 

103. 微分的定义 设函数2/ = /( x ) 是在某一区间 i 内定义，并且在所考察的 
点仰 处是连续的.于是对应于变元的增量 Aa :, 函数的增量 


△y = A/(x 0 ) = f(x 0 + Ax) - f(x Q ) 


[103] §2. 微分 ■ 175， 

就随着 △: C 一同成为无穷小.现在提出一个非常重要的 问题： 对于是否存在着 

一 个关于为线性的无穷小 A ■ Ax ( A = 常数），使它与 Ay 的差是较△: C 更高阶 

的无穷小： 


Ay = A - Ax + o ( Ax ). (1) 

等式⑴在 >4 / 0 时成立就表明，无穷小 Ax 等价于无穷小△?/，也就是说, 
若取 Ao ; 作为基本无穷小时 [62,63], A * Ax 就可当作 Ay 的 主部. 

若等式 （1) 成立，则函数 y = /( x ) 称为（在所给数值 :c = 邱时）可微的，表达式 
A - Ax 就称为函数的微分， 用记号 dy 或 df ( x 0) 表示. 

(在后一种记号中，括号内的:表示: r 的初值 ®.) 

再重复一遍， 函数的微分有两个特性 < a ) 它是变元的增量 △: x 的线性 （齐次） 函 
数，并且 (6) 它与函数的增量相差一个数量，这数量在 Ax — 0时是较△: c 更高阶的 

无穷小 16 ). 

考察几个例子. 

1) 半径为 r 的圆的面积 Q 由公式 Q 二 Trr 2 所给定.若半径 r 增大 Ar ， 则数量 
Q 的对应增量就是在半径为 r 与 r + Z \ r 的两个同心圆之间的圆环的面积.由 
表达式 


△(3 二 7 r(r + Ar ) 2 — nr 2 = 2 irr - Ar + 7 r ( Ar ) 2 

立刻看出，在 Ar — 0时的主部是 27 rr • Ar ; 而这就是微分 dQ . 在几何意义上 
它表示底等于圆周的长 27 rr 而高为 Z \ r 的矩形的面积（好像是把圆环“拉直”所得出 
的矩形）. 

2) 类似地，半径为 r 的球的体积 V = ~ irr ^ 在半径增大 Ar 时获得增量 

o 




4 



7T 


(r + A 



3 


4 


-Tvr 



4ttt 


2 


4 


△r 十 47tt • (Ar) -f -7r(A 




L 


在 Z\r — 0 时它的主部显然是二 4 ttt 2 - Ar . 这是底等于球的表面积 4 irr 2 而高为 
Ar 的一块薄片的 体积； 它好像是由半径为 r 与 r + Ar 的两个同心球面之间的部分 
所展开的一般. 2 

3) 最后，考察质点依定律 s 二 f 的自由降落.在由时刻 t 至 t + At 的一段时 
间△(内，动点经过路程 


△ s = 坐^ —竽 △ 以 

2 2 2 

①此处 d / 是 一整个的记号， 表示函数 /( re ) 的微分. 

⑻用斜体字（中译本是用楷体字）印出的 （ a ) 与 （6) 两点一起构成了函数/在固 定点仰 微分 
的定义的拆开形式.我们要强调的是函数办= df ( xo ) 的定义域（如同所有的线性函数一样）是 
整个实直线见这意味着每一个实数 Arr 都对应着微分办的确定 的值； 这个值通过用公式 
dy =- A - Ax 表示，其中数 A 是线性函数 dy 的斜率. 
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当 At — 0 时它的主部是心=诉 • 回想在时刻 f 的速度是 1 ； =辦[90]，就看出，路 
程的微分（近似地代替着路程的增量）好像是质点在全部时间内就是用这速度 w 
移动着所经过的路程. 

104. 可微性与导数存在之间的关系 现在很易建立下列命题的正 确性： 

要使函数 y == f ( x ) 在点 . to 处是可微的，其充要条件是它在这点处有有限的导 
数 〆 = f ( x - o ) 存在.当这条件获得满足时，等式 （1) 就在常数 A 刚好等于这导数时 
成立： 


Ay — + o ( Ax ). 

必要性 若⑴成立，则由此 


Ax 


于是使△: r 趋于0,实际上就得出 



A = lim -— = y ’ ■ 

充分性 立刻可从96，1°[参阅那里的 (3 a )] 内推得. 
因此， 函数 y = f ( x ) 的微分永远等于 


dy = v'x 




⑺ 


在这里还需着重指岀，表达式内的 Ax 被我们理解为自变量的 任意增量 ，就是一个任 
意数（把它当作并不依赖于: r 常常更为方便）.在这时完全不必假定是无穷小， 
但假如 △: r — 0，则微分办也是无穷小，也（在0时）就是函数的无穷小增量 
Ay 的主部.这就使近似等式 

Ay = dy (3) 


获得根据，愈小则近似的准确度愈大.我们将在 [107] 内再回头考察近似等 
式 （3). 

为着要用几何图形说明函数# = / ㈤ 的微分办及它与增量 Ay 的关系，试考 
察这函数的图像（图 44). 变元的数值: r 及函数的数值 y 确定着曲线上的一点 M . 
在曲线上的这一点处引切线 MT ; 正如我们已看到过的 [92], 它的斜率 tga 等于导 
数 y ’ x . 若给横标: r 以增量△：/:，则曲线的纵标:卩就得增量 Ay = NMi . 同时切线的纵 


标就得增量把」 VK 看作直角三角形 MNK 的一直角边而计算其长度，就得出 


NK — MA r * tga = y f x - Ax = dy . 


® 很易验证，在前段内所考察的一切情形就都是这样组成微分的.例如，在情形 lh 就有 

Q = 7rr\ Q f r — 2irr\ dQ = 2 ttt • Ar. 
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因此，当是曲线的纵标的增量时，办就^ 

是切线的纵标的对应增量. 

最后再讨论到自变量2本身：称为它的微分 
的就是增量 Az , 即约定 

dx — Ax 17 \ (4) 

假如把自变量 Z 的微分认为就是函数 y = . T 的"" 

微分（这同_也是一种约定），则公式 （4) 也可以 图44 

证明，根据⑵： dx ~ x f x ' Ax = 1 - Ax = Ax . 

利用约定式 （4) ，现在就可以把给出微分定义的公式 （2) 改写成为 



dy = y x - dx , 


⑸ 


我们通常都把它写成这种形式 18) . 

由此得 


y’ x 


dy 

dx 


⑹ 


于是，我们以前把它看作整个记号的那个表达式，现在就可以当作分数来处理了.读 
者不要因为在等式左边放着完全确定的数,而同时在右边却有着两个不确定数办及 
办(因为 dx = Ax 是任意的）的比式这一情况感到困惑：要知道也及办本是比例 
地变动着的，而 导数义 刚好就是比例系数. 

微分这一概念及“微分” ® 这个术语源于莱布尼茨，虽然他并不曾给出这概念的 
准确的定义.莱布尼茨在考察微分时，同时亦曾考察“微商”，即两个微分的商，那就 
相当于我们的 导数; 然而对于莱布尼茨，微分却是原始的概念.从柯西用自己的极限 
理论创立一切分析的基础，并且首先明确地定义导数是一极限以后，分析的研究通 
常就从导数出发，而微分的概念已经是从导数的基础上建立起来的了. 


105. 微分法的基本公式及法则 函数的微分的求法称 为微分法 因为微分 

dy 与导数 < 只相差一个因子血,故由初等函数的导数表 [95] 很易做出它们的微分 


①由拉丁文 differentia 得来.表不“差”. 

@而且通常亦用这术语表示导数的求法，这在俄语上并无特殊的术语.在多数的外国语中，对于 

这两种运算的表 7 K 法存在着两种不同的术语；例如，法文中就分别为 derivation 及 differentiation . 


17 ) 公式 （4) 意味着办是自变量 Az 的函数,更确切地说是 Az 的线性函数，其斜率为 1. 

18) 这里请读者注意办的表示法的某些特点.这个（传统的与方便的）表示有某些 缺陷： 它没有 

指出函数的微分是在哪一点取的.与此相应 5 办的值实际上依赖于两个参数：在其处考虑微分的 
点％以及增量即办= dy ( x ' Ax ). 当这两个参数之一固定时，咖变成另一参数的函数，到目 
前为止，仅仅利用了符号办的一个解释——作为 Ax 的函数，然而同一符号的第二个解释 
当 △：!： 固定时 作为: x 的函数——同样重要（例如，当定义高阶微分时，它有重要的应用）. 
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表: 



y = e x 

4. y = log a x 

y ~ In x 

5. y = sin x 

6. y = cosx 

7. y = tg . x * 

8. y = ctgx 

9. y = arcsin x 

10. y = arccos x 

11. y = arctgrr 

12. y = arcctg.T 


dy 

dy 


e 


X 


dx 


log " e * cb 


dy 

dy 

dy 

dy 


dx 


x 


x 


cos x ■ dx 
sin x • dx 


sec 2 x - dx 


dx 


cos 2 x 


dy 


CSC 


2 xdx 


dx 


dy 


dx 


sin 2 x 


vl — x 1 


dy 


dx 


\/l — x 1 


dy 


dx 


1 



x 


2 


dy 


dx 



x 


2 


微分法则① 就是： 

L d ( cu ) = c - du , 

II . d(u 士 u ) = chi 土 dv , 

III . d ( uv ) = u • dv + v ■ du . 



v ■ du — u 、 dv 

v 2 


® 若说及的正是微分的求法 . 


[106] 
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它们都能从对应的求导数法则容易地推出，例如，我们证明后面的 两式: 


d(u • v) 


d 



(u * v), • dx = (u f ■ v + u • v f )dx 
v • (u’ • dx) + • (i/ ■ dx) = v ■ du + u ■ dv. 



u’v — uv’ 



• dx 


v 鲁 [v! 、 dx) — u • (?/ • dx) 

v 2 


v ■ du — u • dv 

v 2 


106. 微分的形式不变性 复合函数的微分法则，使我们得出微分的一个显著而 
重要的性质. 

假设9二 /(㈡ 及 x 二 *) 是这样的两个函数，从它们能组成复合 函数； 以= 
/((P ⑴). 若导数]/ x 及 x f t 存在，则依法则 V [98], 亦存在着导数 


y’t 二 y’x • x ’t • ⑺ 

若把0：当作自变量，则 微分办 可由公式 （5) 表示.现在改用 t 作自 变量； 这样 
假定之后，就有微分的另一表达式 


dy = y [- dt. 


然而，若用表达式 （7) 代换导数‘并注意到< •出是 . x 当作 （ 的函数时的微 
分，最后就得出： 

dy = y f x . x ; t dt = %j x - dx, 


即又回到微分的原来形式！ 

这样，我们看出， 微分的形式即使在原来的自变量换成新的自变量以后仍然可 
以 保持着 .我们永远可以把 y 的微分写成 （5) 的形式，不管 X 是否自 变量； 其差别仅 
在于，若选取 t 作为自变量，则 cb 并不表示任意增量△：!：，而是表示: r 作为 t 的函 
数时的微分.这性质就称为 微分的形式不变性. 


因为由公式 （5) 直接得出用微分血及办表示 导数义 的公式 （6) ，所以不论那 
些微分是依着怎样的自变量而求出的（当然，在第一种情形都是依着同一的自变量)， 


后一公式亦仍有效. 


例如，设以= Vl — x 2 (—l < x < 1)，贝 ll 




今假定工= sin, (—吾 < f < 吾).贝 ll ?/ = ~ sin 2 t = cost 而我们就有： cb 

cos t i dt, dy = — sin i * dt. 很易检验，公式 


V'x = 


— sin t - dt sin t 


cos t - dt 


cos t 
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不过给出上面已经求出的导数的另一个式子罢了. 

当2/对于: r 的关系不是直接给定，而是由 xRy 两者对于第三辅助变量（称为 
参变量）的关系所给 定时： 

^ w ⑴， y = 功 ⑴. (8) 

应用上述论点 以求^ 最为便利，今假定这两函数都有导数，而且第一个又存在反函 
数 t = 它也有导数[ S 3, 94]，很易看岀，那时 y 亦成为 X 的 函数： 


V 


娜 i 




/(>)， 


⑼ 


它也有导数存在.这导数的计算可以由上述的法则 完成: 



dy_ 

dx 


y[ - dt 

—— ~ - 

x’ t • dt 




v ;’ ⑷ 

V ⑴’ 


( 10 ) 


而不必重新建立 y 对于: r 的直接关系. 


sin y 


cost 


2 <t<： 2 


，则导数迖可以依前法确定，完全不 


^1 


例如，若 ; r = 

必应用关系式2/ = 

若把 x 及 y 看作平面上点的直角坐标，则对于参变量〖的每一数值，方程 （8) 就 

对应地给放上 一点， 这点随着 t 的变动在平面上画出一曲线.方程⑻就称为这曲线 

的 参变量方程. 

当曲线由参变量方程给定时，用公式 （10) 就可以直接依方程组 （8) 确定切线的 
斜率，而不必把 （8) 先转换成方程 （9) ;就是 



附注 依任意变量而取的微分可以表示导数，这一可能性，在特殊情形，就引出 


下面的事实：就是公式 


包 =丄 

dx dx 

dy 



dx 


dy du 
du dx 


原来依次表 7 K 在莱布尼茨记法下的反函数及复合函数的微分法则，而现在却已成为 

简单的代数恒等式了（由于在此处一切微分都可依同一变量取之）.可是不要以为这 

就给反函数及复合函数微分法公式的新的推导法.首先，在此处并没有证明等式左 

边的导数的存在，而且主要 的是： 我们基本上已应用了微分形式的不变性，而它本身 
却是法则 V 的推论. 


107. 微分是近似公式的来源 我们已看到，在△: r — 0时函数 y 的微分 dy ( P 、 
要< # 0) 是函数的无穷小增量 Ay 的主部.这样~ 〜咖 于是 


△々=办， 


(3) 
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或更详细些 


△/( 工 0) = /( x 0 + Ax ) - f ( x 0 ) = f (^ o ) - Arr. (3a) 

其不准确度是较 Ax 更高阶的无穷小.就是说 [62], 这等式的 相对误 差可以小到任 
意程度，只要△: r 充分小. 

考察一个简单的例子：设 y = z 3 .则 


Ay = (xq + Ax ) 3 - Xq = 3 o；o - Ax 4 - 3xq - Ax 2 4 - Ax 3 , 


而成为 Ay 的线性部分的（像我们在前面曾用普遍形式所确定的那样）实际上就是 
嚷分 dy = . Ax = y f x • 具体地假定： Cq = 2.3; 若取 △:?: = 0.1， 那么就有 




2.4 3 


2.3 3 = 1.657 R dy 



• 2.3 2 ■ 0.1 = 1.587, 于是由第一数换成第二数时的 


误差是 0.070, 而相对误差超过4%.在= 0.01 时得△々= 0.159391 及 dy 二 0.1587, 
听得相对误差已小于0.5%;在心= 0.001 时 5 相对误差小于0.05%,余依此类推. 

类似的状况亦可从图44中微分的几何说明直接看出.在图像上很明显地可以看 
出，若我们把曲线的纵标的增量换成切线的纵标的增量，则在愈小时这种替换的 
相对准确度就愈大. 


读者自能明了，把函数的增量 △?/ 换成它的微分办时,其好处在于办对于 Ax 
是线性关系，而 Ay 通常却是 A ： r 的很繁复的函数. 

若假定 △；!‘ = x - a ： c )， 而 xq + Ax = x ) 则等式 （3 a ) 的形式就成为 



或 


f { x ) = f ( x 0 ) + f \ x 0 ) - (x - x 0 ). 

依这公式，在接近于抑的 X 的数值，函数 /(X) 可以用一线性函数近似地来代 
换.在几何上，这对应于将邻接于点 ( x 0 J ( x 0 )) 的曲线 y = /(X) 的小段改以曲线在 
这点的切线的小段来代换，这切线表示为 

y = /Oo) + /’Oo).( 二 - 工 o ) ① 

(参阅图 44). 为简单起见，取 xo = 0,并限于 cc 的微小数值,就有近似公式： 

f (工)士 /(0) + / 7 (0) -x. 

①实际上，经过点 ( x 0 , yo ) 而有斜率 k 的直线方程是 

y = yo + - x o )] 

在切线的情形， 应置卯 二 f ( x 0 ),k = f ( x 0 )^ 
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由此，用各种初等函数代换这里的 fix ), 很易获得一系列的 公式： 

(I + xY 士 1 + " X ， 特别情形 \/1 十工 =1 4- 
e x = I -\- rr：, ln(l + a;) = sinx = x, tgx = x , 余类推 

(它们之中有很多是我们已经知道的）. 

再引入一些其他类型的近似公式的例子，它们也是根据等式 （3) 得来的. 

1) 设有两端悬挂着的有重量的线（电线，锚索，皮带），用 2 s 表示其长度，用 2 Z 表示跨度，用 
/表示垂度（图 45) ,则在求 . s 时经常应用着（近似的公式） 



现在把数 ffl /当作自变量，而把 S 当作/的函数.要求建立长度6、的改变量 As 与垂度/的改 
变 M △/ 之间的关系. 

把 As 换成心，就得 


■△/，由此， A /士 登知 'A 5 . 

例如，若能估计到电线由于温度或负荷所引起的长度的变动，就可以由此而预见到垂度的变 
动. 

2) 已知圆形电路（图 46) 作用于其轴上与中心 ◦ 距离： r 的单位磁极的 力是： 





此处 / c 是常系数， a 是半径.试求此圆形电路作用于沿轴放置的长度为的磁铁的力.这 
时算作在 iV 极集中着正磁量 m ， 而在 S 极集中着与它相等的负磁量 - m . 


一 m 



1 45 


m 46 



电流作用于磁铁的总力 F 可表示为： 

_ km km y A 

r = - ^ - 7 T — —km - A 

( a 2 + x 2 )i [ a 2 + (x + Ax ) 2 ] ^ 

用函数的微分代换它的增量（假定 Az 很微小)，就得 



F 


—kmd 



= 3 k • mAx 


x 

(a 2 + x 2 )S 
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108. 应用微分来估计误差 应用微分概念于近似算法中的估计误差，是特别方便而且自然 
的.例如，设数量: r 可以直接地度量或计算，而依赖着它的数量？/则依公式 y = f ( x ) 来决定.在度 
量数量^时通常发生误差它就引起数量 y 的误差 △?/. 由于这些误差是微小数量，可以假定 

匕 y = y f x ■ 

即用微分代替增量.设是 z 的最大绝对 误差； | Ax | < 在通常的条件下，此类度量时的误差 

限度是可以知道的）.那时显然可以采用 


Sy = yx ■ Sx . 



作为 y 的最大绝对误差（误差的限度）. 

1) 例如，设要确定球的体积，首先（用游标测径器，公差仪，螺旋测径器等）直接来量球的直 
径 D ， 再依公式 



计算体积 ！/. 

因为％ = Id 2 , 所以在这情形，根据 （12 ) , 




用前式除这等式，就得 


SV 

V 


3 


SD 

~D" 



因此由计算得来的体积的（最大的）相对误差比由量度得来的直径的（最大的）相对误差大了两倍. 

2) 设得到: r 时有一误差，则由 rc 而求它的以十为底的对数 y = \gx 亦就造成 y 的误差. 
在此处 yi = —(M - 0.4343), 于是依公式 （12) ， 

X 


Sy = 0,4343 • 


Sx 



这样 r 的对数 y 的（最大）绝对误差就单纯地依数 x 本身的（最大）相对误差而确定.反过来说 
亦正确. 

这结果有各种各样的应用.例如，借此可以获得关于常用的25厘米= 250毫米对数尺的准 
确度的概念，在放置瞄准器或读数时可能发生错误，例如在这一方或另一方错误 0_1 毫米，则在对 


数上对应着误差 


% = 


0.1 

250 


= 0.0004. 


由此，依我们的公式 


Sx _ 0.0004 
I 二04343 


二 0.00092 …= 0.001. 


读数的相对准确度在算尺的任何部分是相同的! 


3) 在依三角函数的对数表而求角^时发生这样一个问题，用正弦表或正切表那一种更为有 
利，假定 


yi = lg sin Lp 及 y 2 = lg tgip , 
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并且假定最大误差及知 2 是相等的（就说是，等于数标的末位数字的一半）.若用心 p 及心 
表示角#的对应的最大误差，则同上面 一样， 就得 


% 


M 


1 


snap 


■ cos (^) - 5 \^ps 


知2 


!‘ sec v — 


于是 


S2(p = Slip - COS 2 (p < Slip. 

由此可见，在对数值有同等的错误时，正切对数表所 
给岀的角比正弦对数表所给岀的角有较小的误差，因此用 
前者就是更有利的 

4) 作为最后一个例题，考察用惠司登电桥（图 47) 量 
未知电阻 y 的准确度的问题.在这时，把接触器 _ D 沿着 
刻度尺 AC 移动，直至电流计指出没有电流通过为止.确 
定电阻^/的公式是 



Rx 

y ~ 

a — x 



此处 a = AC，r = AD y R 是支线上的已知电阻, 

依公式 （12) ，就得出： 


石 y 




' Sx ; 


若在这等式两端各用等式 （13) 两端来除，就得 y 的（最大）相对误差的表 达式: 


Sy _ a - Sx 
y x(a — x )' 

因为分母： r (6 i - x ) 在工 = I 时达到自己的最大数值②，而在度量长度时误差可以当作是并 

不依赖于 x , 所以正是在 x 二 I 时相对误差达到最小数值.因此，为着获得尽可能准确的结果，设 

置电阻 H 时（用电阻箱）总要想法使得当电流消失时接触器的位置尽可能地更接近于尺 AC 
的中点. 


① 在这种算法时，我们假定角是用弧度表示着的.但是显然，不论量角度时用哪一种单位、结果 

总是正确的. / 

② 由明显的不等式 

2 a 2 / a \ 2 

x — ax + — = yx — -J ^ 0 

直接可得 

a 2 

x(a — X) < — . 

V ^ 4 


这就证明了我们的命题 
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109. 费马定理 知道了某一函数 /(. T ) 的导数 ./% T ), 往往就能作出关于函数 
f (X) 本身的性态的结论.在一目及下一目就将讲述这一类的问题. 

先证明一个简单的 引理： 

引理设函数 /(; r ) 在点处有有限导数.若这导数 f ; ( x Q ) > 0[//(： r 0 ) < 0], 则 
当 x 取右方充分接近于 x 0 的数值时就有 f ( x ) > f ( x 0 )[ f ( x ) < f ( x 0 )] : 而当 a ; 取左 
方充分接近于邱的数值时就有 f { x ) < f ( xo )[ f ( x ) > f ( xo )]. 

换言之，这事实表示：函数 f ( x ) 在点; To 处增大 （减 小). 若所考虑的是单侧导 
数' 例如右导数，则只有对于； r 。 右方的; r 的数值时，命题方才有效. 

证明 依导数的定义， 




在其中 







0 (限于这情形)，则根据[55, 2°]，能求出点的邻域 ( x 0 -<5 ^o + <5), 使 
r #吻时）成立 


/㈤ 


fM 


> o . 


X 


■T 0 


首先设吻 < x < x*o + <5, 于是 x - x 0 >0;由上面的不等式推得 /( 



] /0 
印 /( 工 





/(Xoh 又若 x 0 — 
f ( xo ). 证明已完毕 



X < Xq W \ 


则显然亦有 /( 



/( 工 0) 
/(工0) 




0 , 

0 , 


费马 （ P . Format ) 定理设函数 f ( x ) 是在某一区间疋内定义的，并且在这区间 


的内点 C 取最大（最小） 值. 若在这点处存在着有限导数 //( c ), 则必须 /( c ) 


0 ①‘ 


证明 为了明确起见，设 /( x ) 在点 c 处有最大值.假定 //( c ) / 0, 就可引出矛 
盾：设 f ( c ) > 0, 则当 x > c 而且充分接近于 C 时(依引理）就有/(工）> /( c ), 又若 
是 //( c ) < 0, 则当 X < C 而且充分接近于 C 时亦有 f ( x ) > /( c ). 在这两种情形， /㈦ 
都不能是函数/(4在区间 Y 内的最大值.所得的矛盾就证明了定理. 


回想[91， 92] 导数 y = f ( x ) 的几何说明是曲线 y = /(X) 的切线的斜率.导数 
f ， ( C ) 等于零，在几何上表示在这曲线上的对应点处切线平行于 Z 轴.图48使这情 
况显得十分清楚. 

证明内所应用的假定： c 是区间的内点，是很重要的，因为它使我们不得不同时 
考察在 C 右方的点和在 C 左方 的点. 没有这一假定，定理就不 成立： 若函数 /(X) 是 

①这命题当然仅是根据费马用来求函数的最大值及最小值的方法的要点而重新产生的(费马并 
不曾有导数的概念). 
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在闭区间内定义的，并且在这区间的 一端， 达到它的最大（最小）值，则在这端点的导 
数 /»( 若存在着）也可以不是零.建议读者去找寻适当的例题，这事实的几何说明 

见图 49. 



o 





图48 


O 


图49 


作为费马定理的应用，我们将证明一个关于连续函数的导数的有趣的定理. 

110. 达布 ( G . Darboux ) 定理 若函数 /(. t ) 在区间 [ a ， 6] 内有有限导数 © ，则 
函数 f ( x ) 必至少有一次取得介于尸⑷及 f { b ) 之间的每一个值. 

证明首先假定尸⑷及 fib ) 有不同的符号，例如 f { a ) > 0而尸⑹ < 0,要证 
明在 a 与6之间存在着一点 C , 在这点处导数等于零.实际上，从有限导数 /( a :) 的 
存在可以推得函数 /(a;) 的连续性[96, 2 。]， 于是依魏尔斯特拉斯第二定理 [85], /(⑷ 
在某一点 c 处取得最大值.这点 c 不能重合于 a , 也不能重合于6,因为根据预备定 
理 ，在 a 点的近处（右方 ） /㈤大于 /(a), 而在6点的近处(左方 ） /0_)也大于 f ( b ). 
因此 a < c < 6* 然后依费马定理，就得 //(c) = 0. 

转到普遍的情形，取位于广⑷及 f { b ) 之间的任意数 C ; 为了确定起见，设 

尸 ( a ) > C > f ( b ). 考察辅助函数 p ( x )= f ( x )- Cx ， 它在区间 [ a , 6] 内是连续的并且 
有导数 ^( x ) = f ( x )- C . 

因为=尸 ⑷ —C > 0,而 ^( b ) = f { b ) - C <0, 故依已证明的定理,有一 
点 c 存在 (a < c < 6), 在这点处 


= 0，即 

所证明的定理与柯西第二定理 [82] 很相似，根据柯西第二定理任一连续函数从 

一个数值变到另一数值时，必须经过全部中间数值.然而达布定理决不就是柯西定 
理的推论，因为连续函数的导数 f ( x ) 也可以不是连续函数. 

111. 罗尔定理作为微分学的许多定理与公式及其应用之基石的，有着下面的 
简单而重要的以罗尔 ( M . Rolle ) 命名的定理， 

® 这时我们设想在点 a 处存在着右导数，而在点6处有左导数.它们在以后简单地表示为 f ( a ) 
及 f ( b ). 

②在实际上，罗尔说出这命题时，仅是对多项式而言. 
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罗尔定理 设 1) 函数/( I )在闭区间 M ] 内定义着而且是连 续的； 2) 至少在开 
区间 ( a ， b ) 内，存在着有限导数尸 ㈤ ； 3) 在区间的两端点处函数值相等： f ( a ) = f ( b ). 

那么在 a 与 6 之间必能求出一点 c(a < c < b )， 使 f ( c ) 二 0®. 

证明 /(.t) 在闭区间内是连续的，因此，依魏尔斯特拉斯第二定理[85]， 
f ( x ) 在这区间内必有最大值 M 亦必有最小值 m . 


考察两种情形： 

1. M = m , 这时 /( x ) 在区间 [ a ，6] 内保持为常数：事实上，这时不等式 m < 
f ( x ) ^ M 对于一切 x 都变成 /(. T ) = A 1; 因此在全区间内尸 ㈤ 二0,于是可以取 

( a , b ) 内的任意一点作为 c . 

2. M > m , 我们知道函数必能达到这两个数值的，但因为 /( a ) 二/⑼，所以至 
少会在 a 与6之间的某一点 c 处达到其中一个 数值. 这时，从费马定理就推得，在这 


点的导数 f ( c )=0. 定理就已证明. 


用几何的语言，罗尔定理表示为：若曲线2/ = 
f ( x ) 的两端纵标相等，则在曲线上必能求出一点， 
此处的切线平行于. X 轴（图 50). 

注意，函数/ ㈤ 须在闭区间 [ a , 6] 内连续，且在 

全部开区间 （ a , 6) 内须有导数存在，这对于定理结 
论的成立是很要紧的.函数 /( x ) = x - E ( x ) 在区间 
；0, 1] 内除去在工=1时有间断以外满足定理的一 



切条件，但在（0，1)内处处都是 f ( x ) = 1. 由等式 

f{x) = X (o ^ x ^ 'Bl f(x) = ^ X ^l) 


a so 


所定义的函数，在这区间内除去当 X = | 时（双侧的）导数不存在以外它也满足定 
理的一切条件；可是导数 f ( x ) 在左半区间内等于+1而在右半区间内等于 -1. 

定理的条件 3) 也是很要 紧的： 函数 /(X) 二 x 在区间[0，1]内除去条件 3 )以夕卜 
满足定理的一切条件，而它的导数到处是 f ( x ) = 1. 

这些函数的图留给读者自己去画. 


112. 拉格朗日公式 转而讨论罗尔定理的直接的推论. 

拉格朗曰定理 设 1) /( x ) 是在闭区间 [ a ,6] 内定义着的而且是连续的， 2 )至 
少在开区间 （ a ,6) 内有有限导数// ㈤ 存在. 那么在 a 与6之间必能求得一点 c ( a < 
c < 6)，它满足等式 


m _ f(a) 





①当然，在 1) 内所假定的函数/ ㈤ 在 （ a ， 6 ) 内的连续性，已可从 2 )推得，但我们不论在此处或 
以后都不拟把定理的条件分解成互不相关的假定. 
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证明 引入辅助函数，它在区间[% 6] 内用等式 

F { x ) = f ( x ) - f ( a ) - f(b) ~ /(a) (^; - a ) 

o — a 

定义.这函数满足罗尔定理的一切条件.事实上，它在 [ a ，6] 内是连续的，因为它是连 
续函数 /( rr ) 与一线性函数的差 • 在区间 ( a 、 b ) 内它有确定的有限导数，等于 



最后，用 ex 和6直接代人，证实 F ( a ) - F (6) = 0,即 F ( x ) 在区间的两端点处具有相 

等的数值. 


因此，可以把罗尔定理应用于函数 F ( x ), 并肯定在 （ a ，6) 内有点 


F f { c ) = 0. 这样 



由此 
此即所要证的. 



存在，使 


已证明的定理也称为（微分学中的） 中值定理. 

罗尔定理是拉格朗日定理的特别情形；前面所作关于罗尔定理的条件 1) 及 2) 
的附注在此处仍为有效. 


转而讨论拉格朗日定理的几何说明（图 51) ，须指 
出，比式 

m - f ( a) —CB 
b — a AC 

是割线的斜率，而 f ( c ) 是曲线 2 / = f ( x ) 上横标 
X = c 的点的切线的斜率.这样，拉格朗日定理的论断 
就相当于：在弧上恒能求出至少一点 M ， 在这点 
处切线平行于弦 AB . 

已证明的公式 




o 






称为拉格 朗日公式或有限增量公式. 它显然在 a > b 时仍为有效. 

取在区间 [ a ,6] 内的任意数值: ro , 并给以增量△: r $ 0,以不致使它超出区间的 
范围者为限.当 Aa > 0时应用拉格朗日公式于区间[: t q ，xq + Az ]， 当< 0时应 
用这公式于区间 [x 0 + Ax.Xq). 这时介于: To 与仰+ 之间的数 C 可以表示为 


c = 十 <9 . Ax . 此处0 〈汐 < 1①. 

©有时说，0是“真分 数”； 但不要以为它一定就是有理分数，数0亦可以为无理数. 
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从而拉格朗日公式就可写成: 


/0 0 + Ax ) - f ( x 0 ) 

Ax 


f{xo + OAx ). 



或 

△/( To ) ‘= /(^o + Ax ) - f ( xo ) = f ； (xo + OAx ) - Ax (0 < 0 < l ). (2) 

这等式给出在变元的任意有限增量△: r 时的函数增量的准确表达式.它自然是与近 

似等式 [107, (3 a )]： 

△/( 工 0 ) = /( x 0 + Ax ) - f ( x 0 ) = fixo ) - Ax 


相对立着的，在近似等式里，只有当△: r 无限小时相对误差方才趋于零.由此就产 
生“有限增量公式”这名称. 

拉格朗日公式的缺点是在公式内有我们所不知道的数彡® (或 c ). 但这并不妨 
碍这公式在分析学内的各种各样的应用. 


113. 导数的极限 下面的附注就给出这种应用的有用处的例子.假定函数 /㈤ 
在区间 [ x 0 , x 0 ^ H ]( H > 0 ) 内是连续的，并且当 z >吻时有有限导数/， ㈦ .若存在 
着（有限或无穷)极限 


lim 

X ―> 工 Q + 0 



则在点: To 处 f ( x ) 的右方导数也等于事实上，在0 < 时 （ la ) 成立.若 

△: r — 0,则由于数量 (9 的有界性导数的变元 x 0 + OAx 趋于： r Q 于是等式的右端，随 
之而左端，就趋于极限圮此即所要证的.对于点的左方邻域也可建立类似的论 
断. 


作为例子，考察在区间卜1,1丨内的函数 


f ( x ) = xarcsin x 



若-1 < rr < 1,则依微分学的普通法则，很易 求出: 


f \ x ) = arc sin x + 




arc sin x . 


当 a : — 1 — 0 (x 

的） 导数： 


-1 + 0) 时这导数显然趋于极限 5 就是在 x = ± l 时也存在着（单侧 



上述的附注最常应用于下面的 情况： 由所求的导数式当 z 由这一方或另一方趋 
于 X0 时而趋于 +00(-00) 这一事实，就可作出结论，在点邱本身的对应的单侧导数 
等于 +00( — 00). 

①仅在少数的情形中我们可以确 定它； 例如，对于二次函数 /㈤= ax 2 + 6x + C, 很易验证 0 = I. 
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例如，若回顾 101 中考察过的函数 J \( x)=xiR f 2 ( x ) = x !， 则得 



因为第 一 式在 .T — ±0时趋于 + OC ， 而第二式在2： — > +0与: C — - 0 时分别趋于+00 
与- 00 ,故知 Mx ) 在点 X - = 0处有双侧的导数： + OC , 而 f 2 ( x ) 在该点处只有单侧 
的导数：右方的导数 +0O, 左方的导数 -00. 

由上述的论断就可推得，若有限导数 f ( x ) 在某一区间内存在，则它本身也必为 

X 的函数，且这函数不能有通常的间断或 跃度： 在每了点处，它或是连续，或是有第 
二类间断[比较 102,2°]. * 


114. 柯西公式有限增量的公式将依下列方式来 推广： 

柯西 定理设 1) 函数 f ( x ) 及 g { x ) 在闭区间 [ a , b ] 内 连续； 2) 至少在开区间 
( a ， b ) 内有有限 导数尸 ㈤ 及/ ㈤ ； 3) 在区间 ( M ) 内 g f { x ) ^ 0. 

那么在 a 与6之间必能求出 一 点 c(a < c < 6)，使 

f ( b ) — / ⑷ = /W D 

g ( b ) - g ( a ) g l ( c )' 1 


这公式称为柯西公式. 

证明首先将确定，等式左端的分母不等于零，因为否则，这表达式就没有意义. 
假若 9 ( 6 ) 二 g ( a ) ) 则依罗尔定理，导数 g f ( x ) 在区间内的某一点处就要等于零，这是 
违反条件 3 )的；因此 g ⑻一 g { a ). 


现在考察辅助函数 




/⑻-/⑷ 
g ( b ) - g ( a ) 


: P ㈤1⑷:‘ 


这函数满足罗尔定理的一切条件.实际上， F ( x ) 在 [ a ， 6 ] 内是连续的，因为 f { x ) 及 
g { x ) 都是连 续的； 导数 F \ x ) * ( a , 6 ) 内存在，就是，它等于 


F\x) 



，㈤ 


m 


/⑷ 


9 ( b ) 


9 ( o ) 


9’（工) 


最后，用 a 和6直接代人，得知 


F ( b ) 


0 . 由于这样，在区间 （ a ， 6 ) 内存在着 


点 c , 使 F ^ c ) 


0•即 


或 




/(6) - /(a) 
g ( b ) — g ( a ) 
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用 9 \ c ) 去除（这是可以的，因为 y ( c ) / 0)，就得出所求的等式. 

很明显地，拉格朗日定理是柯西定理的特别情形.要从柯西公式得出有限增量 
公式， 只需令 g ( x ) = X. 柯西定理常称为（微分学中的） 广义中值定理. 

柯西定理的几何说明亦同拉格朗日定理的一样.要使读者很容易地看出这点， 
换成另一种表示法：把 .T 换成^而函数改记为及 狀 t ). 若 t 在区间 [ a ,/3] 内变 

动，则柯西公式就 写成： 



今考察用参变量方程 


x ^ ( fit ), y = ^( t ) (a ^ 0) 


⑸ 


所给定的曲线.于是公式的左边在这里就表示着连接曲线两端的弦的斜率，而右端则 
表示弧上对应于 t = 7的那一点处的切线的斜率 [106, (11)]. 

附注 这些想法暗示着由拉格朗日公式导出柯西公式的可能性.推导的要点在 
于：如果不用参变关系式 （5) 而改用直接关系式 ; y = f ( x ), 则公式 （4) 显出是与 （1) 
有同等意义的. 
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115. 高阶导数的定义 若函数？/ = /( X )在某一区间 Y 内有有限导数 〆 = 
尸⑷, 则后者本身就代表 rr 的另一函数，于是可能遇到这函数在1内的某一点吻 
处也有有限或无穷导数.它就称为函数?/二 / Or ) 在该点处的二阶 导数， 并以下列记 
号之一来表示： 



例如，我们已在 92 内看到过,动点的速度〃是它所经过的路程 s 关于时间 f 的 

导数 : v 二皂， 加速度 a 是速度 v 关于时间 t 的导数 ： a = $. 这就是说，加速度是 

at at 

路程关于时间的二阶导数： a = 益. 

类似地，若函数 y = /(4在整个区间％内（即在这区间内的每一点）有有限二 
阶导数，则它在％内任意点邱处的有限或无穷导数就称为函数= /(4在这点处 

的三阶导数， 并记成： 
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用相似的方法由三阶导数可得出四阶 导数，等等. 若假定 ( n -1) 阶导数的概念 
已定乂过，且 (n — 1) 阶导数在区间 Af 内存在而且是有限的，则它在这区间内某一^点 


工0 


处的导数称为原来函数 


V 


/ ㈤ 的 n 阶 导数； 它的表示法，采用记号 


dx n 


y {n \ 


D n 




d n f ( x 0 ) 


dx 


n 


， / ㈤ (利)， D n f ( x 0 ) 


有时在应用拉格朗日或柯西的表示法时，可能需要指出依那种变量而取导数;那 
时它就写成下标的形式： 



其中 x 2 , r 3 ,.-- 是代替 lx ， m ， …的约定简写法.例如，可以写成 a = 

(读者明白，此处的整个记号 



可以看成是函数记号 

用这种方法，从一阶导数依次推到后一导数，我们就“归纳地”定义了 n 阶导数 
的概念.确定 n 阶导数的关 系式： 


V 


(n) 


y 


n — 1) 


也称为递推关 系式， 由于它可以使我们从 n 阶导数还原到 


n 


1) 阶导数. 


n 阶导数的求法，在已给定 n 时，就依读者所已经知道的法则及公式去进行.例如，若 


^ - 4 丄 3 | o 2 ■ 4 

^ = 2 x ~6 x +2x m ， 


则 


y 


f 


2x " - 




3, 


y 


// 


6x 2 一 rr + 4 ， y"’ 


IV 


12a;- 1, y- = 12, 


于是以后的各阶导数都恒等于 0. 

或设 


V 


ln(x 





2 



1)； 


贝 L 



X 


m 


[x 2 + 1 ) 邊 


2x 2 - 1 
(^ 2 + 1)4 


等等. 


须指出，关于高阶导数亦可以归纳地建立单侧导数自财既念[参阅 100 ]. 若函数 

y = f ( x ) 仅在某一区间 y 内定义着，则当说及它在区间的端点的任意阶导数时，总 
是指的单侧导数. 
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116. 任意阶导数的普遍公式 一般说来，要计算任何函数的 n 阶导数,必须预 
先求出前面一切阶的导数.然而在有许多情形，却能顺利地建立 n 阶导数的普遍式， 
它直接依赖着 n ， 而不再包含前面各阶导数的记号. 

在推导这种普遍式时，下列公式有时是有用处的： 

卜 ) (n ) = c ‘ u in \ (u± v) (n) = u (n) ± v {n \ 

它们是读者所已经知道的 97 中法则 I 及 II 推广到高阶导数时的结果.逐次地应用 
这些法则，就很容易得出它们. 

1) 首先考察幂函数2/ = ^,其中是任何实数.我们依次有 

y ; = - i ),’ 2 ， 

y n, = 11(11 — 1)0 — - 3 ,… 

由此也很易看出普遍的 规律： 


y {n) = — i )... (m — 几 + 

但严格说来，它必须再加证明.为此，可利用数学归纳法.假设在 n 的某一数值时这 
公式是对的，再微分它 一次， 我们就 得到： 

[/ 叫， = ySb — 1) … 〜 一 n + 1) [，- Y 

= — 1) … (p — n + 1)(M — n):r " _ ( n+1 )， 


因此，如果我们的公式对于 n 阶导数时是对的，则对于 ( n +1) 阶导数也是对的.由 
此也就推得它对于一切自然数 n 的数值是正确的. 

例如，若取 / i =- l , 则得 





X 





(- l ) n . n ! 


而在 /X 



时， 



余依次类推. 

I 

® 记号 n !! 表示自然数的连乘积，这些自然数不超过 n 并且每两数间的差都是二，例如 \ 


7 !! = 1 ■ 3 ^ 5 * 7 , 10 !! = 2 ■ 4 ♦ 6 • 8 ♦ 10 . 
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当 / i 本身是自然数 m 时，则 xm 的阶导数已经就是常数 m !, 而一切以后的 
导数就都 是零. 由此，明显可知，对于 m 次整多项式亦有相似的情况. 

2) 对于略为普遍的一些式子 

y 二0 + bxY ( a , 6 =常量） 


仍旧很容易 求出: 


y ( n ) = "(// — 1) ■ ■ • (/i — n H - 1) ■ 6 n • (a + bx ) fl ~ n . 

特别情形，同上面那样，得出 

/ 1 \ (n) — (― l ) n n !6 n / 1 \ (n) _ (- l ) n (2 n - l )\\ b n 

\ a -\- bx ) (a H - 6 x ) n+1 ' V \/ a + Tx / 2 n (a H - bx) n \/a + bx ' 

3) 今设 y = \n x . 首先有 

v ' = (In a :)' = 

x 

由此式依 1) 内的对应公式取 （n - 1) 阶导数，在它里面把 n 换成 n -1; 那时我 


们亦就得出 



4) 若 y = a x ，贝 IJ 


y ’ = a x - In a , y ’’ = a x ‘ (In a ) 2 , - - . 


普遍公式 

很容易用数学归纳法证明. 

特别情形，显然有 

5) 假定 y 二 sin x ; 则 


y (n) = a x - {\ na) n 



e 


X 


y f = cos x , y " 二一 sin 工， y' n — — cos x , 
y lv — sin x : y v = cos . t , …. 


由这一途径去求 n 阶导数的普遍式是比较困难的.但若把一阶导数的公式改写成 
y ' = sin (^ + I ),事情就立刻简单 化了； 很清楚的，每微分一次以后，就只要在变元 

上加一个 L 于是 


(sin x 



sin hr + n ■ 
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类似地又可得出公式 

( cosx )( n ) = cos 

6) 考察函数2/ = ―2 -把它表示成为 

x z — a 1 

_ 1 / 1 1 \ 

^ 2 a \x — a a ; 4* a / 

我们就有利用例 2) (以及在开始时已经就指出的一般法则）的可能性.最后， 

/ 1 、( n ) — (- l) n n! [ 1 1 _ 

Vo : 2 — a 2 ) 2 a _ (x — a ) n+1 (x + a ) n+1 _ 

7) 在函数 2 / = ， sinbx 的情形，我们将利用更巧妙的方法.就是，有 

y = ae ax sin bx + be ax cos bx ; 



若引入由下列条件所定义的辅助角 

. b a 

smg? = = ■ cos (p — - 

y/a 2 + b 2 ， Va 2 + b 2 

则一阶导数的表达式就可以改写成 


y — ^ a 2 + b 2 • e ax * (sin bx • cos cp + cos bx - sin cp ) 
= a 2 + b 2 - e ax - sin (6 x + ( p ). 

重复地微分，很易根据数学归纳法而建立普遍的规律 


V 


n) _ / 2 


a + 6 2 )号 • e ax - sin(bx + rup ). 


8) 再讨论函数 y = arctgx . 首先让我们设法用 y 表示 y 因为 a : 


_，故 


V 


/ 


1 X 


2 


2 . / 7T 

cos y = cosy - sin ( y + — 

△ 


再关于 a 而微分它（并记住 y 是 z 的函数），则得 


V 


// 


7T 


sm y * sm I y + - 


+ cosy - cos 


( y + \ 


• y 


/ 


cos 2 y - cos 


卜 1 


cos 2 y - sin 2 (y + ^ 


又一次的微分给出 


y 


m 


—2 siny ^ cosy • sin2 ( 沒 + 要） +2cos 2 y - cos2 fy + g 

Ld 


•y 


/ 


2 cos 3 y - cos (3 y + 2 


7T 

2 


2 cos 3 y - sin 3 


y + 


71 

2 


普遍的公式 


y 


(n) 


丌 


(n — 1)! cos y • sinn (?/ + — 



可由数学归纳法证明. 
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若（在 x >0 时）引入角 


2 = arctg — 

x 


7T 

2 


V 


则这公式可以改写成 


V 


(n) 


(72-1)! 


1 


(1 + X 


2 


n 

2 


sirm( / 7r — z) 


或最后， 


V 


(n) 


(― 1) 


Tl — 1 


n — 1)! 


(I + x 


2 ^-sinnarctg- 


9) 最后，可作为一个练习题来建立公式 


D n {x n ~ l e-) 




71 + 1 


X 


(n 



它在 n = 1及 n = 2时的正确性可以直接验证 • 现在假设，它对于 n 的一切数值，直到 n > 2的 
某一数值为止都是对的，要证明它当 n 换成 n + 1时仍旧也对①.为这目的，考察表达式 


D n+1 (x n e ^) = D n [D(x n e^) 



D 


n 


ux n 一 1 e 


x 




- D[D 


n —1 




应用我们的假设，可以改写这表达式为 


D 


n +1 / n 

x e 


n 


(- i ) 


n 



X 


71+1 




n 


e 


x 


n 


l ) 


n+1 



n+2 


X 


这就是我们所要证明的. 

因此，这公式对于一切自然数值 n 时都是对的. 


117. 莱布尼茨公式我们在前一目开始时曾指出97的法则 I 及 II 可以直接 
移用到任意阶导数的情形.但处理关于乘积的导数的法则 III 却较为费事. 

假定是 z 的函数，且各自有直到 n 阶为止的各阶 导数； 我们将证明这时它 
们的乘积 y = UV 亦有 n 阶导数，并将求出它的表达式. 

应用法则 III 逐次微分这 乘积; 我们就求出： 


y / = v!v + uv \ y ,f = u f v + 2 u / v , + uv n , = u n v + 3 W + Zuv ,f 4 - uv f " 、… 

很易看出导出一切这些公式的规律：它们的右边使我们想起二项式的各次幂^ + 
v ^( u ^ v)Mu + v ) 3 r - 的展开式，只把的各次幂换成对应阶的导数罢了.若 
在所得的公式内把写成其间的相似性就更为完全.推广这一规律到 

® 请读者注意数学归纳法在应用上的这一独特的 形式; 实际上（参阅下面的课文），我们将利用 
这公式在 n 及 71-1 时的正确性. 
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任意的 n 的 情形， 即得普遍的公式叭 


n 


y 


(n) 


UV 



n) 




u 




V 


i=0 


u^v + nu( n 一 ^v’ 



n(n 



•2 


u {n ^ 2 ) v n + 



n(n — 1) 


■ » 



i + 1) 



以 ( n _ v《）+ 


蠡 ■ ■ 


+ uv 


(n) 


% 


⑴ 


要证明它的正确性，可再运用数学归纳法.假设对于某一 n 值上式是对的.若 
函数的 （n + 1) 阶导数也存在，则可以依 x 将上式再微分 一次; 我们 就得： 


71 


V 


(n+l) 




u 


— i ) 


V 



0 


n 


n 




u 







u {n-i) v {i+l) 


i =0 


i=0 


今将合并在最后两个总和内含函数％!；的同阶导数的各个乘积（很易看出，在 
每一乘积内，导数的阶的总和始终是等于 n + 1). 乘积⑼仅包含在第一个总 


和内（在 i = 0 时）； 在这总和内，它的系数是 ㈡ 



完全与此相同， u ( c M 〃 +1) 仅 


包含在第二个总和内（有序号 z = n 的项），它的系数是 



n 


i . 包含在这两个总和 


内的其他的一切乘积，它们的形式是并且1 < /c < n . 每一个这种的乘 
积，在第一个总和内能遇到（有序号 i 二 A : 的项），在第二个总和内亦能遇到（有序号 


k 


的项）.对应的系数的和是 Cf 



C k n 


一 1 


. 大家都已经知道， 


^ + ^- 1 



n+l ■ 


这样，最后求出: 


n 


y 


(n+l) 


W (n+1 、 (0) 





n+l 


u [(n^l) — k] v (k) / ^(0) /J ,(n+l) 


V 


k=l 


n+l 




n+l 


U 


[(n+l)-/c]^(fc) 


V 


5 


k~ 


①记号 s 表示同一类型的诸项的总和.当这些项都依赖着一个标数，而这个标数是在确定界限 
内变动着时，这些界限就必须（在下面及在上面）指示出来.例如 - 


n 




ao + ci\ 


• 4 钃 


+ dn 


0 



等等. 
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因为 0 +] 二 c^l = 1. 

我们已得到， +1 )的表达式，它完全类似于表达式 （1)( 仅 n 换成 n + 1) ;这样 
就证明了公式 （1) 对于一切自然数值 n 的正确性. 

已建立的公式 （1) ，称为莱布尼茨公式.在推求 n 阶导数的普遍式时，它经常是 
有用处的. 

须指出对于许多因子的连乘积 y : uu …纟的 n 阶导数，也可建立这样的公式; 
它与多项式的幂（^ + w +…+ t 广的展开式相类似. 

118. 例题 1) 用莱布尼茨公式 （1) 求 

(x 2 ^ cos a:r)( 50 ) 


的导数.令 r 


X 


2 



cos ax . 那时 


u 


㈦ 


a 


k 


cos ax 


k 


7T 

2 


v 


/ 


2 x ^ 


V 


u 




V 


m 


V 


IV 



这样，在公式⑴内除去首三项外，其余各项都等于零，于是我们就得到 


uv) 


(50) _ 50 / , crn ^ \ , 50 49 

x * a • cos I ax "4~ 50 * — 1 ― • a 

50 - 49 48 ( 丄 川 丌 

-• 2 • a • cos (ax + 48 - — 

* 2 V 2 

48 r / r\ a r\ 2 2 


cos ( arc + 49 


7 T 

2 


a [(2450 — ax) cos ax — lOQax - sin ax 


2) 冋到116, 7)， 现在我们就能够由莱布尼茨公式直接得出函数 


ax 


y 二 e • sin bx 


的 n 阶导数的普 遍式: 


V 


(n) 


e 


ax 


sinbx f a 


n 


+ cos 6 x I na r) ^ l b 


n(n - 1) n — 2 飞 2 

— ~~—^a n z b 2 + 
■ 2 

n(n — l)(n — 2) 

12*3 


a 


V 


3) 求函数 y = arcsina : 的 (n + 1) 阶导数的表达式 
首先，我们有 


V 


/ 


1 


VI — x 2 


VI 



x 


\/1 — x 5 


于是依莱布尼茨公式， 


V 


(n + l) 


(n) 


x /1 


1 


(n) 



X 


\/1 - X / 
n — 1) 




X 


vl — 


X 


f 


+n 


\/1 + x 



n(n — 1) 
1 -2 


1 


\ \/l — x / 

(n — 2) 


// 


v 1 + ^ 



n(n — l)(n — 2) 

3 



\/1 — x 


n —3) 


V yl + x 



\ 


m 


Wl-x ； 


+ 
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今若应用在116, 2) 内所得的公式去求, 

t 


V 


(71+1) 




及 ~^= 的各阶导数，就得结果 

(2 n -3)!! l !! 

_ rp - 

(1 + x ) n_1 (1 — x ) 




(2 n -5)113!! 

(1 + x) n ^ 2 (l — x ) 2 



4) 求函数 y = arctga ： 在 : r == 0 时的各阶导数的数值- 

[天 j 为 〆 二 一 .故 y ■ (I + x 2 ) = 1 . 在这等式两端取 n 阶导数（应用莱布尼茨公式)： 

1 + X 2 ^ 1 

(1 + : r 2 ) y ( n+1 ) + . y ( n ) + n(n — 1) . y ( n — 丄） = 0. 

在此处令 ：r = 0; 若以添加下标0来表示在 x -0 时的导数值，则得 

2/ o n+1) = - n(n - 1 ) 1 ( 0 “). 

在 x = 0时. 导数 ，= 仏 等于0; y'i = 0. 由已求出的关系式易见恒有 y ( 0 2Tn) - 0. 

’ ’ (1 + x z ) z 

至 于奇阶导数，就有递推公式： 



= —(2 m — 1) * 2 m - ^ 2?n_1 \ 


注意 W = 1，由此就得： 

y { o m+l) = (-l) m (2m)!. 

这一结果也可以从 116 例 8) 的普遍公式内得出. 

5) 对函数 y = arcsinrc 也一样, 

提示 应用莱布尼茨公式于关系式： 

(1 — x 2 ) ^ y n — x • y — 0 . 


§篆 

y ( 0 2m) = 0,^ 2m - 1} = l 2 • 3 2 ■.… （2 m — l ) 2 = [(2 m - l )!!] 2 . 

要从 3) 的普遍式内得出这一结果，却没有这样简单. 

@ 勒让德多项式 最后，我们来考察以勒让德 ( A . M . Legendre ) 命名的重要多项式，它由下 

列等式 o 

来定义，其中常系数的值可看情形根据怎样能够方便的原则而给定- 

首先要证明： （ n 次）多项式 Xjx ) 有 n 个不同的实根，这些根都在 -1 与+1之间.为简便 

起见，暂设 Cn = L 

不难看出，多项式 （f _ 1广 ^ (x - l) n (x + l ) n 和它的 n - 1个相继各阶导数在 x = 土1 
时变为零.于是根据罗尔定理 [111], 它的一阶导数也将有根在 -1 与+1之间；依同一定理，二 
阶导数将有两个根在 -1 与+1之间，这样一直到 n - 1阶导数，它除了有根 -1 与+1外，还有 
n -1 个根介于其间.再对这导数应用一次罗尔定理，便得到所要证的结论. 

仍令系数 Cn = 1,我们来确定多项式 ㈤ 在 X = ± l 时的数值. 
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把幂 - 1广看成 （ a : + 1广乘 （: r - 1广、的积，依莱布尼茨公式可以写成 


X n (x) 




(x + 1) 


n 


d n (x-l) 


n 


dx 


n 



Cl - 


d(x + 1 ) 


n 


dx 


d 


n — 1 


(x - l) 


n 


dx 


Tb—l 


+ 


4 mm — 4 一 


(T{x + l) 


n 


dx 


n 


(x- 1) 


n 


因为从第二项起的各项都含因式 : c - 1，它们在 



1时都等于0,所以显 然有: 


类似地可得: 


X.(l) = 2 n . n !. 


X n (—1) = (― l) n ♦ 2 n . n !. 

若在定义勒让德多项式 X n { x ) 的一般公式中设 c n = — 则得到特别常见的多项式，今 

2i 4 71 ， 

后我们将把这多项式记为 P n ( x ), 其特征是在点 X = 1和 .T = -1 处取值八⑴= l , P n (- l ) = 
(- l) n . 

用莱布尼茨公式很易进一步证明勒让德多项式 X n ( x ) 满足下列关 系式： 

(^ 2 - 1)X ； + 2 x * X ； - n(n + l ) X n = 0, 

它在这类多项式的理论中担任着重要的角色. 

实际上，令^ = ( x 2 - 1)' 就有 


y = 2nx - (x 2 - l) n ~\ 于是（> 2 - 1) • y = 2nx - y. 

今在最后的等式的两端各取 （n + 1) 阶 导数； 依莱布尼茨公式， 

(工 2 - l)y (n+2) +( n + l )-2 x - ，十 1 ) + n(n+1) ‘2-y ⑻ 

= 2nx - y ( n+1 ) + ( n 十 i ) • 2 n . y ( n ) ， 

由此 

(x 2 - l)y (n+2) + 2xy {nJrl) -n{n+ l)y {n) = 0 , 

再以 c n 乘之，就得到所要证明的关系式. 

H 9. 高阶微分 今转而讨论高阶 微分； 它们也是归纳地来定义的.函数 y = 
/㈤ 的 （一 阶）微分在某一点处的微分称为函数在这一点处的二阶 微分； 记为: 


d 2 y = d ( dy ) • 


阶微分的微分称为三阶 微分: 


d^V = d { d 2 y ). 
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一般地说，函数 y = /㈤ 的 (n - 1) 阶微分的微分称为函数 y 二 /㈤ 的 n 阶微分： 

d n y = 

若应用函数记号，则各阶微分可以表示为： 

d 2 f(x 0 ),d 3 f(x 0 ), - - - ,d n f(x 0 ), • • ■ , 

在这里我们还可以指出这些微分是在: r 的特别值$ = Xo 处取值的. 

在求高阶微分时很重要的一件事,是要记住 cb 是不依赖于: c 的任意的数，关于 
X 而微分时必须把它看成常数因子.在这种情形，将有（始终假定对应的导数是存在 
的）： 


d?y = d(dy) = d(y , - dx) = dy > - dx = {y n ■ dx) - dx = y n - dx 2 , 
d 3 y = d(d 2 y) = d{y’ f . dx 2 ) = dy n - dx 2 — (y /,f - dx) - dx 2 = y ,n - cte 3 ① 

等等.很易猜出普遍规律是 

d n y = y (n) -dx n , (2) 

这可以用数学归纳法来证明.由它就推得 

y (n) _ ^V_ 

V — dx" 

于是从今以后，这记号就可以看成分数了. 

利用等式（幻，现在很容易改造莱布尼茨公式使适用于微分.只要在它的两边 
各乘以 d ( x n ), 就可得出 


n 

d n {uv) = ^2 C^d^^udbV (d°u = u. d°v 

i =0 



莱布尼茨当初所建立的公式，原来就是关于微分的. 


120. 高阶微分的形式不变性的破坏 回想起函数的（一阶）微分具有形式不变 
的性质，自然就要问高阶微分是否也具有相似的性质.今将指出，即使二阶微分就已 
不具有这种性质了. 

①心等等恒理解为微分的幂: ( dx )\( dx ) 3 r -- ■ 幂的微分则记成：咖 2 )， d 〆 )，■..■ 


19 )我们强调 指出： 在公式 f y = d ( dy ) 与 d n y 




d(d 


一 1 


y ) 中，当△: c 固定时所有的微分都看成 z 


的函数.为了使微分能重复施行，这是必要的.我们发现[参看104目的脚注 18) ]，当 Ax 固定时， 
dy 是 x 的函数，而办是 常数； 同时办= y f x dx , 这样就可以谈函数办作为 x 的函数的可微性，并 

• 等等，由微分求导 


且利用最简单的微分法则 (dyY = ( Vx^Y = y 二 dx ' d [ dy ) 
数与（对应于值 Az 的）微分值. 


( d ， y) 


dx 


y 
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p 

121 

k ■ 


因此 


/㈤ 




于是?/可以看成 t 的复合函数 ： y = fMt )). 它 


关于 t 的（一阶）微分可以写成：办 



dx ' 此处 tfa 


X 


dt 是 t 的函数.再求关 



的二阶微分沪2/ = d ( y f x - dx ) = dy f x -dx + y ^ d ( dx ) ， 微分由 ^ 可以再应用（一阶) 


微分形式的不变性， 化为 dy ; 



dx , 于是最后得 


d 2 y = y^2 - dx 2 -h y' x - d 2 x , (3) 

然而当 x 是自变量时，二阶微分的形式却是.血 2 . 当然，表达式 （3) 是 
的更普遍的表达式：若在特别情形， . x 是自变量，则 f z 二0,于是仅留下第一项了. 

且举一例.设 y = x \ 于是当： r 是自变 量时： 

dy = 2 xdx , d 2 y = 2 dx 2 . 


今令 : c = f 2 ， 贝 y y = t 4 , 而 


dy = 4 t 3 dx ， d 2 y = 12 t 2 dt 2 . 

dy 的新表达式可以从原式得出，只要把 rr = t 2 ,dx = 2 tdt 代人即得.但对于沪 y 却并不 如此： 作 
同样的代换后 ； 我们得到的是 St 2 dt 2 而不是 m 2 dt \ 但若依 t 微分 等式办 = 2 xdx , 设想: T 是 t 
的函数，则与 （3) 相似 ； 得公式 


d 2 y = 2 dx 2 + 2 xd 2 x . 

在此处代入 a ： = t 2 .dx = 2 tdt ^ d 2 x — 2 dt 2 , 这才得出正确的结果： 12 t 2 dt 2 . 

因此，若 o ; 不再是自变量时，二阶微分 rf 2 ?/ 就要用 X 的微分的二项式 （3) 来表 
示.对于三阶以后各阶微分（在转变成新变量时）附加的项数还要增加.因此，在用 
微分表示高阶导数‘，以，…的表达式 

" — m — 於 y / n 

Vx2 = Vx3 = … ⑷ 

内，已不能依任意变量取微分，而仅能依变量 x 了. 

121. 参变量微分法 虽然如此，我们仍可以把关于 x 的导数用依任意变量 t 而 

取的微分写出来，只是它们将繁复得多.就是，设想一切下面所写的微分是依 t 而取 
的，则依次地有 




⑹ 
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以后 5 




d 


dx 

3 dx 2 d 2 x ( dxd 2 y — d 2 xdy ) 



dx 6 

dx 


而最后有: 


/// 



dx ( dxd 3 y — d 3 xdy ) — 3 d 2 x ( dxd 2 y — d 2 xdy ) 

dx 5 


⑹ 


等等 . 公式 （5) , (6), …是最普遍的公式;若在它里面设想$是自变量，则 cPx , d ? x , 
…等于零，而我们就回到公式⑷ . 

我们所得的 y 关于 x 的导数公式就实现了所谓参 变量微分法. 若 CC 及 y 给定 
为参变量 t 的函数： 


X 




则如同我们在106内已看见过的，在已知条件下，由此定义 y 为 X 的函数： 2/ = f ( x ). 
当 x 及 y 关于 t 的各阶导数存在时， y 关于 x 的对应的导数亦都存在，而且可用前 

述诸公式来表 7 K . 

有时 y 关于 x 的导数式用 x 及 y 关于 t 的导数（不是微分）来表示更为方便. 
它们可以很容易地从微分表达式内得出，只需分子及分母各除以也，也 3 ,也 5 ，..•.用 
这方法就得到公式： 



dx 

dt 


Vx 



dt 


dx 

dt 






类似地有 y^s 






3 x :’ 2 (⑼ 


// 
2 


^Vt) 




5 





122. 有 限差分 设函数 f { x ) 定义在某区间1上，并设以后所讲的$值都是属于这区间 
的.将自变量 x 的某增量 Arc 固定下来（为确定起见可设 Ax > 0,但是设 Ax <0也毫无关系) 
之后，设 

A/(x) = f(x + Ax ) - f ( x ), 

并把此式称为函数 f ( x ) 的一阶差分. 一 阶差分的一阶差分称 为二阶差分： 


A 2 f ( x ) = A [ Af ( x )] = A/(x + Ax) - Af ( x ) - f{x + 2 △: r) _ 2/(x 4 - Arr) + f ( x ). 
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高阶差分可归纳地定义如下： 

A n f ( x )^ A [ A n ~ l f ( x)l 

旦可对 n 阶差分建立以下公式 

n 

△ ri 7( 工 ) = y ^(- 1 ) l ( ^ nf (^ + ( n - i ) Ax ) 

i^O 

= 4 - nAx ) - jf(x + (n - l ) Ax ) + 几 (： ^ f( x + (几 — 2) Ax ) - + (- l ) n /( x ), 

它直接用函数本身在等距分点 


x^x - Ax , x 4- 2 Ax ,... , x 4- nAx 

表示出 n 阶差分.这公式容易用数学归纳法来证明，读者可以自己去证. 

现在把这些有限差分跟导数和微分比较一下. 

设函数 f { x ) 在闭区间 [ x^xo + nAx ] 上有 n - 1阶连续导数 

/’㈤ ， /" ㈤，… ， / (rz_L) ㈤ ， 

且至少在开区间 ( x 0 l x 0 + nAx ) 上有有限的 n 阶导数/ ( n ) ( x ). 于是我们有公式 

A n /( a ： o ) = / ( n ) (^ n ) - A . T n , 其中工 0 < 《n < ^0 + nAx . ⑺ 

当 n = 1时，这就是有限差分的公式，故有限差分公式是公式 （7) 的最简单情形.为了要 
用数学归纳法来证明我们的论断，先假定公式 （7) 的 变形， 即将 n 换为 n - 1且对假设作相应 
改变后所得的公式成立，然后证明在所作假定下，公式 （7) 成立.依这假定，可知函数 A /(： r ) 二 
f(x + Ax )- f ( x ) 在区间 [ xo , x 0 + ( n ^ l ) Ax ] 上满足使⑺的变形公式得以成立的更多的条件， 
因此可写出 


A n - l [ Af ( x 0 )]^ A n f ( xo ) = [/ ( n - 1} (< en-i + Ax ) - (8) 

其中 .to < in-i < xo + (n - 1) △: r . 对这公式的右边应用有限增量公式①，便立即得到公式 （7) ， 

且 

Xo < Cn— 1 < 《n < 《 n-1 + △工 < + TlAx, 




要注意 的是，若导数/ ( n ) ( x ) 在点 砌 也存在而且在该点连续，则自 （7) 式让 — 0 (其中 

今:^0)，得 



(n) 


㈣ 


lim 

△a; ^0 


A n 7(xo 


Ax 


n 



⑼ 


这个有趣的公式给岀了用一次极限步骤求得 n 阶导数的可能性，同时这公式是 S 阶导数在点抑 
本身存在这个唯一的假定下成立的.就是说，在点抑的某邻域内存在导数 


/’⑷， /" ㈤ ，… ，/ ( n 一” ㈤ ， 


①因函数在区间 [^ n ^ l5 ^i + Ax ] 上连续且在其内有有限导数故可应用有 
限增量公式. 
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于是在 Ax 足够小时，可应用公式 （8). 由于导数 f ( n ) ( x 0 ) 存在，应用 [96 目的公式 （2) 可写 
出 

/(一)(“ — / ( n - 1) ( xo ) = / (n) M . (^-1 - xo ) 4- a ( e._i - rro ) 

与 


/hi+Ax)- /( n - 丄 )(x 0 ) = / (n) ㈣.+ Ax* - x 0 ) + +Ax-x 0 ), 

其中 a 与/?依赖于且随△: r 而趋于零.由上式以及 （8) 可推出①： 

△ n /( zo ) = [/ ( n ) (^ o ) + 7 ] - Ax n , 

其中 7 是新的无穷小.最后，用 Ax n 除这等式的两边，并取 △: r — 0的极限，便得公式 （ 9 ). 

但必须指出 （9) 只有在导数/ ( n ) ( x 0 ) 存在时才成立.但在这导数不存在时，右边的极限也可 
能存在例如，我们考察如下定义的 函数： 


3 


f ( x ) = x ° - sin -(x ^ 0), / ⑼ = 0 , 

x 


而取 xq = a 这函数有一阶导数 


f ( x ) — 3 x 2 - sin - re cos —( x ^ 0), /’(0) 

x x 


0, 




没有二阶导数，因此式 


/ ^O + A^-Z^Q) 

Ax 


3 Ax 2 - sin 


Ax 


— Ax cos 


1 


Ax 


Ax 




3 Ax - sin 


Ax 


— cos 


△re ’ 


在 Aa ; 


0 时无极限.但 


A 2 /(0) /(0 + 2 Ax )~ 2/(0 + Ax ) + /(0) 


Ax 2 


8 Ax 3 sin 


2 Ax 


Ax 2 

— 2 Ax 3 * si 


sm 


Ax 


Ax 2 


8 Ax sin 


2 Ax 


— 2 Ax sin 


Ax 


0 


§ 5 . 泰勒公式 


123. 多项式的泰勒公式若 pO ) 是 n 次整多项式： 

p ( x ) = a 0 + aix + a2X 2 + a 3 x 3 H - h a n x n ， 

①利用 0 < Cn-i — xo < (n — l)Ax(Ax > 0). 

@ 因而 （9) 式根本不是 n 阶导数这一概念的新的，与老概念等价的定义. 
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^ _ 



则逐次将它微分 n 次： 

p f { x ) = ai + 2 - a^x + 3 - a 3 x 2 H - h n - a n x n ~ l . 

P" ㈤ =1 . 2 • a 2 + 2 • 3 ■ a 3 ：r + … + (n - l)n ^a n x n ~ 2 , 
p ，， r { x ) = 1 ■ 2 * 3 • a.3 + • ♦ • + (n — 2)(n — \)n - a n x n_3 , 


p ^ n \ x ) = 1 ‘ 2.3 … n ‘ a n 

并且在一切这些式子内令 x = 0,就得出用多项式本身及其导数在 : r = 0时的数值 
去表达这多项式的系数的 式子： 


ao 


P (0)， 


ai 


m 

1! 




P " ⑼ 


2 ! 




p /；/ (0) 


: p( n )(0) 


3! 


5 


n 


n ! 


把这些系数的数值代人 （ l ) : 



这公式与 （1) 的区别只在于系数的写法不同. 

可以用它依 (X - x 0 ) 的幂展开 


( 2 ) 


p(x) = A 0 + Ai(x - x 0 ) + A 2 (x - xo ) 2 

+^ 3 ( 0 ; — xo) 3 + ■ _ • + A n (x — xo) n (3) 

来代替它依 X 的幂展开的多项式，这里的吻是: C 的某一特殊常数值，令 Z - 吻= 
^ p ( x ) 二 P (2；0 + 0二 P ⑹,对于多项式 

P ⑹ — ^0 + ^. 1 ^ + + ^ 3<^ 3 + …+ A n ^ n 

的系数，依已证明的式子， 可得： 


二 尸⑼， 




P"(0) 


91 ， 


乂 3 = 


广⑼ 

3! 


^■n 




但 

P(0=P&o + 0 ， ^(O=^0 + O, ，⑹ =P "( 吻 + 0, 
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就是说,展开式 （3) 的系数可用多项式本身及其导数在 x = x 0 时的数值来表达. 

把表达式 （4) 代入 （3) : 



(5) 


公式 （5) 以及它的特別情形（在 x 0 = 0时 ）（2) 都称 为泰勒 ( B . Taylor ) 公式 它在代 
数上有什么重要的用处，这是大家都知道的. 

我们作一条（对以后有用处的）明显的附注，若多项式 p (. T ) 可表示为下面的形 

式 



C2 

2 ! 




2 



则必有 

p { x 0 ) = Co, p\x 0 ) = Cl* p"(2o) = C 2 , …， P { n ) { x 0 ) = C n . 

124. 任意函数的展开式.余项的佩亚诺式 今转而考察一般并不是多项式的 


任意函数 f { x ). 假定它在某一点吻处存在着直至 n 阶为止的各阶导数.准确些说， 
这意思就是，函数在含有点仰的某一区间 >， 6] 内是有定义的，并且有直至 ( n -1) 
阶为止的各阶导数： 

/ ㈤ ，/ 〃㈤ ，…， f (n ~ 1 Hx) ) 

除此以外，在这点吻处还有 n . 阶导数 f M { x 0 )® . 那么依 （5) 的形式,对于函数 /(>) 


也可以作出多项式 



① ⑴是公式 （ 2) 常称为麦 克劳林 (C.Maclaurin) 公式. 

② 若点邱是区间 [cx 圳 的端点之一，则说及在这点处的导数时，我们就是指单侧导数而言. 


⑹ 
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根据前面一目的附注，这多项式及其导数（直至 n 阶为止）在点： co 处与函数 
f ( x ) 及其导数各有相同的数值. 

但在这次，只要 /(. t ) 不是 n 次多项式，就已经不能肯定等式 f ( x ) — p ( x ). 多项 
式 〆 ㈨ 仅给出函数/( X )的某一近似式.因此，研究差 

r ( x ) = f ( x ) - p ( x ) (7) 

就成为特别有趣的事情. 

首先要证明，在 : c — > a :。 时这差是高于 n 阶的无穷小（与 ； r - 比较)： 

r ( x ) = o((x - x 0 ) n ). (8) 

依多项式 p (: c ) 的性质，对于 r (: c ) 显然将成立等式 

r ( x 0 ) = r \ x 0 ) = r f , ( x 0 ) = • • • = r ( n ) ( x 0 ) = 0. (9) 

现在确立以下的 一 ^般命题： 对任何函数 r ( x ), 在点 a；o 有直到 n 阶导数的，如果 
满足条件⑼，则关系式（ 8 )成立. 

用数学归纳法来证明.当 n 二1 时，这一命题的形式是： 若在点 X 。具有 （一阶) 

导数的函数 r (: r ) 满足条件 

r { x 0 ) = r ( x 0 ) = 0, 

则 

r ( x ) = o(x — Xo ). 

这个命题就可以直接证明 

lim 直 = lim r(x) ~ r(Xo) = /(, 0 ) = 0. 

工 — 工0 X — Xo x ^ x 0 X — Xq 

今假定上述命题对某一 n > 1 成立，而来证明当 n 换成 （n + 1) 时命题也成立， 
即： 若在点: ro 具有直到 n + 1 阶导数的函数 r ( x ) 满足条件 

K 工 0 ) = 〆 ( x 0 ) = r n ( xo ) =…= r n ( x 0 ) = r ( n +1) ( x 0 ) = 0 (9*) 

则 

r ( x ) = o((x - x 0 ) n+1 ). ' (8*) 

自 （9*) 可看出函数满足⑼这种形式的条件，故依假设对 r \ x ) 就有 

r '( x ) = o((x - xo ) n ). 

但依有限增量公式 [112], 


r(x) = r(x) — t(xq) — r f {c)(x — Xq) 
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其中 C 在: Tq 与 X 之间；故 \c — Xq\ < \x — Xq\, 于是 

r\c) = o((c - ^ o ) n ) = o((x - . T 0 ) n ), 

我们就得到 (8”, 这就是要证明的. 

于是我们的命题对任何自然数 n 是成立的，而差式 （7) 确实满足关系式（ 8 ).注 
意 （6), 便得公式 


f ( x )= f ( x 0 ) + 



十 ㈣ 





这与公式 （5) 只相差余项 (8). 以上述形式来给出余项的是佩亚诺 ( G . Peano ). 公式 
(10) 也称 为带有佩亚诺式余项的泰勒公式. 

已证明的公式是96公式⑶的自然的推广，该式可以 写成： 


/(X) = f(x 0 ) + f(xo)(x - : r 0 ) + o(x - Xo)] 

它对应于 71-1. 在那里除了高于一阶无穷小的误差以外，函数 f(X) 可以表示为线 
性函数的形式，在这里除了高于 n 阶无穷小的误差以外，我们同样可以把 /&) 表示 
为 n 次多项式的形式. 

很易指出，函数 /&) 的这种表示式是唯一的，即若在 xo 的近处同时有 

/(X) = Aq + A\ (.X — Xo) - A2 (x — Xo) 2 + ... 

-\-A n (x — xo) n + o((x — xq) 71 ) 


及 


/(x) = v4q + A[(x - x 0 ) + A^x - x 0 ) 2 + … 

-\- A f n (x - x Q ) n + o{(x - x 0 ) n ). 


则必有 


事 实上，由 恒等式 





乂 0 + 乂 1 (T — x o) 乂 2 (Z — $0)2 + • . • + A n (x — Xq) U 

= Aq + — Xq) + A ； 2 (X — + • . . + (1 — Xq) 71 + o{(x — X。)" )' 

在 z — x 0 时立刻得出為 = 约去这两项，并用 x - x 0 除它们，得出： 

Ai + 乂 2(1 — 工 0) + • . . + 乂 n ( 工 — x o) n 

=+ (x — X。）+ . . ‘ + ^n( x ~ x o) U 1 + 0(($ — Z。) 71 1 )， 
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由此类似地可得応=余类推. 

有时应用公式 （10) 的另一形式更为方便.余项 r (2) 可以表示为 


r(x) 


a 


n\ 





其中 a 依赖于: r , 而且随着 z 同时趋向于 0. 把这表达式代人 （10) ，就得 


1 


/㈤= /(x*o) + (x-X 0 ) 




// 


Oo ) 


2 ! 



工 o ) 2 + 


+ 


/ ( n ) (^ o ) 



a 



n\ 


x — xo) n \ (10 a ) 


更进 一 步，在公式 （10) 内把 f(Xo) 移到左边去，并且令 2 ； 


XQ 




就可以将 


它改写成 


△/卜。）二./"(邱） * r + * Ax 2 + …+ ~ f in \ xo ) - Ax n + o ( Ax n ). (106) 

乙 ‘ Tl • 

在这种形式下，它就更接近于 96 的公式 （3) : 

△/( 工 0) /’(工0) ■ △$ + o ( Ax ). 

上式在函数的无穷小增量 A / Oro ) 内仅分出一个主项——这里，照常以 M 作为基 
本无穷小——可是在公式 (106) 内直至含 Ax 的 n 次幂为止的各项却都写出来了， 
并且它们都是在 63 的意义下最简单的无穷小. 

这样，除了余项所生的误差以外，函数的增量就展开成为自变量的增量的幂了. 
最后，回想起 

f ( x 0 ) * Ax = df ( x 0 ), f ' ixo ) - Ax 2 = d 2 f { x 0 ). f ( n \ x 0 ) - Ax n = d n f ( x 0 )； 

我们可以把 (106) 改写成这样的 形式： 


V 


^f( x o) —df(^o) + —G? 2 ,/ (xq 
M — 一 ^ - 一 ^ * 



+ 


n\ 


d n f(xo)^-o(Ax n ) 


由此可见（当 Ax — 0 时）在函数的无穷小增量的展开式中，除去各项分母中的阶乘 
因子不论，逐次的微分就表示对应阶的最简单的无穷小项. 


125. 例题 


若 


x 0 


0,泰勒公式看来是最简单的 


广 ㈤ 二/⑼ 





f 


2 ! 


+ 



)( 0 ) 


n\ 


x 


Jl 



o(x 


( 11 ) 


在取 x - o ： o 作为新的自变量之后，一般的泰勒公式总归可以化为这个特别情形的 

现以例题的形式来考察某些初等函数依这公式的具体展开式. 


①这公式也被冠以麦克劳林的名字 （参 阅第123目的脚注）. 
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1) 设/卜）=则/ ㈨ ( x ) = e x (k = 1，2,…）.因为在这时/(0) = 1，/⑻(0卜1， 

故依公式 (11), 

/ y * / v * 几 

，= 1 + n + ¥ + …勹順 

2) 若 /( x ) = sin : r ， 则 / ⑻ ( cc ) = sin (: r + / c . 吾)，于是 


/ ⑼ 


0, 


/( 2m )(0) 


sin mix 


0 


5 


y(2m-1 ) ⑼ 


sm rtm 


7T 

2 



— l 


(m 


1，2, 


參 4 


因此,在公式 （11) 内令 n = 2 m ， 就有 


X 


3 


X 


5 


smx 


X 


3! 



5! 




m— 1 


X 


2m—1 


(2m 



+ o(x 


2m 


3) 类似地，在 f ( x ) = cos 工时: 


严 )( 



cos \x + k 


丌 


2 



i 

« 


/(0) = 1，产)(0)二 （-1)' 产-].)(0) = 0 

这样（若取 n == 2 m + 1): 



cosx 


x 2 X 4 
+ 


■ ♦參 


2 ! 


4! 


+ (- 1 ) 


m 


X 


2m 


(2m) ! 


+ o(x 


2m+l 


4) 今考察幂函数 x ' 此处 m 非自然数也非零.在这情形，当 x — 0时，或则函 
数本身（若 m < 0)，或则它的导数（从某一个 n > m 阶开始）无限地 增大. 因此，在 

此处已不能取吻 = 0. 

取 xo = 1，即依 ( x - l ) 的幂而展开 2^. 如前所述，我们可以把 z - l 当作新的变 
量，但若我们仍旧用: r 来记这新的变量,则问题就成为依 x 的幂而展开函数 （l + x) m 

了. 

我们知道 [116,2)] 


f ⑻ ( x ) 二 m(m — 1 ) … （m - /c + 1)(1 + x ) m ~ k . 


因此 

/(0) = 1, /( fc )(0) = m(m — 1) • • ■ (m — A ; + 1). 


展开式的形式就是 

(1 + x) m = 1 + mx + 



m(m 




n 


x 


n 
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特别情形，例如在 n = 2及 m = - 1，！， - 1 时，就有 




X + X 2 + o(x 



X 


2 


xA + x 


\/1 + x 





1+ 2 X 


1 - -x + 




在这些展开式中，第一式很容易由初等方法 得出； 此处的余项实即至于第二 

式及第三式就需要更长的计算[比较 63]. ^ 

5) 若转而讨论对数函数 lno ;， 它在 x — +0时趋向于-00,所以仿照前例，我们 
只能考察函数/(^) = ln(l + 并且依 x 的幂展开它. 

那时 [116,3)] 



由此 


ln(l 




x 


X 2 

飞 


x 


3 



蠡 龜 參 



+ (— 1 ) 


n — 1 


X 


n 


n 


+ o(x 


n 


6) 今设 /( x ) = arctgx . 我们在 118,4) 内已得到它的导数在 x = 0 时的数值 


/( 2m )(0) 


0 ， /( 2 


m— 


1 } ( 0 ) 


(- 1 ) 


m — 1 


(2m 


2)!， 


于是它的展开式可表示为 


arctgx 


x 


3 


x 


5 


x — 




■ •參蠡 


5 


+ ( — 1 ) 


-1 


X 


2m— 1 


2 m 


+ o(x 


2m 


7) 对于函数/( ㈡ 二 tg : r ， 泰勒公式的系数构成的规律是较繁复的.但要写出它 


的为首几项并不困难.例如，因为 


fix) 


cos 2 X " 



// 


( x ) 


2 sin a: 

COS^ X 



m 


㈤ 


2 



2 sin 2 x 


cos 4 x 


) 



IV 


(X) 


2 




sin 2 x 


sinrr 


cos 5 x 



/ ⑼ 


0, 


no) 





// 


( 0 ) 




/// 


( 0 ) 


2, 



IV 


( 0 ) 



于是 


tga: 


x + 


x 


3 


3 


+ o(x 


①记号 0! 我们永远理解为 1. 
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利用已知的展开式，就已经可以不用求导数而直接写出较繁复的函数的展开式.例如，前一公 
弍就可以从 sinx 及 cosx 的展开式而求得.举几个新的例子，在这时一切; r 的幂直到指定的幂 
S 括在内为止，我们都要精确地计算岀来，而更高的幂（没有写出来的）自然是包括在余项内. 

8) 写出函数 e sin " 的展开式至: r 3 . 根据1)， 


‘ , 旦依 2) 



sin x 

e 



sin x - sin 


2 


x 一- 


臺 sin 3 x -f 0( 工 3 );① 


sin a ; 



e 


sin x 


1 + 




x 3 + o ( x 3 



含 IT 3 的项互相消去，故最后得 


sm x 


& ^ \ x -\- —X -j— oi^x 3 . 


3 


类似地 


e 


tgx 


1 + a; + -X 2 + -X 3 + o ( x 3 ) 


9) 写出函数 In cos x 的展开式至 a ; 6 的项. 根据 5)， 


In cosx 


ln[l 



cosx — 1)] = (cos a : — 1)— 会 (cos a ; — l ) 2 + ^ (cos x — l ) 3 + o (: r 6 ) ② 


3 


在这时，由于 3)， 


cos x — 1 = ——x 

2 


2 



24 


x 4 - 


x 6 + o ( x ( )\ 


720 


由此 


In cos x — 




或在化简后， 

类似地 


lit] 


•n cos x 




— X 



In 


smx 


x 




180 


x — 


2835 


x 


6 


+ o(x 


6 



一切这些不直接利用泰勒公式而得出的展开式，当然也可以由泰勒公式求得，并且由于函数 
的这种展开式的唯一性，也就恰好有着同样的系数. 

附注因为在这里所考察的函数在点 Z = 0的邻域内都有着任何阶的导数，所 
以我们在公式 （11) 内对于 n 的选取不受拘束，就是可以继续展开这些函数直至 x 的 
任意次幂. 


® 原来应该写成 o ( sin 3 x ), 但由于： r 与 sinx 是等价无穷小，所以写成 o ( o ; 3 ) 是完全一样的. 
® 因为1 — cost 与 rr 2 同阶[61]，故 o((cosx — I ) 3 )同时就是 o ( x 6 ). 
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126 . 余项的其他形式 带有佩亚诺式余项的泰勒公式有各种各样的应用（参 
阅下一 章）； 但它们总是属于所谓“局部”性质的，即关于该点抑的性质的.若另外 
也讲及其他数值 x ， 则这些数值就必假定是“十分接近”于吻，而不能预先任意选取 

的. 

与此同时，自然地企图利用多项式作为函数/(4的近似式，用了它就可以 
计算 /&) 的数值至所需的准确度 . 

要多项式能胜任这一任务，就必须有可能已给的; r 值去估计 （7) 式中的 
差.在这情形，佩亚诺形式的余项仅表明当 t — 0时 r(:c) 也趋于0的性质，不能有什 
么用处.我们不能由此确定，对于怎样的0；的数值多项式可以表达函数/㈤至 
预先指定的准确度；它也没有说到对于已给的 x ,由于 n 的增大,余项 r (: r) = r n {x) 
的数值受到什么样的影响 ®， 等等. 

因此我们转而推导余项 r n (x) 的其他 形式. 为着明确起见，我们将考察在点吻 
右方的区间 [ x 0 , xo ^ H](H > 0 ), 并且设想函数/㈤是在这区间内定义 着的； 至于 
函数被给定在区间 [x 0 - H , .z* 0 ] 内时的情形，就可类似地加以说明了. 

在这一次要作更多的假定，就是假设在全区间 [^o , x*o + H ] 内前 n 个 导数： 

f ( x ) J ,, ( x ) : /"’㈤，…， /( n ) ㈤ 


都存在着而且都是连续的，此外，至少在开区间 (xo^o +丑）内 （ n 十 1) 阶导数 
f { n + l ) ( x ) 存在着而且是有限的. 

注意，由于 （6) 及 （7) , 



今将 z 固定于区间 [ xo . xo ^ H ] 内的任一数值，并且依照公式 （12) 右端的式样，把常 
数 .x Q 换成变量 z, 做一个新的辅助函数： 



其中自变量2算作是在区间 [. x 0 , x] 内变 动的. 在这区间内 5 函数^卜）是连续的，并 
且在它的端点处取得数值[参阅 (12)]: 


^p(xo) = r n (x), ip(x) = 0 . 

①必须记住，一般地说来，余项依赖于为了着重指出这一点，我们以后将用 r TL ( x ) 来表 
示它. 
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此夕卜，在区间 (x 0 ,x ) 内存在着导数 




f \ z )- U ^{ x ~ z )~ nz ) 



/// 


d /"W 



2 ! 

IV 


X 


z ) 


( z ) 


1! 


/// 




之) 


3! 


(x 


之) 




2 ! 


(X 




产 +1 )⑷ 


n\ 


X - z) 


n 


/㈨㈤ 


(n 


1 )! 


{x 


z ) 


n — 1 


或在化简以后， 


^( z ) 


J(n+1 ) ⑷ 


n\ 


(x 


z ) 


n 


今取任意函数 讽 z), 它在区间 [a ； o^] 内是连续的，并且至少在开区间 (rro.x ) 内 


有不等于零的导数 ^(z). 

对函数 w ㈤ 及 ^(z ) 应用柯西公式 [114]: 


W ㈤ 


+0) 


咖 0) 




此处 


工 0 < c < a ; 或 c 


xq + 6{x 


xq ) (0 < 6 < 1). 


因为 


咖) 



咖 0) 


r n ( x ), 


W ’( c ) 


/( n+1) (c) 


n! 


( x 


c ) 


n 


5 


故 


r 


n 


㈤ 


㈤ 


功(工。） / (n+1) ( c ) 


矽 ’ (C) 


n\ 


(工 


c) 


n 


今若把函数別 z) 换成满足所设条件的任意函数，我们就可得岀余项 r n (x ) 的各 


种不同的形式 • 设 狀 z) 


(x - zy, 此处 p>a 就有 : 


V/㈤ 


p(x 


z )^ 1 


(xo < z < x). 


显然，这函数满足所设条件.因此 


r n ( x ) 


-(x 


- P(x 


xo ) 


c)P 


p 


/(n+l)( c ) 


n\ 


( x 




n 


/ (n+i) ㈦ 


nip 




c 


) n ^- p (x 


Xo ) P ^ 


因为 


c 


Xq 0(x 


吻)，所以 0： 


c 


X 


Xo 


9(x 


工 o) 




(1 


6>)(:r 


x 0 ), 因而最后 


\r n (x) 


/ (n+1) (x 0 + 0(x 


工 o )) 


nip 


(i 




n+1—p 


( x 


工 0 ) 


n+1 


(0 < 6 > < 1 ) 


I 
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这表达式称为余项的施勒米希-洛希 ( O . Schl 6 milch - Roche ) 式. 

由上式给 p 以具体的数值，就可以得出余项的更特殊的形式.令 p = n + i ，就 
得特别简单的拉格朗日 余项： 


^ n (^) 



(x — xo) n+I 


(x 0 ^ C ^ x), 


它使人想起泰勒公式的紧接着 n 阶导数下面的一项，只是其中的 (n + 1) 阶导数不 
取在: Tq 处的数值，而是取在某一^中值 C (在 a ； Q 与0：之间）处的数值. 

这样，具拉格朗日余项式的泰勒公式就有如下的 形式： 




f (^ o ) 


1! 


X — Xo 



f" ( 工 0) 
2 ! 


X 


XQ 


n 



f (n+1) (c) 
(n + 1)! 



(x 0 §c§ x). 



x 0 ) n+1 



若在式内把 /( xo ) 移至左端，就很易看出，它是有限增量公式 [112； 


/㈤ 


f(x 0 ) 


f(C) 



工 0 ) 


的直接推广. 

虽然由于简单方便大家最乐意应用拉格朗日余项式，但在个别情形.这形式对 
于估计余项是不适用的，因而不得不改用其他略繁的形式.我们将在这里讲及其中 
之一，即柯西余项式,它是在施勒米希-洛希的普遍式内令 P = 1而得 到的： 


r 


(X) 



n 


+1 ^(.x 0 + 0(x 

n\ 


^ o )) 


(1 一汐) 


n 



^ o ) 


n+1 


127. 近似公式为简单起见，在公式 （13) 内令= 0,而 c 就改写成知,此处 



< 0 <1： 


/㈤ 


/⑼ 





I 

9 


2 ! 


4 ■ » 






n ^( 0 x ) 
(n + 1)! 


X 


n+1 


(14) 


若弃去这里的余项，则得近似 公式: 


/㈤= /⑼ 



//( 叱十驗+ 


1! 


2 ! 


+ 



n 


)( 0 ) 


n! 


X 


n 


它用多项式来代替原来性质繁复的函数.但在这一次我们已有可能估计这公式的误 
差，因为它（依绝对值）刚好等于所弃去的那一项.例如，若 （n + 1) 阶导数（至少当 
变元在0与 re 之间变动时）的绝对值是以 M 为界限的，则 


r n {x)\ 彡 


Mx n+l 

(n + 1)! ■ 
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转而讨论初等函数作为例子.我们不再重复125的计算，只是把佘项写成新的 


形式. 


1) 令 /0) 


e ' 近似公式为: 


n 


%Aj kKj kaJ 

1 — -\- — + * • * + - 

1! 2! n! 


因为在这里的余项是 


r 


n 


㈤ 


e 


9 x 


(n + 1)! 


X 


n+1 


所以，例如在 : r > 0 时，可估计误差如下: 


r n (x:l| < e 


X 


X 


n+1 


(n + l)r 


特别情形，若 2： 



则 


e 仝1十 


1! 


十 


2 ! 


+ 


蠡 ■钃 


+ 


n! 


厂 n ⑴ | < 


3 

(n+1) 


我们在37内计算数 e 的近似值时已经应用过与此类似的公式，但余项的估计系由 
另一方法得出，那里的结果比较精确些. 


2) 取 /㈨ 


sm x 


则得 


X 


X 


sma ; 


x 




3! 



wi m A M A 



+ (- 1 ) 


m — 1 


X 


2m —1 


(2m 


i ) 


在这情形余项为: 


r 2 m ( x ) 


sin \0x-\- (2m + 1) 


(2m 


1 )! 


A 

2 / ^2 m+l 


l) m cos Ox - 


X 


2m+l 


(2m + 1) 


并且误差很容易估 计为: 


r 2 m ( x )\ ^ 


X 


2771+1 


(2m + 1) 


特别情形，若我们只取一项而令 


smx 


x 


则为着要使误差小于 0.001 ， 就只要取（算作 X > 0) 


x 



< 0.001 


或 


x < 0.1817, 
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这大约等于 10 °. 在应用二项的近似公式 


sinx 



x 


3 


6 


时，要达到同一的准确度，就只要取 


x 


5 


120 


< 0.001， 


或 


X - < 0.6544 (= 37.5°); 

若限制角 x < 0.4129(= 23.5°)，则误差甚至可 < 0.0001, 余类推. 

我们看到，泰勒多项式的项数愈多时，它就以愈大的准确度及在更长的距离内 
表达原来的函数.图5 2 , a 明显地表明这事实，在图中与函数 y = sinx 的图像并歹 lj 
的是各多项式的图像，这些多项式是： 


X 


3 


X 


3 


X 


5 


v 


X 


V 


X 


3) 类似地，对于/⑷ 


COSX 


6， 
就有 


V 


x 


6 



120 , 


等等 


cos X = 1 


X 


2 


X 


21 



4! 


_ # » » 


+ 



x 


2m 


(2m) 


并且 


厂 2m+l ⑷ = (-l ) m+1 COS Ox - 


X 


2tti+2 


(2m + 2) 


因此 


hm+l ⑷ I < 


X 


2? n + 2 


(2 m + 2)「 


例如，对于公式 


x 


2 


COST 


2 


误差 


卜3⑻ I < 


X 


24, 


就说是，在 a < 0.2213(=13°) 时误差 < 0.0001，余 类推. 在图52, 6中有着函数 


y 


cosx 的图像及下面诸多项式 


沒 = 1 ， V = 

的图像以便比较. 




x 

24 


等等 


请读者注意，这与62, 63,107诸目的公式比较起来已有很重大的 进步： 现在我 
们已能确定误差的界限，并且能够得到具任何准确度的展开式. 
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( a ) 



.V 


还将指出，泰勒公式是构成完全另一种类型的近似公式的 来源. 

4) 作为例题，讨论与半径相较是很微小的圆弧被近似地引直时的 惠更斯 ( Ch . Huygens ) 公式 ■ 
设 s 是弧长， d 是对应于它的弦，而6是对应于半弧的弦（图 53). 问题是要尽可能准确地用 


近似公式 


s = Ad + BS 


来表示弧长 S , 此处 A , B 是待定系数. 


若 


r 


是圆的半径、而 2 x 是对应于弧 s 的圆心角，则有 


d = 2r • sinx — 2 r x — -x 


3 






120 


X 


5 


(0 < (9’ < 1) 


X 


类似地，把 T 换成 i 就又有 


6 


2r • sin 


x 

2 


2 r 



// 


- x - x 3 + 

V 2 48 3840 


(0 < 6 n < 1 ) 


由此 


Ad + B 8 




2r 


A+ 2 B )' X ~(l A + 


n 


1 b \ ■: r 3 + ( ^ rA + B 


48 


X 


5 


120 


3840 
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图53 


可是 s = 2 r $, 自然必须选取4及 S 使 


^ + -B = 1 ) 


6 A + 


48 


B 


0, 


因为这样一来，在所考察的公式中，左端与右端的差将仅只有含有 W 的项了.由上二式解得 A 及 
B 的数值为^而公式成为 

o o 



SS-d 

3 



很易看出，其误差 △ 可估 计为: 


△ I < r - 


x 


5 


180 



例如，在圆心角为30°，即 . t 二吾时，根据这一估计，就有 | A | < r ■ 0.000 007;实际上 
s = 7 •- 0.523 599 — , 而依惠更斯公式得 s 二 r . 0.523 593 ... ， 所以误差并未超出规定的限度. 

5) 为着同一目的，切比雪夫 ( Chebyshev ) 曾给出下面的 法则： 弧长近似地等于作在弦上而高 

为矢的倍的等腰三角形两腰之和(图53, 6). 

暂设 /I = 7/; 下面就要 说明： 若设则确能得（某种意义上的）最佳近似. 

以上我们知道 


-d = r * sin x = r x — 
2 V 



(0<^i < 1); 


相仿地， 


h 


7 / 


7r(l — cosx ) = 7r 


❺ 2 


-X 2 - 〜 4 


24 


用/记上述切比雪夫法则中等腰三角形的两腰之和，即有 


(0 < < 1 ). 



= 2 rx^j 1+(^ ——^ x 2 + ax 4 + bx 6 4- cx 8 . 
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现在，为使根式中消去/项，设它的系数等于0,于是便得 7=^1* 

为估计误差，把式改写成 

s * = 2 rx \ J \ + Ax 4 ) (15) 

而 A 的表达式中则含有: r 的二次项与四次项.设: r < |，则有工 2 < 2.5, : r 4 < 6.5,而火的估计 
弍为 | A | < 0.06, 因而 \ A \ x 4 < 0.4. 

为简便起见，把 Ar 4 设为 y , 依有限增量公式 [ 112 ] 有 



y 

2 \/l + Oy 


(o<e < l). 


最后的分式可估计如下: 


y 

2vTT^ 



把表达 〆 的 （15) 式与刚才所得结果比较一下，则见 


< < io.i, 

2VK6 2 


s + / 0 ,其中 | p | < O . lrx 5 . 


误差的阶跟惠更斯公式的一样. 

在第二卷十一章讲无穷级数的时候，我们还要再讨论带余项的泰勒 公式； 在那 
里这公式将有很大的作用. 

§6. 插值法 

128 . 插值法的最简单问题.拉格朗日公式设有定义在区间 h 6] 上的某函数 

/(. x ), 已算出它在区间内点 Xo , XI , •♦- , X - m 处的 m + 1 个值. 

/Oo),/l>l) ， … ， /bm )， ⑴ 

I 

而要从这些值来算出 X 为任一新值处的函数值 f (X) . ' 

这就是插值法的最简单问题.这样来提问题，有许多地方是不确定的.平常，我 
们这样来理解这一问题:求一次数最小的多项式 X ( x ), 使它在所给点= 0,1，…, 
m ) (所谓插值法的基点）与/ ㈤ 取相同的数值 f ( x , t ) 而在[% 6 ]的任何％近似地设 

/(x) = L(.x). (2) 

这一类的近似等叫做插值公式.因此,第一步是要找出近似公式，然后在对函数 f ( x ) 
的一定假设下估计近似公式 （2) 的误差. 

为求满足条件 


L(xi) = f(xi) (< = 0,1 ， … ， m) 


( 3 ) 
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的多项式 L ( x ), 可引用 m 次多项式 




(X - - X 。 



^/c — 1 ) ~ 



X 


( x k 


Xq ) 


* ♦ ■ 


(*^/c 一 Tfc —1 ) (工 fc — ^/c+1) 


(Xk 


X 





0,1， 


4 P ■ 


. m 


m 


相应于下标为 A : 的每一这种多项式，在 
. 这样，显然可知多项式 


时取值1，而在 


( i ^ k ) 时取值 



m 


L { x ) = Y 2 f ( x h ) l k ( x ) (4) 

k =0 

满足 （ 3 ) 中的一切条件.这多项式的次数不高于 m, 因此它可为条件 （3) 所唯一确 
定;它叫做拉格朗日插值多项式，而近似等式 （2) 叫做拉格朗日插值公式. 

注意. 若引用如在插值基点 ^0,^! ,x. m 处等于0的下面表达式 

i 

6 j (‘ t ) = ( x - x 0 )(x - Xi) … （rr - x m ), 

则多项式 h ( x ) 可以写得更加紧凑些 . S 卩，我们显然有 

(•X, — Xo) * * 4 {x — •X/c —i)(X — X/c + i).. ’ ( 工一 IT m ) == ~~~~ {x Xj^). 

X-X k 





^ o ) 


lim 


(Xk 

U)(x) 




工 / c +1) 


(Xk 


X 


X 


Xk 


lim 豐 ♦) =•) 

X — Xk 


于是 


4(^) 


uo(x) 


m 


^> ; (xk)(x 


Xk) 


5 


L(x) 




uj(x) 


k=0 


UJ f (Xk){x 


Xk ) 


f (工 k ) 


129. 拉格朗日公式的余项现在来估计差式 /(: r ) - L ( x )， 其中 x 是区间 [a 

上任何固定的值，但异于插值基点.设 /( z ) 在这区间上具有到 （ m+ 1) 阶的导数. 

不管 K 是什么样的常数，函数 


咖) 


/(» 


L(z) — K • uo{z) 


也有 m + 1阶导数而且也在基点 x 2 (i = 0,1，…， m ) 等于 0. 现在我们这样选择常数 

尺，使 z z 时还有 cp ( x ) - 0,即设 



⑸ 


(因 x #〜故 uj(x) ^ 0). 依罗尔定理[111]，在函数 p(z) 的 m + 2 个根 X,. To, XI, ••- , 

Xm 之间的 m +1 个区间上，可有其导数 〆 ⑷的 m +1 个不同的根.对函数 ^( z ) 及 


130 
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max |/ (m + 1} ㈤ I = Mm+i < oo , 

则由于在这区间上 < (6- a ) m +1 ， 便得公式⑶的误差的下列估计式 

刚-娜 為 (“) m+1 . 

右边只对很窄的一类函数 f { x ) 才在 m — oo 时趋于0;例如，对于在 [ a , 6] 上可微分 
任意次的，且所有导数都以同一个常数 M 为上界的那种函数，便有这种情形.这时, 
随着插值基点个数的增多，而不管这些基点是依什么规律取的，公式⑵的误差将均 

匀趋近于零.据马尔 I 夂凯维奇 ( J . Marcinkiewicz ) 证明，对任取的连续函数，可适当选 
择一序列基点组，达到上述目标.但根据法贝尔 ( G . Faber ) 定理，并没有这样一种选 
取基点的规律，使其能在上述意义下同时适用于所有的连续函数.关于这一类问题 
以及有关问题的详情，我们这里不可能细讲了. 

130. 有重基点的插值法.埃尔米特公式我们可以提出更 一 般的插值法问题, 

即在基点处不仅给定函数 /( ㈨ 本身的值，而且还给定其各阶导数的 

值： 

/ ㈤ ，尸 ㈤ ，…， /( …)(々)， 
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其中 , n m 是非负的整数.这些条件的总数是 

(no + 1) + (ni + !_) + ••. + (n m + 1) = N. 、 

利用⑻中所有条件，来计算函数/ ㈤ 在中异于任何基点的: r 处的值,这一问 
题，也像以前一样，应这样来理解：求次数最低的多项式 H ( x ), 它以及它的直到 
阶的导数 ; 在每一基点而处，与函数 /( x ) 本身及其相应各阶导数，取同样的一些数 
值，然后近似地设 

/(x) = H(x) (9) 

基点 A 分别叫做％ + 1 重的插值基点. 

可以证明，不高于 N -1 次的，且满足一切所设条件的多 © 式 H ( x ) 是存在的而 
且是唯 一的. 这叫埃尔米 特插值多项式 5 而公式⑼叫做埃尔米特 ( Ch . Hermite ) 插 
值公式 

若设所有的 W 等于零，我们就又回到拉格朗日公式（2)，但埃尔米特公式还有 
别的特殊情形：只取一个基点: ro , 然而是 n + 1 重的； 就是说，要求不高于 n 次的多 
项式 观 使它以及它的 n 个导数在点吻的值,各与函数 /&) 及其各阶导数的值 
相同.我们知道，满足这些条件的是泰勒多项式 [124(6)]. 

T(x) = /(.To) + — .To) H - h ’( '㈤ 卜 - 2 : 0 )' 

1! n ! 


所以近似公式 


/㈤= T ( x ) 

[比较 127] 也是埃尔米特插值公式的特例. 

使公式 （9) 成为准确等式的余项，也可用相似于上段中的步骤推导出来.试考 
察 N 次多项式 


Q ( z ) = (z — x 0 ) no +1 ( z ~ Xi ) 72 ^ 1 • ♦ ♦ (2 — x m ) n - + 1 , 

并在 a ^ z ^ b 上设 


$ ㈤ = f ( z ) - H ( z ) - K • 刚,而 K = 常数 ■ 

若设函数/㈤在 [a j 上有相继的 n 阶导数，则 ^( z ) 也是这样的.固定异于基点的 
值2 = x, 而取常数尺为： 


K = fiX) nJ) {X) ( 叫 x )# 0! ); ( 10 ) 

这样选取 k 之后，函数在 z r 也等于 o. 如果每个几重根@算几个，那么 
屯 (Z) 总共就有 7V+ 1个根.像以前一样依次应用罗尔定理（只不过函数 ^(z) 的每一 

® 读者熟知的关于多项式的重根这一概念，现在推广到任意函数 <^( z ) 上来：若 a 使 ^( z ) 及其 
P-1 个导数等于零，则说 a 是中卜）的 P 重根. 
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< 

重根在做了几步之后就要固定下来而作为其相继各阶导数的根)，最后便可断定导数 
^ ( iV ) (^) 在某点等于零.由此得 

hi 

N \ 7 



这就是带余项的埃尔米特公式. 

带余项的拉格朗日公式丨⑺]是上式的特殊情形.同样，若只取一个 n + 1重的 
基点： r Q ， 便得到公式 （11) 的一个特例，即带拉格朗日式余项的泰勒公式 [126(13)]. 


第四章利用导数研究函数 


§1. 函数的动态的研究 

131. 函数为常数的条件在研究函数的动态时，首先出现的问题是，在哪些条 

件之下函数在所给区间内保持为常数或单调地变动着 [57]. 

定理 1设函数 f ( x ) 在区间 i 内①有定义而且连续，并且在其内部有有限导 
数 f ’ ( X 、 • 要使 /( T ) 在1内是常数，必要而且充分的条件是： 

对于 Y 内部的 X , f ( x ) = 0 . 

条件的必要性是很明显的：由/ ㈤ =常数，推得 f ( x ) - 0. 

今将证明其逆. 

充分性假定在 A 内部 f ( x ) = 0. 固定 A 内部的 某点吻 并取另一任意的点 
X ,而考察区间 [ m ] 或 [. x , x - 0 ]; 在这里面，拉格朗奇定理的一切条件 [112] 对于 /㈤ 
是满足的，因此可以写成： 


/ ㈤ - f ( xo ) = / 7 ( c ) - {x - x 0 ), 

其中 c 在 ： r 0 与 x 之间，故必在； f 的内部.但依假定， f ( c ) = 0;于是对于义内的一 
切^ 都有： 

f ( x ) = f ( x 0 ) = 常数， 

我们的命题便已证明. 

由此推得的简单推论，将在积分学内有着极重要的应用. 

① i 可以是闭区间或开区间> 有限的或无穷的. 
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推论若二函数 f ⑻与 g ( x ) 在区间 Y 内有定义而且连续，又在其内部有有限 


导数尸 ㈤ 与 9 f { x ), 并且 



，㈤ 


9(^)( 在％ 内）， 


则在全区间 A 内，这二函数仅相差一个 常数: 


/㈤ 


g { x ) + C (0 =常数). 


要证明它，只要把定理应用于差 f ( x )— g ( x ) 就已 够了： 因为它的导数 fixyg ^ x ) 
在1的内部处处为0,所以这差本身就是常数. 

举例来说明这定理的特殊应用. 


1) 考察二函数 


arctga : 及 arcsin 


x 


VI + x 2 


(—oo < x < + oo ) 


因为第二函数的导数 


D arcsin 


x 


VI 


x 2 — 


x 


2 


\/1 + X 2 


\/1 + X 2 



1 


X 


2 


1 


X 


2 


1 -\- X 2 


1 -\- X 


2 


第一函数的导数相等，所以这两个函数，在由- OO 至+00的全区间内，相差一个常数 


arctgx = arcsin 


x 


+ 工 2 




要 ㈣ 定这常数的数值，可以令: r = 0;因为在这时反正切及反正弦两者都等于0,故 C 亦应该是 
零. 如此， 我们就证明了恒等式 


axctgx 


x 


arcsin 


\/l + x 2 


(― oo < X < + oo )， 


然，在 [50] 内它已经由初等的方法导出过了. 
2) 建议读者仿此证明 


arcsin x = arctg 


X 


1 — X 


2 


— 1<X<1) 



今考察函数 


arctgr 及 ^ arctg ^ 

2 1 — x J 


A 验证，它们的导数在除去 a = 土 1( 在此处第二个函数失去意义）以外的一切点 x 处都是相等 


1此 5 恒等式 


2 x 

2 arct sr^ 


arctgx + C 


'別地在区间 


(―1，+1)，（一00, 一 1)5 (+1， + oo ) 
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中之每一个内成立.很奇怪的，在各区间内的常数 C 也是互不相 同的. 在第一个区间内 C = 0( 令 
X - 0即能证实），而在其他两个区间内，各有 C = | 或 C 二-^(若使 a: 趋向于 - oo 或 +oo, 
就很容易看出). 

所有这些关系.也都能用初等方法来证明. 

附注 在作理论的研究时，以及一般地当所给函数不能从它的定义直接看出是 
常数时，定理1的价值就显现岀来了.类似于此的情形，在以后还会常常碰到. 

132. 函数为单调的条件 今将阐明怎样能由函数的导数去判断这函数本身在 
所给区间内是增大（减小）着.首先讨论函数是广义的单调增大，即不减小（或广义 
的单调减小，即不增大）的情形 [57]. 

定理 2设函数 f ( x ) 在区间； f 内有定义且连续，并且在其内部有有限导数 
/»• 要使 /( x ) 在疋内是广义的单调增大（减小)，充分必要条 件是： 

对于； f 内部的 xj ^ x ) ^ 0« 0)®. 

必要性若 /(4单调增大，即使是广义的也可以，则在％的内部取 X ，并给以 
增量 Ao ； > 0 5 将有： 


, 、… /( 工 + A . x ) - f ( x ) ^ 

f(x + Ax) ^ /㈤ ， -- — - 彡 0 ， 

而在 △: r -> 0时取其极限，就得 f ( x ) ^ 0. 

充分性 反之，今设已知在％的内部 f ( x ) ^ 0. 从区间％内取二值 〆 及 
x ' x ，< x ' 并应用拉格朗日公式于区间 [ x ^ x n ] 内的函数 /( x ) : 



因为 ZD > 0,故 

/(工")> /< y )， 

从而函数 /(. T ) 至少是广义的增大. 

迄今为止并未除去函数/(⑷在某些区间内保持为常数而它的导数在这些区间 
内恒等于0的可能性.若我们除去这可能性，就变成狭义的增大（减小）的情形. 

定理3 保留那些关于函数 f { x ) 的连续性及其导数 f ( x ) 的存在性的同一假 
定，要使 f ( x ) 是狭义的单调增大（减小），必要而且充分的条 件是： 

1) 对于 1 的内部的: r ， 有 f ( x ) 彡 0( 彡 0)， 

2) 尸 ㈤ 在/的任一部分区间内不恒等于 0. 

①虽然我们平行地叙述増函数及减函数的定理，但在证明时则限于增函数的情形. 
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必要性若 / ㈤ 在区间1 内 增大， 则 依定理2就有尸 ㈨ > 0,于是条件 1) 满 
足.条件 2) 亦必满足，因为假使导数在某一区间内到处为0,则依定理1，/( X )在这 
区间内就是常数，而这是违反假定的. 

充分性 设定理的条件 1) ， 2) 都已满足.那么，根据定理2,函数/ ㈤ 无论如 
何总不是减函数.若在内取二数值分及 x "( x ，< x ，％ 则不仅有 

/( 工 ’) < /0")， ⑴ 

且又有对于[^，^]内的 X , 

/(>’）< /0) < /( 工") • ⑵ 

今将证明 ，在 （1) 内的等号实际上是不可能实现的.因为假使 fix 1 ) - /( x 〃)， 则 
弓据（2)，就要得岀对于 [ x ^ x 11 } 内的: r ， 

f(x') = f(x) = /(X ")， 

即函数 fix ) 在区间 [ x ^ x 11 ] 内是常数，于是在这区间内就要处处成立 f ( x ) = 0,违 
泛了条件 2). 因此， 

在: l / < X 〃时 /($")， 

g 函数是狭义的增大.定理由此得以证明. 

上面所建立的导数的符号与函数变动的方向之间的关系，在几何上是十分明显 
EJ. 只要记住[91， 92] 导数就是函数的图像上的切线的斜率就成了.这斜率的符号， 
1出切线是向上或向下倾斜的，而曲线本身亦就随着它向上行或向下行（图 54). 





图 54 

然而在个别的点处，切线亦可能为水平的，即增（减）函数——甚至是狭义 
——的导数可以在个别的 z 值时等于 0. 

例题 1) 函数 f ( x ) = x 3 就是最后一种情况的最简单的例子.它是增函数，然而它的导数 
=3 a : 2 却在 : r = 0这点等于 0. 
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2 ) 类似于此，函数 

f (x) = x — sinx 

亦是增函数，因为它的导数 

/’㈤ 二 1 — COSX 

不为负数，虽然它在数值 2 = 2k7r(k — 0 , 土 1 ，士 2 , ... ） 时等于 0 . 

3 ) 最后，为要证明增函数的导数甚至可以在有限区间内无穷多次等于 0 ,试考察函数 

J f(x) = e sin i ~ i , x > 0 时， 

I /⑼ = 0 . 


显然， 

于是我们的函数在 X 


lim f(x) 

>+0 



= 0 时亦是连续的 . x > 0 时我们有 : 



并且这导数在 Z = 1 ， 2, ■ •. ) 时等于 0. 

注意， 

1 

0 彡 f(x) < 2e • 4 — 0 ,在 rr 4 +0 时， 

由此 [113] 亦有 / 7 (0) -0. 

还可以做出一些增（减）函数的例子，其导数等于0的点分布方式更为复杂.然 
而特殊的情形究竟少见，为着实用的目的，通常使用这一充分的判别法 若只要除去 

有限个: r 值，就到处都有 f { x ) >0(<0),则函数 f ( x ) 是增（减）函数. 

这个判别法是非常便于应用的. ^ 

例如，考察 x >0 时的函数 /( x ) 二 ( l + 并证明它是增函数.现只要证明它的对数 

g(^x) = In f(x) = x[\n(x + 1) — In x 


是增函数.我们有 

因依有限增量公式 [112 


9’（工、 




ln(,x + 1 ) — In x 



: r + 1 


ln(x + 1 ) — lnx — 而 ： r < 《 < j; + 1 ， 


故 g f {x) > Q )g (x) 是增函数，即所 欲证 . 
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133. 不等式的证明 


上述单调性的简便判别法可用来证明不等式 


7T 


1) 求证0 < ：r < 7时有 

△ 


. 2 
sm x > —x 

7T 


设 f(x) 二 ^ (0 < a ; < .导数 

X ^ 2 / 


/㈤ 


cos x(x — tgx) 


X 


^ 丌 

0 < 〜 


是 负的，因 ; r < tg . x •.故 f (x) 是减函数，而0 < x < ^•时/ ( x) > f 


2 


7T 


2) 涵数 f(x) — COS X — 1十 yT 2 在 iT = 0处为零 • 在 z > 0时它的导数 

f (x) = — sin x + x > 0 (因 sin x < x). 


故 a : > 0 时 f(x) 是增 函数， 而当 : r > 0 时有 f(x)> /(0) 




即 


COS X > l — -X . 

2 


由此，相仿地，当 $ > 0 时得 


sin x > x — -x , 

6 


等等. 


丌 


3) 求证0 < t ^时有 


tgx > X + - 2 ； . 


为此，只要证明对所说的: r 值，函数 tgx -. x - i . x - 3 的导数 sec 2 a - l - x 2 是正的，即证 tg 2 x - x 2 > 0 
但这可归结为熟知的不等式 tg:r > x [54(9)]. 

4) 因函数 ln ； r -； r(:r >0) 有导数 


，(和厂 1 



> 0(0 < x < 1), 
< 0 (^ > 1 ), 


故当 x 在区间 (0,1] 上变动时它是增函数，当： r 在 [ l ，+ oo ) 上变动时它是减函数.由此显见 


/(I)=- 



，故当 ： r > 0时 


In x ^ x — I. 


5) 再考察 x ^ O 时的函数 f ( x ) 


x a — ctrr ： ( 设 0 < a < 1 ). 我们有 





mx 


a — l 


-i) 


> 0(0 < x < 1)， 
< 0(x > 1), 


于是像 4) 那样可知 x > 0 _ 


— ax ^ 1 — a. 


从这个不等式可以导出一些古典的不等式 . 为此，最好还把它写成别种形式 . 


( 3 ) 
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设 


a 


x 


其中 a , 6是任意正数，并把1 - a 记为/?，便把 （3) 化为下式 


a 


^ ota + /3b 


(3 a ) 


有时引入数 /c 


a k 与 〆 ，得 


( a , b , a , P > 0 ,a + 0 = 

a> lRk， -^> 1 ^ k， =kh 


I } ‘ 


• 把上一不等式中的 a 与6分别换为 


ab ^ •— a 

k 


k 



k f 


b k 


(36) 


(tt ， 6>0;fc ， /C 〉 l，7 + yy = l). 

k k ’ 

6 ) 首先，不等式 （ 3 a ) 可推广到任意个幂相乘的情形.从两个幂相乘可以这样推广到三个相乘 
的情形（应用不等式 （3 a ) 两 次）： 


0 




P + ^f 


aTb^ c 


OL 


6 c 0+， 


OL 




0 


a 


(aa + (0 + 7 ) 6 好 4 


< aa + (/3 + 7 ) 


8 


V /5 + 7 


b + 


7 


^ + 7 


c 


aa + /56 + 7 c 


故最后得 


a a b ^ c y ^Oia + + 7c 

( a ， b 、 c 、 ot、h > 0 . a + /3 + 7 


1) 


相仿地可从 n 推到 n + 1 并证明（用数学归纳法）如下的一般不等式（记号略有改变) 


a ? 1 ^ 2 - - .at n ( qiai + g 2 a 2 H - + q n a n ‘ 

{ a iqi ， ‘ - • ， 〉 0; 仍 + 仍 + … • + 


1) 


也可以引入任意数朽>0,使 



Pi 





而来代替①.这样不等式可写为 


(a 


VI ^ P 2 


a 


2 


m m m 




几、 U ■ P ■ ^ Pldl + P2C12 + ■ • • + PnCln 

3 ^ - 


Pi + P 2 H - hPn 


⑷ 


当 Pi 


P2 


P 


71 


1 时，便得熟知的不等式 


y / a \ a 2 




+ 奶 + 


» * ■ 


+ a 


n 


n 


(4 a ) 


这个不等式说明一些 正数的几何平均数不会大于其算术平均数 • 于是，不等式 （4) 乃是这个古典 
命题的自然的推广. 

7) 现在来证明所谓柯西-赫尔德 ( A 丄 . Cauch 3，- O . H 61 der ) 不等式 


n 


^ : Clibi 《 



n 






2=1 


k 


¥ 


n 


E b " 


k ; 


/ 


% 



⑹ 
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柯西证明了这个不等式在 k = k f = 2 时的特殊 情形: 


a l 


(5 a ) 




先设 n n 

^ ⑹ 

i — 1 i = l 

故要证明的不等式取如下形式 

n 

: ^ 1- 

i = l 

玍不等式 （36) 中依次设 a = a t ,b = b i (i = 1,2, ■•- , n ), 并把所得不等式都加 起来； 再利用 （6) ， 
'更得要证的不等式. 

一般情形可化为上述的特殊情形，只要引入以下的数来代替〜与匕： 



讨于这些数， （6) 这种条件已能满足.根据刚才证明的， 

n 

aWi < 1 , 

i 二 1 


= 这是与 （5) 等价的. 

8) 从柯西-赫尔德不等式，还可立即得一个重要的不等式，即闵可夫斯基 ( H . Minkowski ) 不 


等式 




i 


(a“ bi > Q^k > 1) 



f 对右边两个和分别应用不等式 （5) ，则得①: 


⑺ 




(/c — l)/c ; 




夸云后面的因子，便得 （7). 

r 要记得} +占=1! 

k k 
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134. 极大值及极小值.必要条件 若函数 /( x ) 在区间 6] 内是有定义的而 

且是连续的，并且在这区间内不是单调函数，则必能在区间 | a , 6] 内求出部分区间 

[^01 在它的内点处，即在 a 与之间 •. 函数达到最大值或最小值.在函数的图像上 
(图 55) 的峰及谷.就对应于这种区间. 


常说函数 f ( x ) 在点 x 。 处有极大值（或极 
小值）①，若这点可以有一个邻域 ( x 0 - S . 

完全包含于函数/( X )的定义域之内，并且对这 
邻域中的一切 a ；， 成立不等式 



f ( x ) ^ /0。）（或 f ( x ) ^ f ( x 0 )) 


换句话说，函数 /( z ) 在：达到极大值 



X 





0 


(极小值），如果 f ( x 0 ) 






的某一邻域（即 



使是很小）内的一切函数值中的最大值（最小 
值）.注意，在极大值（极小值）的定义中已预先假定函数在点. x 0 的两方都是有定义 


若有这样的邻域存在，在它的范围内（当 : r # X 0 时）成立着严格的不等式 


f { x ) < f ( x 0 ) (或 f ( x ) > /( x 0 )), 


就说函数在点: Tq 处有真正的极大值（极小值），在相反的情形，有广义的极大值（极 
小值）. 

若函数在点 抑及 A 处都有极大值，则把魏尔斯特拉斯第二定理 [85] 应用于 
区间就看出，函数必在: Tq 与: n 之间的某一点抑处达到在这区间内的最 
小值，而在那一点处就有极小值，类似地，在二极小值之间一定能求出极大值.在那 
种最简单的（而在实用上是最重要的）情形，当函数总共只有有限个极大值及极小值 
时，它们总是交迭地出现的. 

注意，极大值或极小值总称为极值 

现在要问，如何去求岀使函数获得极值的一切变元的数值.在解决这问题时，导 
数起着主要的作用. 

首先假定，函数 /( x ) 在区间 ( a , b ) 内有有限导数 4 若在点: To 处函数有极值，应 
用以前讲过的费马定理 [109] 于区间 （ x 0 - + 5)，就得结论 f ( x 0 ) = 0:这是极 

值的必要条件 • 极值只能在使导数等于零的点（这种点称为静止点③）中 去找. 

可是不要以为每一个静止点都能使函数获得 极值： 刚才所指出的只是必要条件， 
并不是充分条件.例如在[132, 1)] 内，我们曾看到，函数 r 3 的导数 3 x 2 在 a ; 二0时 
等于零,但在这点处函数并无 极值： 它总是增大着. 

① 由拉丁文 maximum 及 minimum 而来，表示“最大的”及“最小的”(数值）. 

② 拉丁文的 extremum 表 7K 着“极端的” (_ 值）. 

③ 在这些点处函数的变动似乎“暂停了”：这时变动的速度 [ 92 ] 等于零. 
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若扩大所考察的函数/(4的范围，并假设在个别的点处导数可以等于无穷或全 
然不存在，则/(4亦并非就不可能在某些这种点处取得极值(本来费马定理只是在 
有限导数存在的假定下，证明了 f ( x ) = 0). 例如，函数^在 X = 0时显然有极小 
值，可是它在这点处的左导数等于 - 0O 而右导数等于 + oc [101]; 完全同样，函数 H 
也是在点 .t = 0 处有极小值，可是它在这点处的导数却全然不存在 [100]. 因此，即 
使在有限的双侧导数不存在的点处函数亦同样能获得极值.但在这种情形，自然亦 
同样不能保证在这种点处就有极值存在.可以用函数？/ = ^及 w r sir ^( 附有补 

充条件:在0； = 0时 y == 0) 作为例子.第一个函数在点 x = 0处有无穷导 [101], 
第二个在这点处则根本没有导数[102, 1。]，但在点^ = 0处两个函数并没有获得极 
直（因为在这点的任一邻域内，两个函数都是既有正值又有负值）. 

135. 充分条件 • 第一法则 因此，若点邱是函数/(工）的静止点或假如在这 
点处/(4没有有限导数，则点吻仅是所谓“有极值嫌疑的”点，还应该对它再作进 
一步的考查. 

这考查就在于检查下面就要说到的极值存在的充分条件是否满足. 

假定在点吻的某一邻域（吻 - 5,吻+ 5) 内（至少对于工#吻）存在有限导数 

f ( x ), 而且它在吻的左方及右方（各别的）保持着确定符号.那么就可能有下列三 
种情形： 

I . 在 : T < 10 时 f ’ (X) > 0，而在0； > 0 ； 0 时 f f (x) < 0,即导数 f’(x) 在经过 
点吻时由正的变成负的.在这情形；函数/( X )在区间[吻 - 5,吻]内渐增，而在区间 
[ W0 + 6] 内渐减 [132], 于是 f(x 0 ) 就是/ ㈤ 在区间[抑 -Mo + (5] 内的最大值， 

即在点:处函数有极大值. 

II . 在 T <邡时 f(x) < 0而在 x > x 0 时 f(x) > 0,即导数 f(x) 在经过点 x 0 

时由负的变成正的.在这情形，类似地可证,在点工0处函数有极小值. 

III . 在0： < Xo 及 T > 工0 时都有 f ( x ) > 0或是在: Tq 的左方和右方都有 
f ⑻ < 0,即尸 ㈤ 在经过 X 。时并不变换符号.那时函数或总是渐增，或总是渐减; 
在0：0的某一方的任意近处总能找 到点％ 使/0) < / Oq )， 而在另一方又有点 X ，使 
f(x) > /( x 0 ), 于是在点: r 。 处无极值. 

在图56, a ，6 ，B 中，给出各种最简单的情形的图示. 

因此，我们得出考验“有嫌疑的”数值吻的第一法则：先用工 < 利， 后用 x > _ x 0 
代入导数 f ( x ), 以确定导数在点: co 的左方及右方近处的符号；若这时导数 f [ X )的 
符号由正变负，则有极大值 ， 若由负变正，则有极小值；又若符号不变，则无极值. 

当在区间 （ a ，6) 内像通常那样只有有限个静止点或有限个导数不存在的点： 

0/<3^1<尤2<... 〈尤•〈尤 71 〈石， (8) 

在这种情形之下，这法则完全可以解决问题.就是,首先在任一区间 

( fl ， 工1)，（工 1，$2)， . . . ， is^k -> ^/ c +1) ， . . • ， （ Tn ，6) 
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图56 

内存在着有限导数 f ( x ), 此外，在每一个这种的区间内 f ( x ) 都保持不变号，事实 
上，假若 f ( x ) 例如在区间 ( x k , x M ) 内变号，则依达布定理 [ 110 ] : 它就要在以及 

之间的某一点处等于零，但这是不可能的，因为导数的一切的零点都已包括在 
点列⑻之内了. 

在实用上，后面的附注在某些情形之下是有用处的：要确定导数 f ( x ) 在全区间 

内的符号，只要算出它在其中任何一点处的数值（或甚至只要确定其符号) 

就行了. 

136 . 例题 

1) 求函数 f(x) = (rr + 2) 2 (x-1) 3 的极值. 

它的导数恒存在而且是有限的： 

= 2(x + 2)(x - 1)3 + 3(z + 2)2 (x — I )。 =(工 + 2)(x - 1)^(5x + 4) , 

导数的零点 ® (静止点） 是： 

4 

X \ — — 2， 工 2 二 一 ~ — _0‘8， = 1 . 

0 

这些数值把全区间（- oo ，+ oc ) 分成下列部分： 

(—00,-2)， （—2,—0.8)， ( — 0.8,1), (1，十 oo ). 

要确定导数在这些区间内的符号，可以利用前段最后的附注，确定在具体数值时的符号，例如 
® 就是使导数等于零的点，亦即 fix ) =0的实根—— 译者. 




^0 


//f — 


I 



ioA^— 


A o 


⑹ 




^o 


o 






B 


\7 

a 
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在 -3, -1, 0及2时的符号.先确定各个因式的符号，然后就可得出整个导数的 符号: 


在区间 （ — oo , -2) 内 (一)(+)( — ) = 十 
在区间(-2, -0.8) 内 (+)(+)(-) =— 
在区间(一0.8, 1) 内 (+)(+)(+) 二 + 
在区间 ( l ，+ oc ) 内 (+)(+)(+) = + 


由此，清楚地，函数 f ( x ) 在 a : = -2时有极大值，在 a ; = - 0.8 时有极小值，而在 : r = 1 时 
无极值. 


然而通常都用另外的办法，而不在导数内代入具体数值.从 x = -2 开始来讨论.导数的最后 
两个因式（^‘ - I ) 2 及 5 x + 4的乘积在-2时有负号，因此（由于连续性）在这点（左方及右 
方）的近处保持同一的符号.至于因式 （: r + 2) 当 z 增大而经过数值 -2 时由负的变成正的，于 
是导数的符号由正变负，而函数有极大值.在 ；r = - |时（及接近这数值时）导数的首二因式有正 
号； 至于最后的因式 5； r 十 4( 随之而整个导数）在经过这数值时则由负的变成正的，故函数在此处 
有极小值.最后，在经过数值 :r = 1时，不仅第一第三因式保持着原有符号，而且第二因式亦是如 
此，因为平方总是 正的； 故在此处无极值. 

已知使函数获得极值的点： r ， 现在就很容易算出这些 极值： 极大值 /( - 2) = 0而极小值 


/(—0.8) = -8.40. 

在图57中给出说明这函数的变动的图像①. 

2) 求函数 f ( x ) = sin 3 x + cos 3 x 的极值. 

由于函数有周期 2 tt ， 我们只要讨论包含在区间 [0, 2 tt ] 内白勺 
: r 值就已够了.这函数的导数到处存在： 



• 2 2 
3 sin x - cos a ; — 3 cos x sin a ; 

3 sin x - cos x - (sin x ― cos x ). 


在这情形导数的零点（静止点） 是: 



7T 7T 5 ir 

~ . 7T. - 

4 , r ,4 


3 丌 

T 



在经过： r = 0时，因式 sin x 由负变正，因为最后两个因式在 
x = 0的附近保持负号，所以整个导数的符号由正变负，故有极大 
值.因式 sinx - cosrr ， 在 x = ^时等于零，在经过这点时符号由 
负变正.导数的符号亦是如此，因为前面两个因式是正的 ； 因此， 
在该点有极小值.仿此考察其余的静 止点： 它们全部交迭地使函 
数获得极大值及极小值. 

把它们代入函数内，就得到极大及极小的 数值： 

极大值： 

/(0) = /(2兀)=1， /( 吾 ）=1, /( 竽）=_ 



X 




2 


-0.71, 


①在此处及在下列各例题内，我们用图像来说明函数的变动,但关于作图问题本身，只能在§3内 
再详细地考察.特别是参阅149, 3). 
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极小值: 



函数的图像表示在图 58 中[参阅 147, 1)]. 



X 


3) 求函数 f ( x ) = -( x 2 -1)3 的极值 

在这一次，有限导数 



除去在点 a ; = 0及 z = 士1 以外到处存在. 

当从两边）接近于这些数值时，导数趋向于士 oo . 

要确定导数的零点，可使它的分子等 于零； 我们就求得 ： Z = ±-1. 因此，“有极值嫌 疑的” 
点就是： 


一 1，一 





， 


在$ 


0时（及在这点的附近）分母的第二因式及分子都是正的 • 至于分母的另—因式 


的符号却由负变正，导数亦是如此、故有极小值.在 


于分子，在考虑接近于 


1 


v^2 

4 


(及在其附近）时分母保持着正号.至 




的 x 值时改写成 ( l - x 2 )i - xi ; 它在 


v/2 


时等于零，且随: r 的 


减少而增加，随 a ; 的增加而减少，于是符号由正变负，故有极大值. 




X 


1 时，分母内的因式 Or 2 - 1)3( 它在这点处等于零）不 变号； 同样导数亦不变号，于是在 a: 




时亦然.在经过 


时无极值.在 a ; 


1时亦然. 



图 59 
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因此，极大值是/ (士= % = 1.59, 而极小值是/⑼= 1. 

图像画在图59中[参阅149, 4) :• 

4) 阻尼振动设动点依定律： 

5 = Ae~ kt sinu)t 

而运动，式中 s 是经过的路程（从开始的位置算起），而 t 是时间（从开始的时刻算起）.一切常 
量 A,k,cj 以及变量都算是正的.现在来说明这一函数关系的 图形； 把它同我们所已经熟悉的 
正弦曲线 s 二 Asinujt 相对照是很有趣的.因为 e~ kt > 0,显然，两条曲线都交 a ; 轴于相同的各 

点 t = n -( n = 1,2 5 --*).须注意，函数 s = A sin U 在诸点 t= 卜+臺) J 处交迭地有极大值 

及极小值 W 在此等点处它的导数/ = Alj cosLJt 等于零.现求给定函数的导备[参阅99, 30)]: 


S 


Ac 


kt 


uj • cos u)t — k - sm cvt) 


二 A ♦ yto 2 




k 2 e 


一 kt 


UJ 




COSU)t — 


k 


2 


k 2 


ylv 2 


sin tot 


k 2 


浓条件： 

uj k . 

. 二 — cos ― = 二 sm ip 

\/uj 2 + k 2 \/uj 2 + k 2 

引入辅助角 & 便可改写导数式为 


s = A - + k 2 e— kt cos(ujt + cp). 


它在诸点 



丌 

U) 


U) 


处等于零.又因为余弦在经过零时要变号，所以容易看出我们的函数在这些数值时有极值，实际上 
在 n 为偶数时有极大值而在 n 为奇数时有极小值.与正弦曲线相比较，发现极值点向左移动 

不难检验，一切极大值都是正的而极小值都是负的.若用 An 表示第 n 个极值的数量 ，则 u 


A. n 


A 


71 + 1 



于是振幅依几何序列而渐减. 

它的图像（取简单的特例）表示在图60 中. 这种类型的运动称 为阻尼振动. 

附注 在实际遇到的大多数情形之下，前段所述的法则，对于探究“有嫌疑的”数值是完全够 
用的.然而必须注意，可能在有些情形，它是不适用的：即当在被考查的点的任意近处包含着无穷 
个其他类似的点时，于是在这点的这一方或那一方，导数就不保持确定的符号了. 

例如考察由等式 


f(x) = x 2 - sin 1( 在 x ¥ 0时）及 /(0) = 0 

x 

所定义的函数.我们已经知道，它在 x = 0 时有导数/ ; (0) = 0[102,2°].可是在静止点 x = 0的 
左方以及右方的任意近处，导数 



— cos — 

X 
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图60 


无穷多次地变号.这函数在点 x = 0 处无极值.但若把函数定 义为： 

/㈤ = x 2 (1 +sin 丄)在2； / 0时,/(0) = 0， 

\ 00 / 

则它亦显示着同样的特性，但在这次， /( z ) 在 X = 0时显然有极小值.前述的法则在两种情形都 
不能应用. 

137. 第二法则 在探求函数的极值时，研究在静止点附近的导数符号，可以换 
成研究在这点处二阶导数的 符号； 下面将说明这事. 

为此，设函数/( ㈨ 不仅在点:的邻域内有导数 f { x ), 并且在点邱处有二阶 
导数/"(吻).点： To 是静止点，即 f ’( x 0 ) = 0■若 f / f ( xo ) > 0,则依 109 的引理 5 函数 
f ’( x ) 在 Ax = 吻处渐增， 即在点: r 0 的左方近处 f ( x ) < f ( x 0 ) = 0,而在点:的右 
方近处 f ( x ) > f ( x 0 ) = 0. 这样，导数 f '{ x ) 在经过点 X = Xo 时符号由负变正，因 
此/ ㈤ 在这点处有极小值.若/〃(: Co ) < 0,则//(. X )在点 Z =邱处渐减,它的符号由 
正变负，于是/(4有极大值. 

这样，可以叙述考查“有嫌疑的”数值吻的第二法则如 下：把 卻代入二阶导数 
/ 〃 ㈤ 内 .若 /"( x 0 ) >0,则函数有极 小值； 若 f ’’( x 0 ) < 0 , 则函数有极大值. 

一般说来，这法则的应用范围较为 狭窄； 例如，它显然不能应用于不存在有限一 
阶导数的点（因为那里就谈不上二阶导数） • 当二阶导数等于零的那些情形，这法则 
亦没有给岀什么结果.那时，问题的解决就得依赖于高阶导数的性态了 [参阅下一目]. 

若希望把这法则应用于例 2) ，则须算出二阶 导数： 


f 〃 (x) = 6 sin a: cos a;(cos + sin a:) — 3(sin 3 x + cos 3 x). 

71" ]7T 

在 X = 0(27 t ), —, tt , — , 第一项等于零而 f n { x ) 的符号与 f ( x ) = sin 3 x + cos 3 x 的符号相反; 

它在 x = 0(2 tt ), I 时有负号（在此处有极大值）而在 : r = 7 T 及# 时有正号（在此处有极小值). 

7T 57T 

在: r = $及 I ■时， 由于等式 sinx- cosxJ f, (x) 就变成6 sin 3 %于是在前一点处二阶导数为 
正（有极小值），而在后一点处为负（有极大值）. 
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再举一 例子： 求函数 f ( x ) 


X 2 一 5a: + 6 


的极值 


x 



导数/ 

x/2 = 2 


= 与其分子有相同的零点 

把导数当作乘积而再微分它： 


即 XI 


\/2 ^ 


0.41 及； T 2 


r \ x ) 


(X 


1) 


2 (2x — 2) + 


» * 4 


等式右边用省略号来代替的是包含着因式 X 2 -2 x *- l 的项，它是我们所不需要详细知道的，因为 
对于我们准备代入的 X 值，它早已明知是零. 

很易看出 /" (: El) < 0,而 /"(X2) > 0,因此 /(xi) = 7.04 是极大值，而 /( x 2 ) = -0.03 是极 
小值. 

函数的图像画在图61中[参阅 149 , 5). 



图61 

最后，再考察这样一个有着几何内容的应 用题: 


求（在平面上） 一 已知点 P (^ v ) 至由方程 y = 
f ( x ) 所给定的曲线 （ K ) 上一点 M ( x ， y ) 的距离 r 
的极值（图 62). 

代替考察函数 r *， 可以考察函数 

u=]^r 2 = ^[(.T-O 2 + (y-v) 2 }, 

式中 y = f ( x ) ‘使导数 

u x = x -^ + (y - rj ) - ij x 

等于零，就看到，要曲线 （ iO 上的点 M ( x ， y ) 能使 
距离 r 获得极值，必须满足 条件： 



^ — x + y' x (rj — y ) = 0 . 

换句话说，点 P (^ V ) 应当位于直线 


图62 


X — x + y x (Y — y ) = 0 
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上.这直线经过曲线上的点 M { x , y ) 而垂直于在这点的切线①> 它称为曲线的法线. 

现在假定点 P (^ v ) 已经位于曲线 （ K ) 上点 M ( x , y ) 处的法线上了，则距离 PM 是否极值 
呢？这问题的解决，依赖于二阶导数 


U 





的符号.这式子仅在坐标为 






的点 C 处才等于零（假定心 2 ^ 0;对于 C 点，问题仍然没有解决.点 （7 把法线上的那些点 P 

分成两部分，当点 P 使 V < 0吋，距离 PM 就是极大值，当点 P 使> 0时，距离 PM 就是 
极小值. 

以后 [ 243 , 253 ] 我们将看到，这一法线上的界点，在好多方面是值得注意的. 


138. 高阶导数的应用 我们已经看到，若尸(吻 ） = 0且 r ( Xo ) > 0,则函数 
/㈤ 在点 X0 处达到极 小值； 若 f ( x Q ) = 0且 ,/"( x 0 ) < 0则函数在这点处有极大值. 
至于当 fixo) = 0且 /"( x 0 ) = 0的情形，我们还未加研究. 

今假定函数/(4在点 : r = 处有顺次至 n 阶的导数，而且直至 （n - 1) 阶导 

数为止全都在这点处等 于零： 


/’( 工 0) = /"( 工 0) = • • ■ = / n_1 (xo) = 0. 

同时却有/ ( n ) (^ o ) 7^0. 把函数/( X )的增量/( X ) - /(. To ) 依 .T - 抑的幂用余项为佩 
亚诺式龙]泰勒公式展幵 [124, flOa ) 1. 因为所有低于 n 阶的一切导数在点 邱 处都等 

T 零，故 



由于当 x — Xo 时 a — ()■, 所以当. X 十分接近于; TQ 时,上式右边分数的分子与 
就将有相同的符号，在 .X <吻时如此，在3； > 2：0时亦如此.且考察两种情 


1。 n 是奇数 ： n = 2 丸 •+[ 当 X 的数值由小于邱变成大于工 0 时，因式 ( x - xo) n 
t 交换符号，但因为第一个因式这时不变号,所以差 f ( x ) - f ( x 0 ) 也变号.这样，在点 

「上■函数 /(. T ) 就不能有极值，因为在这点的近处，函数值有小于 /( X 0) 的，也有大 
二 、0)的. 

-^ n 是偶数 ： Tl = 2 k . 在这情形，当 X 由小于 Zq 变成大于 Xo 时/(. X ) — f ( xo ) 并 
H 因为对一切 A ( x - x 0 ) n > 0. 显然，在勒的左方及右方近处，差 f ( x )- f ( x Q ) 


1 3它的斜率是切线的 斜率％ 的负倒数. 

Vx 1 
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的符号都与数值 f ^( xo ) 的符号相同.这就是说，若 / ( n ) ( x 0 ) > 0,则在点邱的近处 
.⑽〉/ ㈣ ，而在点吻处函数 / Or ) 有极 小值; 若 /㈤㈣ < 0,则函数有极大值. 

由此即得这样的法则： 

若在各阶导数中，第一个在点: r 0 处不等于零的导数是奇数阶的，则函数在点邱 
泛既无极大值亦无极小值.若这种导数是偶数阶的，则函数在点: ro 处有极大值或极 
':、值，就 看这导数是负的或是正的. 

例如，对于函数 f ( x ) = e x + e~ x + 2 cos a : = 0是静止点，因为在这点处导数 

f ( x ) — e x — e~ x — 2 sin x 


等于零. 

其次： 

f n { x ) = e x - e~ x — 2 cosx , / /; (0) — 0; 
f n ， ( x ) = e x — e~ x + 2 sin x , /’"⑼ = 0; 

/ IV ( x ) = e x + e~ x + 2 cos x . / Iv (0) — 4. 

因为第一个不等于零的导数是偶数阶的，故有 极值； 又因 / IV (0)>0, 故有极小值. 

附注 虽然上面所说的检定法，解决了在许多情形下的极值问题，但在理论上说来，它总还 
X 是万 能的： 一 个并不恒等于常数的函数，可以在所考查的点的邻域内具有一切阶的导数，然而在 
这一点处，各阶导数却都等于零. 

举一例，考察下面（柯西的）函数： 


f ( x ) = e —7( 在 re 〆 0时），/(0) — 0. 


在 : c _ 0时，它有一切阶的导数: 



而且一般地有 

f in ) ( x ) = P n - d (n = 1，2,…)， (9) 

式中的八 ㈤ 是 （3 n 次）整多项式.这定律的一般性很容易由数学归纳法证明. 

今再验证在点 : r = 0处我们的函数的各阶导数都存在，而且都等于零.实际上，首先， 


在 n 时， / ㈤ -/⑼ 二 4 — 0 ①， 

• T 


①回忆当2 + oo 时# 是较 z 的任何次幂/更高阶的无穷大，即 

z k 

lim ——=0 

2 一 + 00 C Z 

65 ]. 在此处是 *^5 ■(在 x — 0 时）担任着2的角色. 
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于是 f (0) = 0再假设，所要证明的命题对于直至 n 阶为止的一切导数都是正确的•则[参阅⑼] 

六 n /㈤ ⑷ -/㈤ ⑼ \ Pn (-) 

在 ：r — 0曰才,-~~^ —■ -~~^ ^ - - - . 0, 

x - 

因为分子总是形如士的各项的和.这就是说，亦有 f ( n + l ) (0) = 0. 由数学归纳法，命题已完全 
证毕. x 

虽然直接明了，所给函数在 X = 0时有极小值，但要用考察它在这点处的各阶导数的方法来 
验证这事实却不成. 

139. 最大值及最小值的求法 设函数/( ㈡ 在有限闭区间[化 6] 内有定义而且 

连续.迄今为止我们仅注意它的极大值及极小值，现在再提出关于它在这区间内所取 

的一切数值中如何求其最大值及最小值的问题依魏尔斯特拉斯第二定理 [85], 这 

种最大值及最小值必定存在.为确定起见，就讨论最大值. 

若函数在 a 与6之间的某一点处达到最大值，则它同时将是极大值之一（显然, 

是最大的极大 值）； 但最大值,亦可以在区间的一端点 a 或6处达到（参阅图 63). 这 

样，就需要把函数的一切极大值互相比较，并需与边界数值/⑷及/(6)相 比较； 这 

些数中的最大者就是 /(>) 在 [ a , 6] 内的一切函数值中的最大值.仿此可求出函数的 
最小值. 



例如，要判定函数 f { x ) = sin 3 x + cos 3 z 在区间 


值等于1，且大于边界数值 




4 


/ 


3丌 

T 



因此，1是函数在所述区间内的最大值.极 


小值等于 


5tt 


大于边界数值，于是最小值就是 0. 对于区间 


7T 37T_ 

■ _ I 

_4，2 - 


而言，则须取在 




2 


及 f 时所达到的两个极大值1及 - 0.7，〃 之较大者作为最大值，因为在端点处的函数值是 




4 


0.7 


及 



3丌 

T 


) = -1, 都小于 1. 函数在右端点处达到最小值同时，在 



时，极 


小值即最小值 


①这样，我们给术语极大值保留着它的“局部”的意义（在对应点的直接邻域内的最大值 ） ，并把 
它和在所考察的全区间内函数的最大值区别开来. 

关于函数的极小值及最小值亦是如此. 
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若希望避免探究极大值或极小值，则用别的办法.仅需计算在一切“有极值嫌疑的”点处的函 
数值，并且使它们与边界数 f ( a ) 及 m 相 比较； 在这些数中的最大数及最小数，显然就是一切函 


数值中的最大值及最小值. 


例如，对区间 



37T 


界值 



4 



4 5 4 
3 丌 

4 


，我们就把/(0) 



l,t - 




0.7 …‘ 




= 0相比较，而对于区间 


7T 37T 


2 


等数值与边 


■ 4，2 


，我们就把 




— 丄， 



/ 57T 


4 


-0.7*-*等数值与边界值 /( 


0.7 …及 



37T 

T 


2 




-1 相比较. 


附注 在应用题内最常碰到 a 与6之间只出现一个“有嫌疑的”点:的简单情形.若在这 
点处函数有极大值（极小值)，则不用与边界值相比较，就能明白这就是函数在所给区间内的最大 
值（最小值）（参阅图 64). 在这类情形，进行探究极大值及极小值，经常显得比计算及比较函数的 
特别值更为简单（特别是，若在函数的表达式内有文字常数时). 


着重声明，上面所讲的完全可以应用于开区间 （ a ，6) 以及应用于无穷区间. 


140. 应用题 今将用例题的形式叙述一系列各方面的问题.这些问题的解答归结于求函数 
的最大值及最小值.可是，更值得注意的往往还不是这些数值的本身，而是那些使函数获得极值的 
点（变元的数值）. 

1) 从一块边长为 a 的正方形铁皮的各角上截去相等的方块，把各边折转（图 65) 作成无盖的 
匣子.怎样才能得出有最大容 S 的匣子？ 


若用: r 表示截去的方块的边长，则匣子的体积 y 可表示为 ： y = x ( a ~ 2 x ) 2 , 而且: r 是在区 
司0, | 内变动着.问题已变成求函数？/在这区间内的最大值. 


因为导数 〆 = ( a - 2 x )( a -6 x ) 在0与.之间只有唯一的零点 x = ~,所以立即可知这 

^ vJ 


数值使函数获得极大值 5 同时它也就是所求的最大值.或用另一种 说法： 在$ = g 时有 y 

同时？/的边界值却等于 o . 因此，在工=_时实际上就得出 y 的最大值. 

2) 已知一木料有直径为^的圆截面.如何把它削成最坚牢的具有矩形截面的横梁. 


2 a 3 

'27 


提示 由材料力学证明，有矩形截面的横梁的强度与积6/1 2 成比例，此处的6是矩形截面的 
底，而^是它的高. 

因为 h 2 = d 2 - b \ 所以要求的就是 y ^ bh 2 = b { d 2 - b 2 ) 的最大值，其中“自变量”6在区间 
( Od ) 内变动着. 

导数 y ， 二 d 2 - 3 b 2 在这区间内只有一次等于零，即在点6 = ： ^处.二阶导数/ = -66 < 0, 
因此，在所指出的点处达到极大值，这也就是最大值. 

在6 = 4时 h 于是 d : /i : 6 = 73 : \/2 : 1. 从图66内可以看到怎样去作所求的 

73 V 3 

矩形（把直径分成三等分，在各分点处立垂线即得).我们的操作规程上规定比值 h •• b = 7 : 5' 这 
就是\/2 = 1.4 ■ * * 的近似值. 


3) 试在半径为 r 的半球外面作一体积最小的外切正圆 锥体; 但假定半球的底与圆锥体的底是 
在同一平面上的同心圆（图 67 ) . 

在此处尚需合理地选择自 变量； 设圆锥的顶角#是自变量.依附图的记法，就有 H = 
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- , h = - r — —，于是体积 

cos ^ sm cp 

V - ]-7rR 2 h = 

3 

要使体积 v 有最小值，显然需要使分母中的?/ = 
其最大值.今有 


cos 2 ip * sin ip 

cos 2 p sin 当 p 在区间 


0 , 


7T 

2 


内变动时获得 


y; 二 


2 cos ip - sin 2 ip + cos 3 ip 


3 


2 cos ip 




在 0 与!之间导数仅在 tg (^ = 即 w = arctg -^= (约相当于 35°15 / 52 // ) 时等于零，这时其 

符号由正变负，这角使2/获得最大值，而使体积 V "获得最小值. 

4) 重量为 G 的货物放在一水平面上，要加上一力使它移动（图 68). 当摩擦存在时，要使这 
力的数量 F 是最小，问它应该与水平面作成什么角度？已知摩擦系数是 m . 



提示 摩擦力当作与物体对于平面的压力成正比例（库伦定律），其方向与运动的方向相反. 
比例因子就是“摩擦系数” 

设作用力 F 与水平面作成一角度 I 沿水平方向及垂直方向分解这力 ，得出分力 F‘cos8 及 
F ^ sin 9. 物体对于平面的压力是厂咖6>，于是，依库伦定律，摩擦力 R = ^( G - F ^ sme ); 
曳引力 F 的水平分力 F ■ cosO 应该刚好平衡于这摩 擦力： 


F - cos 0 = fi ^ (G ~ F ^ sin 0 ) ， 






140 ] 


§1. 函数的动态的研究 


• 247 - 


由此 


F 


fiG 


cos 6 + (1 sin 0 


现在要求的是当0在区间0, |内变动时这函数的最小值，或函数 y = cosO + ^ sin 0 的最 
大值 .导数 y ’ G 二^ cos 0 - sin <9只当 tg 沒二 / i 或0 = arctg/i 时等于零；这角 (9 称为“摩檫角”.因 
为= -/ isin ^- cos ^<0, 所以当曳引力与水平面作成摩擦角时最为有利.例如，若要使石块 
t 木板上移动，即 W 二 0.4 而0 =22°. 

5) 已知船舶每航行一小时的费用（卢布）表示为经验公式 a + bv 3 , 此处 alkb 是常量，它们 
S 当对于每一船舶各別地确定，而 r 是船舶的速度，单位为浬/小时 （1 浬 =1.85 公里)①.问在怎 
洋的（“经济的速度之下，船舶以最小的费用驶行任何的距离？ 

驶行1公里需要小时，对应的费用表示为公式 


1.85i; 


(d + 


1.85 



使式子 y 二以 + t 的导数等于零，得 y 

v 


26?; — 


v 


0, 





26 


a 为 A 


26+3 > 



3 


0,故在已求得的数值 t ; 时，费用最省. 


数字例子: 



40^ b = 0.01〉 



v /2000 = 12.6 浬/小时. 


6) 设一电灯可以沿着铅垂线(图 69) 移动（例如， 
装着滑车），它与水平面必须有怎样的距离，方才能使 
在水平面上的一点 A 处获得最大的照度9 

提示 照度 J 与 sinc ^ 成正比例，与距离 r = 的 
平方成反比例 5 即 



、 


X 



C 


sin ip 


式中的 C 依赖于灯光的强度. 


、 


S 


若选 h = 0 B 作为自变量，贝 I 


0 


、 


、 


、 




、 


s 




乂 


S 


( p 卜 


h 


sin ip 


) 



v 4 2 + 



a 


1 69 


rfn 


其次，导数 


在 /i 


a 


J 


h 


( h 2 




2)3/2 


(0 < h < 




a 2 — 2 h 



(/i 2 +a 2 ) 5 / 2 




= 0.7 a 吋等于零，而且在 / i 经过这数值时，符号由正变负.这 / i 就是最适当的距离 


亦可以选取角 cp 作为自 变量； 那时 



a 

COS ip 


J 


c 


cos 


(psin ip . 


①在这公式内，费用的常量部分代表折旧及船员的薪金，而第二项代表燃料费. 
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而问题就变成求函数 y - : cos 2 ip sirup 在区间 
( o , I )内的最大值.但我们已经知道[参阅应 

用题 3) ]，它在有 tg^o - ^的角度仰时达 

v2 

到最大值.这时距离 h 仍得原值 atg^o = 

7 ) 由铁路干线 AS 上的一点4处（图 70) 
要把货物运往与铁路线相距为 CB = I 的一点 
C - 运送单位重量经过单位距离的运费在铁路线 
上为 a ：， 用马车时为汰问应该从铁路线上怎样 
的一点 M 起始修筑公路 MC , 使由4至 (7( 依 
路线 AMC ) 的货运价格最为低廉？ 



依附图的记法，单位 重童的 货物的运费——对于点 M 的任意位置——为 


V = C^(d - x) 4 - (3\/x 2 + I 2 (0 ^ x ^ d). 



若1(0^0)，则这式子永远是负的，始终不等于零 • 函数 y 随着; r 由0渐增至 d 而渐 
减，显然，在 z d 时达到函数的最小值.在这种情形，直接把点乂作为公路的起点，最为有利. 

在 /c < 1日衣只要同时有 


H 

\/1 — k 2 



则前述的一切仍是正确的 • 这是因为，在 /c < 1时式子 


X 

\/x 2 + P 


— k 


有唯一的零点 

kl 


yj\ - k 2 

而在上述假 定时， 这零点显然位于： r 的变动区间之外（或在它的端点上），于是在区间之内部导数 

y ' x 仍是负的. 

仅在所说的岑点< d 时，这: E 的数值方才确定着 A 与 B 之间使运费为最小的一点 7 V / 的位 

置. 


附注利用这机会请读者注意下面的情况.寻求函数在变元的确定变动区间内的最大值或最 

小 值时，可能很容易碰到，在这区间内全然没有导数的零点（或其他“有嫌疑的”数值).这就说明 

在所考察的区间内函数是单调增加或单调减少，因此，必在区间的两端点上达到其最大值及最小 
值. 


在最后的应用题中，当题内引入的数量满足一定的关系时，类似的情况便立刻出现了. 
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§2•凸（与凹）函数 


141.凸（与凹）函数的定义 除了单调（增或减）函数类以外，还可以提出一类 
所谓凸或凹函数. 

在区间七上①有定义而且连续的函数 f ( x ) 叫做是凸函数(向下凸），如果对^ 
中的任何两点: ri 与 X 2 (xi ^ X2 ) 有不等式 


+ q 2 x 2 ) < qif{xi) + 必 /(>2 )， （ 1 ) 

而 与的 为相加等于1的任何正数.函数叫做凹函数，如果成立的不是 （1) 而是 

fiQiXi + q2X 2 ) > Qif(xi) + (?2/(^2). @ (la) 


显然，若函数/ ㈤ 是凸（凹）的，则函数 -/(X) 是凹（凸）的，反过来说也对 • 这 
-简单的说明，可使以后在许多情形下只要讨论凸函数就够了. 

凸函数的上述定义有简单的几何意义.首先要指出，在所作对 gi 与&的假定 

F ， 

x = qiX 1 + q 2 x 2 {xi < x 2 ) (2) 


应在:^与: r 2 之间；反之，;2^与❿间的每一数 
r ， 都可用上述形式来唯一表出，其系数为 


X 2 ~ X 

Ql ~ 

X2 - Xi 


与 Q 2 = 


X 


X\ 


X2 - Xi 



若考察函数/⑻的图形（图 71) 及其在点 




欠 l(>l ， yi ) 与 M{x 2 ,y2) _^ 

O Xj 

:其中 Wl = /( 工1) 5 奶= /( 工 *2)] 间的弧，则不等式 

1) 左边——以 （2 a ) 为系数一便是弧木烏上 
横标为: r 的点 A 的纵标，而在该不等式的右边 
则是弦上（具同一^横标的 ） 点 B 的纵标 


X 


」 - 

^2 



X2 — X X — X\ 


(3) 


® 这里％可以是开的或闭的，有限的或无穷的. 

②凸（凹） 函数的概念是由詹森 ( J . L . W . V . Jensen ) 引入的，但他是从比 （1) [或 ( la )] 还要特殊的 

关系式出发的， gP : 

^ (Xi +X2\ f{Xi) + f ( x 2 ) ‘ 

J 2~~ > ( J ) 2 ， 

这相当于 qi ^ Q 2 = \ 的情形.对于我们所限定的连续函数来讲，这两个定义是一致的. 
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于是凸 函数可描述为这样的函数，其图形 （弧） 上所有的点都在相应弦的下面，或位 

于弦本身上 (在凹函数的情形，“下面”须改为“上面”) • 曲线^ = /(x) 也随着函数 
/(X) 本身而称为凸(或 凹） 的. 

凸函数的明显例子（同时也是凹函数）是线性函数 /(X) = ax + b . 对它来说，带等号的⑴式 
总 成立. f ( x ) = x 2 也是凸的，这可直接据定义 证明： 

( gi$i + q - 2X 2 ) 2 = q \ x \ + qix \ - - x 2 ) 2 < q \ x \ + q 2 x \ ' 

只要 qy ‘ q 2> 0,仍 + 仍 =1. 底下还有凸函数的其他例子. 

142. 关于凸函数的简单命题 

1。 凸函数与正的常数相乘，仍得凸函数. 

2。 两个或几个凸函数之和是凸函数. - 

这两种情形的证明可自定义立即得出. 

附注 两个凸函数的乘积可能不是凸函数，后面要举出这样的例子 （143 的第 
二个脚注). 

3° 若是是常增的凸函数，而 w = /( x ) 也是凸 函数， 则复合函数 ip ( f ( x )) 
也是凸函数. 

事实上，由于/是凸函数[见 （1)] 而 p 是常增的，故有 

W(/( 叭工 1 + Q 2 X 2 )) ^ (p(qi - /(Xi) + <?2 ■ /( 工2))， 

而由于 W 是凸函数，右式又不大于 qMf ( x x ))- hq 2 ^{ f ( x 2 )), 故最后得不等式 

+ Q2 ^ 2 )) ^ qi - ( fifixx )) + q 2 - ( p ( f ( x 2 )), 

而这是函数 〆 /(>))的 （1) 型的关系式. 

读者可自己证明下表内所列的类似的 命题： 


#0) 

U - f ( x ) 

w (/0)) 

凸，常减 

凹 

凸 

凹，常增 

凹 

凹 

凹，常减 

凸 

凹 


4 °如果 y = /(： r ) 和 x = 〆 ▽)是单值互反的函数（在相对应的区间内），那么 
下面表中表示的性质同时 成立： 


/⑷ 

9 ( y ) 

凸，常增 

凹， 常增 

凸，常减 

凸，常减 

凹，常减 

凹，常减 
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例如，在第一行中，假定我们要由关于/( X )的假设推出关于 〆 W 的判断.令 

f ( xi ) = yi,/( ： r 2 ) = 故工 1 = g(yi)^2 = g(m) ‘ 

今据不等式 （ i ) ， 我们有 

f(qiXi + q2X 2 ) ^ qi - /(^i) + Q2 - /( 奶） 二 QiVi + ⑽ 2. 

3为依据反函数定理 [83], 函数咖)也是常增的，所以 

fiqiVi + Q2V2) > + Q2X2)) = qi - g(yi) + Q2 - 分 ( 妁)， 

这就证明了函数 g 的凹性[参看 ( la )]®. 

5。 在区间疋内的凸函数 f { x ), 如果不是常数，不可能在这区间内部达到最大 

9 

tr ? 

■ B / 

■ 

设若不然,假定函数在区间某一内点 XQ 处达到最大值.因为这个函数不是常数， 
听以可把这点包括在这样一个区间（工1，$2)内： 

Xi < Xq < X2 ， 

/ 吏得至少在一个端点处函数值的确小于在吻处的函数值.例如设 

f{xi) < /Oo), f(x 2 ) ^ f(X0)‘ 

令 : To = giXi +奶❸，用 ^1 乘第 一 ^个不等式的两边，用奶乘第二个并且相加.我们 
得到 

qi - f(xi) + q 2 - f(x 2 ) < f(x 0 ) = f(qixi + 的工 2 )， 

这和函数/的凸性矛盾.由此我们的论断得证. 

6。 如果区间，: r 2 ] (其中以< x 2 ) 包含在使函数 f ( x ) 为凸的区间疋内，那 
么关系式 （1) 或者总是带等号成立，或者总是带不等号成立. 

仍旧用图71的记号，这个命题可用几何方式表示成：弧 AiA 2 或者和弦 AjA 2 
枯合，或者（除了端点以外）整个落在弦的下面. 

为了证明，我们考察线性函数 （3) ， 它在两点处和函数 /( x ) 取同样 的值; 
为简短计我们把这函数记成 & t ). 由于函数/和-丨的凸性，差 

( p ( x ) = f ( x ) - l ( x ) = f ( x ) + [- ㈣ ] 

也是凸的 [ 2 。]. 这时在区间 [ x l 5 o : 2 ] 内或者是 P ( x ) E 0 , 或者不是.在第一种情形，在 
这个区间内 /( x ) 三 Z ( x ) 就是说弧和弦粘合，而关系式 （1) 永远带等号成立.在第二 

①表中列出的所有论断从图上来看都是显然的. 
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种情形，在整个区间 ( x u x 2 ) 内都应该有 p ㈤ < 0,因为，设若函数 p 在这个区间内 
也能取得非负值，那么它势将在区间 [ X 1： . T 2 ] 的内部取得在[^!,^]上的最大值，而 
这对于不是常数的凸函数是不可能的[ 5 。].所以，在这区间的内部/ ㈤ < zo )， 曲线 
落在弦的下面，而关系式永远带不等号成立. 

如果对于包含 在；^ 内部的任何区间 [ Xi , X 2 ],Xi < X 2, 关系式⑴带不等号成立， 

我们就说函数 /(㈤ 是狭义凸函数 •类 似地 可确立狭义凹函数的概念 .这个名称同时 
也适用于曲线 y = f ( x ). 

143. 函数凸性的条件 利用 （2) 和 （2 a ) ; 可将基本不等式⑴改 写成： 



或者更加对称些 ; 


( x 2 — x ) f ( x 1 ) + (xx - x 2 ) f ( x ) + (X — X 1 ) f ( x 2 ) ^ 0. (4) 

最后，这个条件可利用行列式 写成： 




1 X f(x) ^ 0. 

1 工 2 f ( x 2 ) 


(5) 


在所有情形都假定 



包白在: Ti 和: C 2 之间；为确定起见以后并将假定 : Ti 


< 


顺便指出，把函数凸性条件写成 （5) 的形式，它就 
获得一个直接的几何解释，只要记得，上面写出的行 
列式表示图 72) 的面积的二倍，它取得正 
值的必要而且充分的条件，乃是三角形是正定向的， 
就是说它的周界 A l ^ A ^ A 2 依逆时针方向划过. 

我们特别指出， 如果指的是狭义凸性，那么在所 
有这些条件中都应该把等号除去. 


少 , 


/U 

z. 


0 




如果引用函数/ ㈤ 的 导数， 就可以得出关于它 
的凸性的便于检验的条件. 


a 72 


定理1 假定函数 /0) 在区间 Y 内有定义而且连续，并且在 y 内有有限导数 

//( X ).要使/( X )在 I 内是凸函数，必要而且充分的条件是，它的导数 f ( x ) 是常增 
的（按照广义理解） • 

必要性 假定函数 /(>) 是凸的•设 A < 0； < $ 2 ,将条件 （4) 改 写成： 

f ( X ) ~ / (工1) < /( 工 2) - f ( X ) 


X — X\ 


X 2 - X 


⑹ 
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如果令: T 趋向:^ 或巧 并且求极限，我们将分别得到 




由此 /(uK f ( X 2 ), 因而函数 f ( x ) 实际上是增长的（按照广义理解). 

充分性 现在假定后面的条件被满足即 f ( x ) 常增.为了证明不等式 （6) 我们对 
它的两边应用有限增量公式 [ 112 ] 



其中 Xi < < X < ^2 < X 2 . 因为依照假定/’(6) < /’⑸，所以关系式⑹真正成 

立，而由它就可得出确定函数/(4的凸性的关系式 （4). 


定理 2假定函数 f ( x ) 和它的导数 f f ( x ) 在区间％内有定义并且连续，而且 
f { x ) X 的内部有有限的二阶导数.要使 f ( x ) 是在 Y 内的凸 函数， 必要而且充分 

的条件是在％的内部 


/"(x) > 0. (8) 

由于前一定理，只需把132目的定理2应用到函数 f ( x ) 就够了. 

同样可得函数的凹性的条件 




所以，条件 

r ㈤ > 0 (< 0) ⑼ 

的成立显然保证了狭义的凸性（凹性），因为它排除了函数 f { x ) 在任何区间成为线 
性的可能性 [ 142 , 6°]. 

现在要作出任意多少凸函数或凹函数的例子就很容 易了： 

1) 函数 a x ( a , > 0 ,a ^ 1) 在区间(― oo , 十 oo ) 内是凸的，因为 { a x ) n = a x - (In a ) 2 > 0; 

2) 函数 ln : x •在 区间 （0，+ oo ) 内是凹的，因为 （ ln ： r )〃 = -~4 < 0[比较 142,4°]； 

3) 对于函数; r . lnxl ： 仍在上述区间内），二阶导数 i > 0,因而函数是 凸的； 

4) 对于函数/‘(仍在上述区间内 ） ，二阶导数等于 r X ( r - l ) x r ~ 2 - 由此可知，当 r > 1和 r < 0 
时函数是凸的，而当0 < r < 1时函数是凹的②，等等. 

在所有这些例子中狭义凸性或狭义凹性都实际发生了. 

① 由于后面有用，我们着重指出，在推导不等式 (7 a ) 和 （76) 时，我们仅仅相应地利用了导数在 
点： t ； l 或巧 处的存在性. 

② 这个例子使我们可能顺便表明，两个凸函数的乘积也可以不是凸 函数； 例如，函数 是凸 
的，可是它的平方，即函数是凹的. 
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作为结束，我们再指出凸函数 /( x ) 的一个 
重要的几何特征.这里，我们不像 [141] 目一样 
考察函数/@)的图像的弦，而考察图像上任意 
点处的切线（图 73). 

定理 3假定函数 / Or ) 在区间 Y 内有定义 
而且连续，并有有限导数 f ( x ). 要使函数 f ( x ) 
是凸的，必要而且充分的条件是，它的图像上的 
一 切点落在它的任意切线上面（或落在切线上). 




1 73 


必要性 曲线^ / ㈤ 在点 A 0 ( x 0 J ( xo )) 处的切线有斜率 f ( x 0 ). 切线的方程 

是： 

V = /(^o) + //( 工 0)0 — ^o)- 

需要证明，由函数/( X )的凸性可得出，对于 Y 中的任意二点邱和 x , 成立不等式 


/㈤ > /( 工 0) + /’(2 ： o)(m 0 ). 


它等价于两个不等式: 



对于 X > ^0 



(11 a ) 


f \ x 0 ) > ~~ ’(吻) 对于 x < xo , (116) 

X — Xo 

但是这两个不等式分别和在定理1的证明中已得的（恰恰在函数是凸的这一假定下) 
不等式 （7 a ) 和 （76) 符合，只要在它们的第一个中令工 2 二= x 0 , 而在第二个中 

^ X2 = Xo, Xi = x. 

充分性 反过来，假定不等式 （10) 也就是不等式 （11 a ) 和 (116) 成立.那么，由 
它们就可确立不等式 （7 a ) 和 （76), 由此可得 ： mK f ( 巧)，因而导数 fix ) 是一 
个增函数.而我们知道，这就表示了函数 f ( x ) 是凸的（定理 1). 


附注 请读者注意，不等式 （10) -对于给定的: c 。 和任意的 x 一 的必 

要性的证明实际只需假定导数 f ( x ) 在点 xq 本身处存在（参看第 2 53页的脚注). 

144. 詹森不等式及其应用 依照凸函数的定义[参看⑴]，我们有 

+ q 2 ^2) < qi - /(^i) + Q2 - f(x 2 ) 

(qi^Q2 > Qi + Q2 — !)• 

可以证明，对于凸函数还成立更一般的不等式（它和詹森这个名字相关连）： 

f(qiXi + q^X2 + …+ q n ^n) ^ Qi ' /( 工 i) + 奶 ■ t{ x 2) + … + 如 . /( 工 n) (12) 
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这里 尤1 


^2 ，•… ，工 


( 仍 ， • • • ， QVi > 0 ,仍 + ■ • ‘ + 

是基本区间 A 内的任意数值.当 


1), 



2时，我们知道它是对的 


现在假定，对于任意某个自然数 n > 2 它能成立，我们要证明对于 n + 1它也成立 


是说，由/内取72+1 
…， Qn ， ^ n +1： 我们将有 


个值 



n 


并取总和等于 


的 n + 1个正数 




ji » « 


+ Qn^n + 9n+l^n+l) 


^ Ql ' f ( x l) + • • • + 1 /( 



n 


) + Qn+l • /(^n+l) 


(13) 


为此目的，将左边最后二项之和 q n x n 



^ n + l ^ n + l 用单独的一^项 


(Qn + Qn + l ) 


Qn 



Qn 



Qn +1 


71 



Qn +1 


Qn 



Qn +1 


工 n +1 


来代替；这使我们可能利用不等式 （12) 来肯定:(13)中左边的表达式不超过下面的 
和数： 


qi ' /( 尤 1) + 



(Qn 



如 +1) • 



Q 


n 



Qn 



Qn +1 



9 n+l 


Qn 



Qn+l 


工 n +1 


剩下只需把基本不等式 （1) 应用到最后一项的函数值上去，就可得到 （13) 
照数学归纳法，不等式 （12) 完全证明了. 


如此，依 


常常不用总和为 


的诸因子仏，而引用一些任意的正数仍.在不等式 （12) 中令 


Qi 


Vr 

Pi H - + p 


5 


就把它化成如下 形式: 



T,Pi 




Y.Vi - f(^i) 
Hpi 


(12 


木 


显然，在 / 是凹函数的情形，不等号需要倒转过来. 

选择不同的函数/，可以由上式得出一些具体的重要不等式 
却都是同样的，举几个例子. 


而它们的来源 


工）设 /( 




，这里 r > 0， A : > 1( 凸函数）.我们有 






Y , Vi x 

T,Pi 


即 


^2 piX 


^ (^2 pi ) 


fc-i 


J 2 PiX i - 


将这里的仍换成 6 尸 1 



i 换成 




, 我们得到已知的柯西-赫尔德不等式 



^ ^ iy ^ 



E 


/c — 1 
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如果将调和中项②的概念推广到几个数的情形,那么这个不等式可以表 述成： 一列正 

数的调和中项不超过它们的几何中项. 

145. 拐点 在描绘函数的图形时 （这个 将在下一节中 讲）， 所谓曲线^ = /(x ) 
的拐点是值得注意的. 

曲线上一点 M ( x 0 J ( x 0 )) 叫做曲线的拐点，如果它把使函数/0)为凸的那部分 
甴线（向下凸）和使这函数为凹的那部分（向上凸）分开的话(图 74). 

如果假定在所考察的区间内函数/(4有有限导数，那么依照定理2,这个导数 
在吻的左边某邻域 [Xo - X 0 ] 内 常增， 而在右边的邻域 [ x 0 ,. T 0 + J ] 内常减，或者相 
反，在左边常减而在右边常增.在第一种情形， f ( X ) 当 X =抑时有极大值，而在第 
二情形、则有极小值 • 如果再假定存在有限二阶导数 尸 ㈣ 即使只在 Z =邱一点处 

也好，那么必定 r (. x 0 ) = 0 [比较 134]. 

/〃(吻）= 0这个条件对于求拐点的作用就像条件 f ( x 0 ) = 0对于求函数/(工）的 
极值的作用 一样： 它是必要的，但不是充分的.后者容易用例子来证实.设/(4 = #， 

① 就像表示和数 一样， 记号表示乘积. 

② 参看第 35 目 5) 的脚注. 





图 74 


则在区间 （- oo ，+ oo ) 内 f \ x ) = 12 x 2 > 0,所以，依照定理2,函数 f { x ) 在这个整个 
区间内是凸的，虽然 f ' x ) 在点 : r = 0成为零. 

如果二阶导数 r ( X ) 在所研究的区间的内部处处存在，那么拐点的横坐标应该 
在这个导数的根中去找.不过每个根： To 都须加以考查.假设在； To 的左右两边的某 
两个邻域 - <5，工()）和 ( xo , X 0 十 q 内，导致 f ’( x ) 保持确定符号.这时为了辨认拐 
点可以给出这样的规则： 如果在通过数值 I = 时导数 /〃㈨ 变号，那么就有拐点， 
如果不变号，就没有拐点[比较 135]. 

我们指岀，这时拐点 ( xoJ ( xo )) 将曲线分成两部分， 一 部分是狭义凸曲线，一部 
分是狭义凹曲线. 

例如，考察函数 f ( x ) = sinx . 对于它,/〃 ㈤ = - sin ： r 在 rr = kn ( k 是整数）处成为零 ； 同时 
变更符号.所以，正弦曲线的落在 I 轴上的一切点都是 拐点； 容易看出，在 （(2 m _ l )7 T 5 2 m 7 r ) 这 
样的区间内，正弦曲线是凸的（向下凸），而在 (2 m 7 r , (2 m + 1) tt ) 这样的区间内它是凹的（向上 

凸）‘ 

像在 138 目中求函数极值时 一样， 还可以引用在所考查 的点邱 ——它是 r ( x ) 
的根——处更高各阶的导数.如此得出 规则： 如果在点吻处第一个不为零的（高于 
二阶的）导数是奇数阶导数，那么有拐点，如果是偶数阶导数，那么没有拐点. 

作为结束，我们指出曲线2/ = / Gx ) 的一个值得注意的性质，这个性质和它在拐 
点处的切线有关（假如这切线存在的话）： 曲线在这点由切线的一侧进入另一侧 ，就 
是说，曲线和切线相交(参看图 74). 

如果切线是铅垂的，这个情况是显然的（比较图43, a 和 6). 再看斜切线和水平 
切线的情形，也就是假定存在有限导数为了确定起见，假定在拐点左边，即 
对于 x 0 - 5 ^ < . T 0 , 曲线是凸的，而在右边，即对'于 x 0 < x ^ x 0 ^6 ,曲线是凹的 
(这相当于图74, 6). 在这种情形下，我们将确立，对于 z 曲线落在切线以上 

(或在切线上），而对于 z ^曲线落在切线以下（或在切线上），即 

f ( x ) > f ( x 0 ) + / / ( x ' o)(x - x Q ) : 如果 ： r < 


以及 


f ( x ) ^ f ( xo ) + f \ xo)(x - Xo ), 如果 X > XQ. 



■ 258 • 


第四章利用导数研究函数 


[147] 


但第一个不等式就是 143 目的不等式 （10) (请注意该目的附注).第二个不等式 
是不等式 （10) 在凹函数的情形的类推. 

附注 这个性质常常被简单地取作拐点的定义.这个定义和前面给出的绝不是 
等价的.首先 ； 曲线在拐点处可能没有切线，因而第二定义不能应用.也可能发生相 
反的情形：在某点处切线和曲线相交 ； 可是该点却不是曲线的凸部和凹部的分界点， 
因而第一个定义不能应用.图43, b 和 r 的曲线就是 如此； 但更有趣的是曲线 

y — x 5 (l sin 2 丄)当 x * # 0、 " = 0当 : r = 0， 

V x / 

这条曲线在原点处和轴相切并和它 相交； 这里甚至存在连续二阶导数，但是曲线 
在点. T 二 0的附近，左边也好，右边也好，都无限次变更符号. 


§3. 函数的作图 

146. 问题的提出 掌握了微分学的方法，我们可以回到函数的作图的问题[参 
阅 47]. 假设首先要作在有限区间内的连续函数2/ = /( x ) 的图像.现在我们的 
主要目的是 尽可能地准确描述函数的动态； 至于个别纵标的准确度却还在其次. 

通常所使用的“按点”作图法 [47], 所取的点或较密或较疏，但都是偶然的，而且 
与（事先尚未知道的）图像的特性无关.因此是不适用的.首先，它要计算较多个数 
的坐标，这在实用上是不方便的.但主要的还是它在原则上就是不适用的，因为所计 
算的纵标的任意性，所以它完全不能保证达到所希望的目标. 

今假定函数 y = /( x ) —般都有有限导数 〆 = f ( x ); 导数为无穷的例外情形仅 
可能在个别点处发生.则微分学的方法使我们有可能决定一定个数的“基点”，它们 
就是当前的图像的特性点，按照这些点所作出的图像已经可以达到充分的准确度. 

首先，我们考虑图像的转 向点， 即对应于函数极值的图像的峰顶及谷底 [134 〜 
138]. 此外，还必须普遍地把一切有水平切线及铅直切线的点，即使它们并不对应于 
函数的极值，都一并予以考虑.自然，还应当注意到图像的端点. 

当刚才所讲过的那些点已经记入图内时（虽然它们的个数通常并不多），其实要 
作图已经够条件了. 

若能再研究图像各个部分的凸性（向下凸）或凹性（向上凸）以及将各个部分分 
开的拐点的位置，则可以使图像进一步地精确化 [143, 145]. 

这时，我们已可正确地指出函数的增大及减小的区间，还可正确地指出函数的 
变率下降至零（ 〆 = 0) 或增大至无穷0/ = ± oc ) 的那些点，因此，所作出的图也就 
已经可以相当完善地反映出函数的动态了. 

147. 作图的步骤.例题 现在假设函数 y 二在所考察的区间 h 6] 内， 除 
去在个别的点处导数= f ( x ) 为无穷之外，可以二次微分. 
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这时，要作函数 2/ 二 / ㈤ 的图像，应该进行 如下： 

1) 确定使导数 〆 = f ( x ) 等于零或无穷的 X 值,并检查它们是否对应于函数的 
值； 

2) 确定使二阶导 数？/ 〃二 f \ x ) 等于零的 o ; 值,并检定它们是否对应于 拐点； 

3) 算出与所有这些 x 值对应的 y = f ( x ) 的函数值.再算出与所考察的区间的 
写端点 a 及6对应的函数值. 

把所得结果列成一表,并须注明所求出的图像上的点的 特性： 如极大点,极小点, 
/ = = +00或 — oo ， y f = 土 oc ， 拐点等等[参阅下面的例题]. 

有时，在上述那些点之外还须再加上一些其他的点，例如图像与两轴的交点等. 

在把所求出的一切点记入图内并且认清了它们的特性以后，就可以经过它们而 
乍出函数的图像了. 

我们所考虑的，当然是作图练习中的通常情形，就是仅在有限个点处一阶导数 
等于 0( 或成为 士 oo ) 或二阶导数等于 0.这时在这些点之间的各区间内，图像总是一 
直上升或一直下降并且也总是向一方凹曲. 

若当变号时函数值不变（偶函数），则图像是关于铅垂轴对称的，曲线的作图 
法就可以简化.当图像是关于原点对称时，它的解析式的表示 是：当 x 变号时函数 
笸仅变其号（奇函数），这时作图同样也可简化. 

例题 1) 在 136, 2) 内，我们已经考察过函数 

3 3 

y — sin x + cos x 


的 性态； 用它的导数我们曾确定使函数获得极值的: r 的数值，并且亦曾算出过函数的极值.由于 
函数的周期性，我们曾限于考察 z 的变动区间 [0,2 tt ]. 至于函数的图像也只要作出在这区间内的 
部分就够了. 

现在我们需要求出二阶导数的零点.若把它表示为 


// 

V = 


^( sin , + cos , 

2、 


(sin 2 x 




就很易看岀，第一个括号内的因式在 x = ^ = 2.36 及^丄 5.50 时等于0,而第二个因式在 
x = 0.36(21°),1.21(69°),3.51(201°), R 4.35(249°) 时等于0;在一切这些点 处，？ /〃 都要变号，因 
此它们都对应于拐点. 

列成表： 




(y 


0) 极大点 


0.36 

0.78 

1.21 

0.86 

0.71 

0.86 

拐点 

{ y l 0) 极小点 

拐点 


1.57 


2.36 


3.14 



(y 


0) 极大点拐点 


(y 


0 ) 


极小点 


3.51 

3.94 

4.35 

-0.86 

-0.71 

-0.86 

拐点 

( y / 0) 极大点 

拐点 


471 


5.50 


6.28 



(y 


0) 极小点 


拐点 


(y 


0) 极大点 
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依这表就作出了画在图58中的图像. 

附注渎者应该已经注意到，书中的附图由于尺度太小，没有能够完善地利用这些由计算而 
求得的精确的数据.建议读者用较大的尺度来重画这些附图. 

2) 考察函数 

y — sin x + sin 2 x . 

它不仅是周期函数.而且还是奇函数.这使我们还能缩短 X 的变动区间成为[0, 7 T • 


在这区间内，导数 


f o 

y = cos : r + 2 cos 2 x — 4 cos x + cos x — 2 

—1 士 \/33 

在 cosX = ——-——时等于零，即在 a ; 士 0. 94 ( M 。） 及 2 .57(147。）时 • 因为二阶导数 

O 

y n = — sin X — 4 sin 2 x — — sin x(l + 8 cos x ) 

在上面的第一数值时，显然是负的，所以它使函数获得极大值；仿此，在第二数值时函数有极小值. 

二阶导数本身随着 sinx 而在 x = 0 或 :r = 7 r 士 3.14 时等于0,它又随着括号内的因式而在 
x 士 1.70(97°) 时等于0;——在一切这些点它都变号（拐点）. 

列成表： 


X 

0 

0.94 

1.70 

2.09 

2.57 

3.14 

V 

0 

1.76 

r 

0.74 

0 

-0.37 

0 


拐点 

(V - 0) 极人点 

拐点 


(y - 0) 极小点 

拐点 


在上面指出的 x 值以外，再加上 x = ?tt = 2.09(120°), 这时 y = 0 (图像与： r 轴相交）.依 

这些点而作出的图像，画在图75 中； 它在区间 [-10] 内的图像可以由 [0, tt ] 中的图像经过二次 
旋转； 先绕^轴，再绕 iT 轴旋转而得出. 



X 


a 75 
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148. 无穷间断 • 无穷区间.渐近线 向两个方向来扩大前已考察过的那种函 
€的范围是有用处的. 第一， 我们现在将假设函数 y = /( a ;) 在个别的: r 值时有成为 
亍穷的可能.这就是说， xq 是这种数值之一，当 x 趋于 xq 时 /(： r ) 趋于 + oc 或- oo . 
芎二，我们可以研究在无穷区间内的函数的性态. 

因为附图的大小自然是有限的，所以在这两种情形我们都只能画出全图像的一 
郅分.但总尽量设法使得未画出那一部分图像的情况，可以由已画出的部分很容易 
边想像出来. 

今将讨论，在点 Z = XQ 处，函数有无穷间 
断的情形.如果在区间的有限部分导数 二 
: ，( X ) 最多只有限次变更符号，那么当 X 由一 

厅接近于吻时，函数必单调地趋向于无穷（正 

的或负的).这样图像在伸展至无穷时将无限 

制地接近于铅垂线 : r 二卻， 至于接近它的上部 

或下部，则要看无穷极限的符号而定.这直线 

可以使我们清楚地想像出在附图范围以外的图 

像的形状（图 76). 可以用我们已 经很熟 悉的函 

数的图像作为例子，如^/二三在 a ; 二0时（图 

x % 

10)，2/ = tgx 在 : r = (2 /c + l)y 时（图 16)， 

" = log a ：r 在 z = 0 时（图 14). 

在无穷（一侧或双侧都可）区间的情形，某 

些水平线或斜的直线有时也有相似的性质，就是函数的图像总是无限制地接近于它 
们.有鉴于此，我们给出下列的普遍定义. 

设有一 曲线， 它的一支沿某一方向伸展至于无穷远处. 若由曲线上的点至某一 

固定直线的距离当点逐渐趋向无穷远时，能逐渐趋向于零，则这直线称为曲线的 
渐近线. 

刚才我们所说过的是铅垂渐 近线; 现在要研究水平渐近线及斜渐近线,但都是对 
于已知其方程 y = /( x ) 的曲线而言的. 

水平渐近线的例子，我们已经遇 见过: 对于曲线 y = ^.在 : r — 士 oo 时渐近线是 

X ; 

y = 0( 图 10) ，对于曲线以= arctgx , 在: c — +oc 及: c — — oo 时，渐近线各为 V = ^ 

1 y 二 —吾(图 21) , 对于曲线 y = a ' 若 a > 1 则在 x — - oo 时，若 a < 1则在 

: r — + oo 时，以直线 y 二0为渐近线（图 13). 

要使直接 Y = b ， 例如在 x — 时，能作为曲线以=， ㈤ 的渐近线，显然（图 

77) ，必要而且充分的条件是 



lim 5 = lim y ~ b = 0 或 

x —> + oo X — > + co 



lim 

rr —+ oo 
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这样，水平渐近线的问题，就简单地变成关于这一极限的问题了. 

还需另外去求在工一> -oo 时的类似的极限；这时（例如在曲线 y = arctga ; 的场 

合）可能会得出另一渐近线. " 

转而讨论斜渐近线，可以用读者在解析几何内已熟悉的双曲线 

qp 1 h _ 

~2 - 7 ^- = 1 或 y = ±~\/ x 2 - a 2 ( 1 ) 

a z b z a 

的渐近线？/ = ± b - x 作为它们的例子（同时参阅图 7 ). 



图77 图78 

今假定曲线?/ = f ( x )， 在正 z 轴这一边有斜渐近线 

Y ~ ax -\-b (2) 

(ffl 78). 因为纵标的差 \ y - Y \ 与距离6的区别仅是一个常因数（等于渐近线与 z 轴 
之间的夹角的余弦），故在 z — + oc 时，这差应随 5 而趋向 于零： 


lim (y — ax — b ) = 0 ^ 

X^^OC 


(3) 


除以％就由 此得： 

此外 5 等式 （3) 立刻给出 


lim 


V 


x-^-\-oc X 



lim 

X —+ OC 


(y — ax ) — b . 


⑷ 

⑸ 


因此，要使直线 （2) 是所给曲线的渐近线，条件 （4) 及 （5) 的成立是必要的，相反的 
论证亦很易指出它们的充分性.问题在此处已变成求⑷及 （5) 的极限了，得到这些 
极限值，直线方程 （2) 的系数也就确定了. 

自然，在 x — - oo 时，需要另外再求其他的渐近线. 

例如，在双曲线⑴的场合，设 : r — + oc , 就有 
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其次有 VT 叭二 土 =干 —— — 0,而我们就得岀大家知道 

a a x + v x 2 — a 2 

的渐近线： 

y = 土一 x. 

a 

回到函数的作图问题，我们在前一目所曾讲过的 1) 、 2) 、 3) 点 之后， 再加上下 
列 两点： 

4) 确定使函数 y = / Or ) 成为无穷（附有符号）的: r 值，并作出对应的铅直渐近 
线； 

5) 求出图像的水平渐近线及斜渐近线（若区间的两方都趋于无穷，就要各别地 

求在 a : — + oc 及 : r — - oc 时的渐近线). 

再讨论一些例题. 

149. 例题 

3) 回到函数 

y = + 2) 2 ( 工 -i ) 3 ， 

在136， 1) 内我们已求出它的极值.这函数在 — oc < x < +oo 时永远为连续.在; r — 士 oo 时， 
不仅 y 趋向于 oc , 就是^亦趋向于 oo , 故无渐近线. 

再考察二阶导数 ^ 

y" 二 2(x - l)(l0x 2 + 16rr + 1). 

它在 : r = 1, -0.07,-1.53 时等于零，并且在这些点处变号（有拐点). 

列成表： 


X 

-2 

-1.53 

一 0.8 

-0.07 

0 

1 

V 

0 

-3.58 

—8,40 

-4.56 

-4 

0 


(V 0) 极大点 

拐点 

( y , 0) 极小点 

拐点 


(y — 0) 拐点 


图像已画在图57中. 

4) 设 

2 / 9 、 i 

y = X 】 一 (x — 1)3 

:参阅 136, 3)]. 函数在区间 (- oo ,+ oo ) 内永远为连续.把它表示为 


+ xi ( x 2 — 1)备 + ( x 2 一 1) 善 

易证在: c — 士 OC 时 y — 0,因此这函数的图像以 cc 轴为渐近线（向右及向左都是).二阶导数没 
有 零点； 拐点只能在导数 y = oo 的点处.由于函数是偶函数，故关于 y 轴为对称. 

列成表： 


X 

— OO 

-1 

-0.71 

0 

0.71 

1 

+00 

V 

0 

1 

1.59 

1 

1.59 

1 

0 



y +oo 

(y o) 

极大点 

(y 一 oo ) 

极小点 

(y - 0) 

极大点 

y — —oo 
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图像画在图59中 

X 2 — DX- 


5 ) V 
它在 


6 


X 


2 



参阅 137 


oo，+oo) 内是连续的，在 



x 4 士 OC 时，显然 limy = L 故有水平渐近线.二阶导数 


// 

V 


-10 


(x 4- l)(x 2 — 4.x + 1) 

( x 2 + I) 3 


在 x = - 1，2 + = 373, 2-^3 = 0.27 时等于零，并在这些点处变号（有拐点） . 

列成表 


X 

—OC 

-10 

-5 

-1 

-0.41 

0 

0.27 

V 

1 

1.55 

2.15 

6 

7.04 

6 

4.40 





拐点 

(y - 0) 极大点 

1 

: 

拐点 


X 

2 

2.41 

3 

3.73 

5 

10 

+ OC 

V 

0 

-0.03 

0 

0.08 

0.23 

0.55 

1 



(y — 0) 极小点 


拐点 



1 


图像在图61中.附图的尺度太小，以致不很清晰，特别是当； r 在由2至5的区间内变动时 


为 尤甚； 故这部分的图像，另用放大的尺度表示着. 

现在再举一些新的例题. 

(x -1) 3 


6) y 


(x + 1) 


2 


这函数在 a; = -1 时成为无穷（- co)， 故有铅直渐近线 x 


-1. 又因在 2； — ±00 时有 


y 

X 




故曲线有斜渐近线： y = x - 5 . 

求出导数： 

/ — l) 2 (a: + 5) ；/ 2 A(x — 1) 

y = (^ + 1)3 ’ y =7^iyr- 

前一式在 x = 1 时（拐点）及在工= -5 时（极大点）等 于零； 没有其他拐点.依 下表: 


X 

-10 

-5 

一 3 

( 

-1 

0 

1 

• 

5 

10 

y 

-16.4 

-13.5 

-16 

— CO 

1 

0 

1.78 

6.05 



(y — o) 极大点 




(V — 0) 拐点 




作图，并作出渐近线（图 79) ■ 


7) V 



X 


3 


X — CL 


(a > 0 ). 


依这公式，函数仅只在$ < 0或 x > a 时有 实值； 在 
设想 x > a 在: r — +oo 时有 


X 


a 时函数成为无穷. 



于是，在正$轴的 一 方曲线接近于渐近线 y 


a 

y = —x — — • 


a 

x H — . 

2 


x 


a 


a 


> 


\J X — CL 


2, 


仿此，在负： r 轴的一方得另一渐近线 
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图79 



时等于零，符号由负变正（有极小值).它在 x = 0 时亦等于零，但这点是函数的变动 
区间之一 (- oc ,0] 的端点，在这里是谈不上极值的. 



在 z < 0时以及在 x > a 时它都 > 0,所以曲线永远是向上凹的.再算出与 : r 


y 


2.60 a , 我们就已经有足够的数据来作图了（图 80). 


- a 对应的纵标 


8) y 


a 


x 


3 x 


a > 0) - 


变量 X 只能在区间 （0^) 内 变动； 在 




时函数成为无穷 



永远是负的，因此函数总是减小着.在= a 时导数 V = - OO . 



只在 y z ^ 士 0.63 a 时等于零且变号（有拐 点）； 这时， 显然？ / = —1. 图像表示在图81 

\/4 

中 

♦ 
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§4. 不定式的定值法 

% 

150 . ^ 型不定式 我们现在应用导数概念及前一章第三、五节中所已证明的 
定理来定不定式的值.下面的定理1 〜 4基本上应归功于洛必达 ( G . F.de FHospitale ) 
及伯努利 ( Joh . Bernoulli ). 在定理内所说的法则，通常称为 洛必达法则 . 我们先研 

究基本情形：^型不定式，即研究两个趋向于零的函数 /( x ) 及 〆 x ) 的比式的极限 
问题（在一^定的极限过程 x ^ a 之下）. 

从直接应用导数概念的简单定理开始. 

定理 1设： 1) 函数 f ( x ) 及 g ( x ) 在区间[< 2 , 6] 内有定义， 2) limf ( x ) = 0, 
lim 々(. T ) = 0, 3) 存在有限导数/»及 g \ a ) 而且，⑷# 0,则 一 

0C ^ CL 


lim 

x—^a 


f( x ) 


f(a) 


证明 有限导数 f(a) 及 g f {a) 的存在保证了函数 /( ㈨ 及 〆 : r ) 在点 a 处的连 

续性_ 根据 2) 有： f(a) = Um /( x ) = 0及 g(a) = \img(x) = 0. 由于 g’(a) ^ 0，依 

109 的引理，在充分接近于值时 Wx ) # 0; 若限于讨论这些 x 值时，则比 

式 柴 是有意义的. 

9W 
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现在这比式可以改写成 


/㈤ 

咖) 


/㈤ 


9 ( x ) 


/⑷ 


9 { o ) 


/㈤ 


/⑷ 


X 


a 


9 ( x ) 


g ( a ) 


X — Cl 


使 


X 


a 而求上式两边的极限，就得到所需要的结果. 


例题 1) 求极限 


- e- x 


依定理，它等于二函数的导数在 x 


lim - r - - 

x— 0 ln(e — X) ^ x — 1 

0时的比值 


e x + e— x 


2 


2e 


e — x 


2) 求极限 


lim 


2x 


x 


\/x 


\/ x ^ 


它等于 


- 2 x 3 

2 x — x 4 


3 \/ x ^ 



16 

9" 


4^/x 


当 r ⑷ = 
考察高阶导数: 


0,5’⑷ 


0同时成立的情形，可以应用下面的定理1的推广，但需要 


定理 

lim g ( x ) 


设： 1) 函数 /( 


及 


在区间 [ a . b ] 内有定义， 2) limf ( x ) 

~I ^ — ^ 


0. 




0， 3) 在区间 [ a , b ] 内存在直至 （n 


1) 阶为止的各阶有限导数 f ( 


X — ► (L 

r ⑷ 


f ( 


n — 


”⑻， g , ( x ) ) g ,/ ( x ) 


在 




时它们全部等于 


存在有限导数/ ⑻ ⑷及 g ⑻ ( a ) 而且 夕⑻ ( a ) / 0•则 


lim 




/ ㈦ ⑷ 


ff (n) ( a ) 


证明 在区间 [ a , x}(a < x ^ b ) 内对于每一个函数 f ( x ), g ( x ) 应用余项为佩亚诺 
式的泰勒公式[参阅124, (10 a )]. 由于 2) 及 4) ，得 


/⑷ 


/( n )(a) + a 


n ! 


(x 


a )' 


9 (^) 


"( n )( a ) 十彳 



n \ 


( a : 


a) n 
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在 .t — a 日寸，式中的 a 及 — 0. 

由于条件 g ( n )( a ) # 0,第二个等式首先指出异于零，至少对于充分接近于 
a 的 x 值是如此.若限于在这些 a : 值的范围内，则比式 樂 是有意义的. 

9(^) 

由前两等式立刻得出所需要的 结果： 



lim 


/( n )(a) + a 


X 


a . g ( ri )( a ) + /? 


/ ㈤ ⑷ 

^ l Ha ) 


例题 3) 求极限 

在此处有： 


lim 

x— ^0 


- - 

x — sin x 


f(x) — e x — e~ x — 2x, /(0) = 0; g(x) = x — sin x, ^(0) — 0; 
f'[x) = e x +e _cc - 2 ， /’(O) = 0; g'{x) = 1 - cosx, 夕 ’⑼ = 0; 

=e x - e~ x ) /"(0)=0; 々 "㈤ 二 sinx ， p"(0) = 0; 

/"’(X) = e x + e _x , /’"(0) = 2; g" {x) = cosx, p’’’(0) = 1 ‘ 


因此，所求的极限等于 2. 

虽然在大多数的场合，对于^型不定式的定 值法， 用已证明的定理已经够了，但 
在实用上，下面的定理通常更为 I 便. 


定理3设： 1) 函数 /(：£) 和 g ( x ) 在区间（〜6]内有定义， 2) lim /( x ) = 0, 
\ img ( x ) = 0, 3) 在区间 （ a ，6] 内存在有限导数 f ( x ) 及 g ，( x ) 而且最后， 4) 

iX > (X 


存在（有穷或无穷）极限 


lim 

x-^a 



= K . 


则亦必有 



= K . 


证明 补充函数 /( x ) 及 “ a ;) 的定义，令它们在 x = a 时等 于零； /( a ) 二 〆 x ) = 
0①.那时这些函数就在整个闭区间 [ a ，6] 内连 续了； 因为它们在 a 点的数值与 x — a 
时的极限相重合[由于 2) ]，而在其余点处的连续性可由有限导数的存在丨参阅 3)] 

推得.应用柯西定理丨114]，得 


/( 工) = /( 工)-/⑷ = f ( c ) 

9(^) 9(^) - g ( a ) 9 f ( c )' 

式中 a < c < x . g ( x ) ^ 0( 即 . g (: c ) / g ( a )) 可以由 g ^ x ) ^ 0推出，这在柯西公式的证 
明中已经说过了. 

® 当然，可以简单地预先假定函数在 : r = a 时亦有定义而且 连续; 但是照本定理这样来叙述已知 
条件，在应用上有时是更为方便的 （例 如参阅定理; T ). 
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当 a : 4 a 时，显然亦有 c — a , 于是根据 4) ， 


lim 

x~>a 



= lim 

C — ^CL 





这就是所要证明的. 

这样，所证明的定理就把函数之比的极限变成导数之比的极限，假若后者存在 
的话 • 求导数之比的极限往往比较简单些，而且可以用初等的方法来实现. 


例题 4) 求极限 

扭导数之比逐步 化简: 




X 


lim . 
x^o x — sin a ; 



cos 2 



X _ 

COS X 


COS 2 X 


1 — cos 2 X 

1 — cos a ; 


1 + COS X 
COS 2 X 


时它显然趋向于 2. 根据定理，这就是所求的极限. 

在这场合定理1是不能使用的，因为在 X = 0时分子分母的导数两者都等干 0. 至于定理2 

-尼，虽然用着它问题是能解决了，但需求出所给二函数的三个逐次导数（这点是很易证实的）. 

请读者注意，虽然在此处导数之比仍为3型不定式，但这不定式显然可由初等变换而定其值. 

在其他的场合，可能需要重复地应用这 定理. 有必要着重指出，在这时可用各种方法把所得的式子 

2简，如约去公因式，利用已知的极限等等(若应用定理2,就全都不能这样做).在下面的例题内 

淒连三次应用定理3;在第一次以后我们约去 e ' 在第二次以后我们弃去分母中的因式 〆 (因为 
E 趋向于 1). 计算就简化了. 


例题 5) 


lira 

x —>0 


xe 


2x 


xe 


2 e 


2x 


+ 2 e 


X 


e 


X 


-1) 


3 


lim 

x —0 


2 xe 


2x + e 2:c 


+ W + - 4 e 2x 


+ 2 g 


X 


3( e x - l ) 2 * e 


X 


lim 

>0 


2 xe x - 3 e x + 3 + x 


3(6^ - l ) 2 


1 v 2 xe x + 2 e ^ - 3 e x 

hm -:--- 

3 0 2( e x - l ) e x 



lim 


~e 


X 



2 xe x + 1 


e 


X 


6 


2 xe x + e 
~e x ~~ 


X 


6 


6) i 

(1 + - e r ,, , N i x - (1 + x ) ln(l + x ) 

l m o ^^ 二 ㈣ 1 + . — V+x ) ~~ ' 

因为右端的第一个式趋向于 e , 所以只要研究第二因式就够了.接连二次应用定理3,求出它 
K 极限等于 

答案: -！• 

很易把定理 3 推广到变元趋向于无穷 极限： a = ±oo 的情形（这对于定理1及2 
目然是做不到的).就是， 成立： 
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定理 3* 设： 1) 函数及 在区间 [ c 5 + oo ) 内有定义 ， 2) lim /( a ;) = 

—^ "|™0O 

0 ， lim g ( x ) = 0, 3) 在区间 [ c ，+ oo ) 内存在有限导数尸 ㈤ 及 g ( { x ), 而且 g l ( x ) / 0 
最后， 4) 存在（有限或无穷）极限 


X 


/’㈤ 
+oo g f {x) 


lim 


K . 


则亦必有 


lim 

x^+oc g{x) 


K 


证明依公式 


T ， 尤 


2) ，有 


^变换 L 那么，当 X —+ OC 晚^0,反之亦然. 



lim 


+0 



0, 




/I 
v t 


0, 


而根据 4) ， 



把定理3应用于新变量6的函数/ f 及 p 就得出 

\ t / V ^ / 



从而 


lim 


X 


/㈤ 
+°° g(x) 


疋此即需证者. 




附注有时在求上述类型的不定式的值时， f 式;上可不用上述的定理，而利用 
函数依泰勒公式的展开式 [124 〜 125]. 今设 z J (K ▲远 W 以使问题变成这种情形). 
若 使用这个展幵式后在分子及分母内能顺利地诜出 丰项： 


f(x) =： ax n + o(.x n ), g(x) = bx m + o(x m ), 

则分式 黑 的极限立刻就很清楚：看 n 是大于、等于或小于 m ， 便知道它是等于 

零、^ 或 士00[参阅62, 63]®. 

0 

① 求函数/ 及 p 关于 t 的导数时，把它们看做是 t 的复合函数. 

② 在后 一 情形 ，士 oo 的符号不难由 a 和6的符号，以及 x 的符号（当差 ttl — n 是奇数时）来判断. 
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如，在例题 1) 内，把函数 e ' e - z 及 ln(e 


式的开首几项： 

(1 + x + * 
lim -7~ 

x^O ( 


• A 


(1 — X 


• m 


X \ 

—+ + X 

e J 


x ) — 1 = In ^1 — 换以它们的展开 


lim 

: r—0 




_ 2 e _ 

e — 1 


仿此，在例题 4) 内，有 



2. 


建议读者用这方法解例题 3) 及 5) ,作为习题. 


151. 


00 


0 O 


型不定式 现在再来考察二型不定式，就是研究（在 

oo 


于无穷的数/( X ) 及咖） 的比式的 gfe 


时）趋 



今将证明，在这情形仍可应用洛必达 法则： 下面的定理是定理3的简单的类推 


定理 4设： 1) 函数 ,/( x ) 及 g ( x ) 在区间 （ a , 6] 内有定义， 2) lim /^ x ) = + oo , 
lim ^( x ) = + oo . 3) 在区间 ( a , b ] 内存在有限导数 /’㈤ 及 g f { x ), 而且 g ’( x ) / 0，最 
K ° 4 ) 存在（有限或无穷）极限 


lim 

X—ra 


〆㈤ 


K ‘ 


则亦必有 

lim 

证明 首先考察 K 为有限的情形. 




因为导数 g ^ x ) 并不等于零，故依达布定理 [ 110 ] 它的符号不变.例如设 g \ x ) < 
0,于是函数随着 x 的渐减而单调增大，并且在 x — a 时趋向于 +00. 故可以当 
作恒有 g ( x ) > 0. 

给定任意数 s > 0 . 根据条件 4) ，必能求出这样的 ?7 > 0,在 a < x < a + ? 7 时有 

填 —K <1 

g (^) 2 

为了简便，令 a 十7/ = X 。而 x 在 a , 与卻 之间.把柯西公式应用于区间 [ x ，. XQ ] ①： 

/(X) - f ( x 0 ) 二 f ( c ) 
g ( x ) - g { x 0 ) g l ( c )' 

①与定理 3 的证明的重大区别就在 于此: 在这里不能把柯西定理用于区间 [ a , x ], 因为不管怎样 
在点 a 处来定义函数 /(： r ) 及 g ( x ), 由于 2) 总不能得出在该点为连续的函数. 
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此处 X < C < Xo , 因此 




/(>) 


/(^ o ) 


夕 ㈤ 一 g(x 0 ) 


K 


< - 



( 1 ) 


现在写出恒等式（它很易直接验 证）: 


f( x ) — k — /( x o) —— K • g(xo) 


9( x ) 


9( x ) 


+ 

、 咖 0 广 


「/㈤- /( 工 o) v 


g (^) 」 


-9(x) g(x 0 ) J 




由此 


f( ； X l K 

< 

f(x 0 ) - K - g(x 0 ) 


,/ ㈤ /( 工 0) K 

夕 ㈤ | 


9(^) 


g(^) - g(^o) 


根据 （1) ，右端第二项在 x < .To = a + 7] 时小于又因在 g { x ) ^ +oo 

故第一项在这时趋向于零，且能找出这样的6 > 0( 可以当作6 < 77) ; 使当 a < < 


^时第一项亦变成小于^于是在上述的 z 值时就有 



/㈤ 
"㈤ 


K 


< e ， 


这就证明了所需要的命题 A 


当欠 


+ oo 的情形（当然尸 ㈤ / 0,至少在 a 的近处是如此），就有 


lim 

x-^a 


尸 ㈤ 


0,于是亦有 lim 挙' 


x—^a 


/ 0 ) 



由此，最后有 


lim 亂 +oo 


X 


a g (^) 


因为（至少在 a 的附近）显然/ ㈤ 和 p ㈤ 都大于零®. 

我们注意，这个证明不需多大改变就能应用到 a 二 - O 0 的情形.完全同样，定理 
也能对区间 [ b , a ){ b < a ) 来证明，而且 a 可以是有限的，也可以是 + oc . 所以，定理4 
很容易推广到变元有无穷极限的情形. 

作为例题，很易得出我们所已经知道的 极限： 


7) 


lim 


lnx 


lim 


x—>+oo 


X 


+ oo \XX^ 


一 1 


lim - 

a、—+oo 


0 


右 


^ > o) 


还有: 


8) 


lim — - lim ^ 


x ― ^+oo CL 


x 


+oo a x * In a 


a > 1， > 0) 


①要着重指出，在我们的论证中，实际上并未利用 lim /( x ) = + oo 这一假定[参阅33内的斯托 


尔茨定理的证明]. 

②在定理的假设下 ， K = 


00 


的情形是不可能的. 
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若 M >丄，则右端仍得 g 型不 定式; 但继续这一步骤并重复应用定理4,最后在分子上必可得出 


带有负（或零）指数的幂.因此，在任何情形 


lim 


X 




o . 


a 


关于定理 3(3*) 及4再作一个总的附注.在这此定理内，都是先假定导数之比 
的极限存在然后来求函数之比的极限.但这些定理是不准倒过来用的，当前一极限 
不存在时后一极限仍可能存在. 


例如，极限 


lim 

+ OC 


x + sinx 


x 


X 


lim ( 1 

+oo 



smx 


x 


存在，可是导数之比等于1 


COSX 


它在 


X 


+ OC 时却并无极限. 


152. 其他型的不定式 前面的定理都是关于 g 型及 

若有0 . 


oo 


型不定式的 


00 



则•设 


00型的不定式，则可以把它变成 g 型或 


oo 


oo 


型，而后再应用洛必达法 


lim f ( x ) 


0, 


lim g ( x ) 


+ oo . 


X 


就有 


9(^) 


/o) 

g (^) 


g ( x ) 


/ ㈨ 


其中的第二式在 ； r 


a 时是 g 型不定式 ； 第三式是$型不定式 

OO 



例题 9) 


lim ( x ^ 
+0 


\nx) 


lim 

X - ¥ 4"0 X 


inx 


X 




lim - 彳 

x —> 十 0 fJjX ^ 


lim 


X 




0 


+ 0 —fjL 


(我们算作 M > 0). 

00 - 00 型的不定式亦恒能变成?型或2型.设有式子 f ( x ) 

oo 


g ( x ), 而且 


lim f ( x ) 


+ oo , 


lim g ( x ) 


+oo • 


x—ya 


则可以进行下面的变形，把这式子变成?型不 定式: 



1 


/㈤ 


g (^) 


1 


9( x ) 


/⑷ 


/㈤ 


g (^) 


/㈤ 分 ㈤ 


而且为了达到这目的事实上往往还可以简单些. 
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例题 10) 


lim 

x — 0 


X 


2 


ctg 2 a; 


lim 

x—^O 


sin 2 x — X 2 • cos 2 x 

o • ~2 

x z - sm a; 




sin 2 x — x 2 - cos 2 x 


sm x 



x - cos a: smx 


x • cos a; 


x 2 ^ sin 2 x 


sm x 


x 


2 


sin x 


前一因式的极限可以用初等的方法 求出: 


lim 

x -^0 


sin x -\- x • cos x 


sm x 


lim (1 

x —0 


X 



sm x 


cos x 


)= 2 , 


对第二因式应用定理 3; 


lim 

x — ►O 


sin x _ x • cosx 


x - sm x 


x 


2 


sm x 


lim - - : 

x —>o 2x * sin x + x 2 - cos x 


lim - 

2 [ 


X 




cosrr 



这样，所求的极限就等于 f 

对于型如 W 的不定式，可以预先把这些表达式取对数. 

设 y 二 [/( 工)] 咖)； 则 Iny = gO ) • ln /( x ). lny 的极限就是已研究过的 0 • oo 型的 

不定式 • 假使用上述的任一方法能求出若它等于有限数 + oo 或 - oo , 则 
limy 就各为 e ' +oc 或 0. 

x — ^ a 


例题 11) 设 


sm x \ 1 — cos X 


V 


X 


需要在 



0时求 Yimy { l ^ 型不定式). 


设若 : c > 0( 由于 y 是偶函数，故可限于讨论这个情形），则 


lny 


In sin x — In 


x 


1 — cos x 


应用定理 3( 并利用前一例题中已得的结果) 


lim \ny 

x — 0 


lim 

: c — 0 


cos a: 
sinrc 


1 


X 


sin x 


lim 

x ~^0 


x cosx — sm x 
x - sin 2 x 


由此， 


lim y = e _ 5 

x —>0 


\/e 


例题 12) 


y = 


(吾- arctgo ;) ln 


X 



在 rr — + oc 时这表达式 表示妒 型不定式.我们有 
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依洛必达法则: 


lim In y 

x—^+oo 


lim 



—— arctgx 
2 ° 




-• lim 





1 x 




arctgx — — 



lim 

X 一 + oo 


(1 + x 2 ) 2 

1 

1 + x 2 



于是 



§5. 方程的近似解 

153. 导言 现在将研究求已给函数 f ( x ) 的零点或根，即方程 

/㈤=0 ⑴ 

的实根的问题.而且在解决这问题时，我们将先假定，所求的根？是孤立的，即必能求出含有这根 
的区间 [ M : 

a < $ < 6, 

在 这区间内不再有其他的根. 

再次，若在区间的两端点处 f ( x ) 有异号的函数值 / ⑷及 f ( b ), 则正如在 [81] 内谈到布尔查 
诺-柯西第一定理的应用时所已阐 明的， 可以逐步分割含根区间使成许多部分，并确定函数 f ( x ) 
在分点处的符号，这样就可以任意地缩小含根区间而实现了根的近似计算.然而这方法，尽管它在 
原理上是简单的，在实用上却往往是不合用的，因为这需要太多的计算.在本节内将使读者熟悉计 
算方程⑴的（孤立）根的近似值的最简方法，它是更有系统而且能更快地达到目的.在这里我们 
仍将利用微分学的基本概念与方法. 

我们永远要假定下列条件成立： 

1) 函数 f ( x ) 连同它的导数 f ( X )及 f "( x ) 在区间 [ a ， 纠内都是连 续的； 

2) 在区间的两端点处的函数值 /⑷及 f ( b ) 有异号：/⑷./⑻ <0; 

3) 两种导数 f ㈤ 及 /〃( x ) 在区间内都各自保持着一定的符号 ■ 

由函数 f ( x ) 的连续性及条件 2) ，推得在 a 与6之间含有方程 （1) 的根 ^[80]. 因为导数 
f ( x ) 保持着一定的符号[3)]，所以 f ( x ) 在区间 [ a , 6] 内渐增或渐减，因此，只有一次等于0;故根 
^是孤立的. 

条件 3) 在几何上指出，曲线 y = f ( x ) 不仅朝一个方向伸展——总是向上或总是向下，看 
f ( x ) 的符号而定 [132] ——而且还永远向下凸或向上凸（狭义的），看 } n ( x ) 的符号而定 [143]. 
在图82上画着四种可能的情形，对应于 f ( x ) 及 f ' x ) 的两种符号的不同结合. 

代数学内已证明，在计算 代数方程的 (实）根时，总可以设法使条件1)，2)， 3) 成立，因此这些 
条件在原则上并不会限制下述方法的效用.至于超越（非代数的）方程就不能这样说，然而在实用 
上，我们所设立的限制很少有妨碍，因为在绝大多数的场合，这些条件总是满足的. 
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JC 


154. 比例法则（弦线法）若区间 [ a , b ] 充分小，则在某种近似程度之下，可以当作 


当 


x 在它的范围内变动时 


函数 f (X) 的增量与变元的增量成比例 ； 用 f 表示函数的根，就有 

/(0 - / ⑷ = ^ - Q 
/⑼ 一 /⑷一 b — a ' 


由此，因 f (^) = 0 即得 


^ = a — 


ip - ay /O) 

f ( b ) - f ( a ) 


这样，在此处可用数^作为根的近似值 


x \ — a — 


(6 - a ) ■ /( a ) 
/⑻ 一 /⑷ 


⑵ 


这式子显然又可以表示为这样的 形式: 


x \ —b — 


(b 


a ) - f ( b ) 


m — m . 


(2 


本 


上述的求根的近似值的法则也称为比例法 则®. 它可以有简单的几何说明.用弦 MM , 代换 


曲线弧 iV / MX 图 82). 弦的方程可以写成 


y ^ f(a) = m^m {x _ ay 


(3) 


我们的法则本质上就变成不去确定曲线与 a : 轴的交点而去确定弦与 : r 轴的交点 D . 事 
实上，令 （3) 内的 y = 0,则解出点 D 的横标^刚好符合于式子 （2). 


® 在从前 5 它被称为“错位法则”，因为它所根据的假定 5 严格说来，是并不符合于实际的. 
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因这缘故，比例法则亦称为弦线法. 

今转而探究点 A 与根纟的相互位置.显然，点： n 位于 a 和6之间，但是在纟的哪一边呢？因 
为在情形 I 和 II ( III 和 IV )我们遇到的是向下（向上）凸的函数，所以曲线 MM ' 落在弦 MM ' 
的下面（上面），即 


/㈤< 


(>)/ ⑷ + 



(a < x < b). 


⑷ 


令这里的 :r = ^，直接得出 


f (^ i ) < (>)0, 


所以 f ( xi ) 的符号总是和 r ( x ) 的符号粗 反.由此，我们终于断定， 在情形 I 和 IV ，数值 落在 
a 和 f 之间，而在情形 II 和 III ， 则在 f 和 6 之间. 


以后讨论以情形 I 及 IV 为限，再把我们的法则应用于区间 6]; 把 （2) 内的 a 换成 au ，贝 ij 
得根£的新的近似值： 




(fe - xi) - /(m) 

/⑻ -/(^O 


按照已证明的论点，它含在 a 与《之间.这一步骤，可以不断地继续下去，于是得到总在渐增的 
近似值的序列 


a < xi < X2 < - ' < x n < x n + i < ■ * • < 


这时，任何两个相继的 数值〜 与 x n +1 , 用类似于⑵的公式联 结着: 



⑸ 


现证明，随着 n 的渐增， f 事实上， 
单调渐增的但是有界的（例如，以数纟为上界) 
变量〜应当趋向于某一有限极限若对 
等式⑸取极限，并利用函数 f ( x ) 的连续性， 
则得 

(6 — a ) ‘ /( a ) 

m-f(a) - U5 

由此， /( a ) = 0. 因为方程 （1) 在区间 M ] 内 
除去 f 以外再没有旁的根，故必 a = f ①. 

图83说明依次作出的各弦与: r 轴的交点 
D u D 2r - 向 所求点 乂逐渐地接近. 

很易理解，在情形 II 及 III 时重复应用这 
法则，会导出渐减的近似值的序列 



b > Xi > X 2 > - •> Xn > X n+1 >■•*>€， 

这些近似值从右方趋向于根 f 


①不要关于二阶导数的假定，亦可以证明但那时点 W 就可能会从根的一方跳到另 一 
方去. 




• 278 . 


第四章利用导数研究函数 


[154] 


这样，在一切情形之下，把上述的法则应用了足够的次数以后，可以计算根 （ 达到任意的准确 
度.可是现在还有一个未解决的问题，怎样估计已算出的近似值〜的准确度. 

要解决这问题，可把有限增量公式 [ 112 ] 应用于差 f ( x n ) - /(0： 

f ( Xn ) = f ( x n ) - /(4') = (X n - 0 - f ( c ) C ^ X n ). 


由此 


X 


}(x 


71 


n 


f ; ( c ) 


若用 m 表示 f ( x )\ 在所考察的区间内的最小值（它可以预先算出而且以后不必再算了），则得 


估计 ：， 

\ x n - ^1 ^ (6) 

m 

这样 ，由 /(-Tn) 的大小，就可以判断&与根的接近程度了！ 


例题方程 

x 3 — 2 x 2 — 4 x — 7 — 0 


有一根在3与4之间，因为若用 f ( x ) 表示式子的左端，就有 

/⑶二―10<0， /(4) = 9 > 0. 

兹规定要算出这根使准确度达到 0.01. 在区间 [3, 4] 内，两种导数 

/ ； ( x ) = 3 x 2 — 4 x — 4及 f ”( x ) — 6 x — A 

者 P 保持着正号（情形 I ); —阶导数在这区间内的敲小值是 m = 11. 就有: 


$1 


3 


/⑶ 


/⑷一 /⑶ 


3 + 


10 

19 




3 + 0.52 


■ 41 


四舍五入，令 : ri = 3.52. 因为/(3.52) = -2.246 592,故依不等式 （6) ，还没有达到要求的准确 
度.继续 计算： 


X 2 


3.52 


0.48 - /(3.52) 
/(4) — /(3.52) 


3.52 



1.078 364 16 
11.246 592 


3.52 + 0-09 


或四舍五入，幻= 3.61. 算岀 /(3.61) 
的.最后， 


0.458 319并使用不等式 （6) ，仍旧看出还没有达到目 


X3 


3.61 - 


0.39-/(3.61) 
/⑷ 一 /(3.61) 


3.61 



0.178 744 41 
9.458 319 


3.61+0.018 8 


用四舍五入法凑足小数第二位令心= 3.63. 因为我们是在“向根的一侧”凑足小数第二位，所 
以幻可能会跳到这根的右 边去； 但现在并未发生这种情形：这可由符号上看到，因为/(3.63)二 
-0.041 653. 在这一次，依不等式 （6) , 


X2 - = ^ - ^3 < 


0.041 • ■ * 
U 


< 0.004. 


这样， 


3.630 < C < 3-634, 
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即 f = 3.63+0.00 心 

_ ■ 〆 - __ 

我们仅以这一例题为限，因为像上述形式的弦线法，效用还是很 小的； 通常它总是与切线法联 
合着使用，我们现在就要讲到. 


155. 牛顿法则（切线法）冋到原来的关于函数 f ( x ) 的假定 [153]; 所求的函数的根在区 
间匕妁内是孤 立的； a < C < b , 从这区间的任一端点例如6出发，写出余项为拉格朗日式的泰勒 
公式： 

0 = f (0 = f ( b ) + f ( b ) H + \ f n ( c )^^- b ) 2 (^< c < b ). (7) 

弃去余项，可以近似地令 

/⑻ + r ⑼■(卜 0 = 0 ， 


由此 


由这种方法，我们求得根€的近似值 



m 

m . 



m 

尸 ⑻. 


⑻ 


这数值的求法，亦可以用几何方法直觉地来说明考察曲线= f ( x ) 上横标为6的点 Af / 处的 
切线.它的方程是 

y _ f ( b ) = f '{ b ) - (x - b ). 


在此处令 y = 0, 求得切线与 . x 轴的交点穴的横标: r ; 恰好符合于 （8). 这就是说，上法实质是用 
曲线弧 MM ' 的一端点处的切线来作为弧的近似代换（参阅图 82). 

这法则定名为牛顿法则.亦称为切线法. 

可是发生这样一个问题，由公式 （8) 所求得的数值： ri 位于何处.事实上，就在图82中亦可 
以看出，切线与 x 轴的交点甚至可以位于所考察的区间之外！我们将证明，若数值/⑼与 f n { x ) 
同号（即在情形 I 及 IV ),则 xi 位于 $与 b 之间. 

实际上，因为/⑻与 f ( b ) 同号，故由⑻立即知道: r ! < 6. 另一方面，由 （7) 及 （8) 推得: 




/ 

工1 



m 

尸 ㈤ 


1 

2 


/" ㈦ 
尸⑻ 


(卜0 


2 


⑼ 


但我们已假定/〃 ㈤ 与 f ( x ) 同号，因此€ < 结果 ： <e < 4 〈匕 

类似地，若从点 a 出发而在端点 M (横标为岣处引曲线的切线，则代替⑻可得近似值 


/ 

工1 




关于依这一公式所算出的数值，可以像上面一样地 证明： 若数值 f ( a ) 与 /〃(: r ) 同号（即在情形 II 

及 III ),则 < 位于 a 与匕 之间. 

这样对四种可能情形内的每一种，都已指出，应该从哪一端开始才可依牛顿法则得到根的近 
似值.重复应用这法则，在情形 I 及 IV 就得出渐减数值的序列： 


b > x'i > x > 


. 〉〉 X n +j_ 〉‘ . ■ 〉《， 


響 響 
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而在情形 II 及 III ,就得出渐增数值的序列: 


a < .xi < .X2 < - • < x n < x ’ n+1 <.••<& 


而且根据前一数值来计算后一数值时总是依照公式 



在此处也很易证明—单调而且有界的变量 
应用函数 f ( x ) 及 f \ x ) 两者的连续性，就求出 


XL 必有有限极限/?;在 （10) 内取极限，并 


_ =0 ，由此 /(奶=0而 (5 4. 

图84表明历次的切线与: r 轴的交点 T U T 2 、 … 从一侧接近于点人 

这样，重复应用牛顿法则，亦可以计算根4达到任意的准确度.这时，已经算出的近似值的准 
确度仍可像上面那样由公式 （6) 来估计. 






M 



0 - 





M 




图84 

为了要表达出差 x n - €减小的速度 ； 我们再来导出另一估计式.回到公式 （9) :把里面的 b 


换成2^而：^换成 X ； n+l ： 



用 M 表示1/〃(: r )| 在给定区间 [ a ，6] 内的最大值（并保持 m 的原来意义），由此，现在很易 得出: 


工 n+l — <s ^ 


2 m 





因为右端有一个平方的 因子， 这就保证着 a 4 很快地接近于以至少从某一项开始是如此），这就使 
切线法成为根的近似算法中的一种最有效的方法. 

不等式 （11) 还有一个作用.若已算出的数值的准确度已经用例如不等式 （6) 估定，那么 

不等式 （11) 就使我们可以预先估计出尚未算出的数值 X r n + l 的准确度.这对于解决应该取 x f n+l 
至小数点后第几位的问题时是有用处的. 

现在举一些例题.在解题时，自然要利用手头一切代替笔算的辅助工具 ，如： 乘方及开方表，乘 
法表，计算器，对数表及三角函数对数表，三角函数真数表，角度及弧度换算表等等. 
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156. 例题及习题在这一段内我们将专门使用切线法. 

1) 计算方程 

x 3 — 2 x 2 — 4 x — 7 — 0 

的根，使准确度达到 0.01, 已知这根在区间 （3, 4 )内[参阅15 4 ]. 
我们有 


f { x ) = x 3 - 2 x 2 — 4 x - 7, /(3) = — 10 < 0， /(4)二 +9 > 0, 


在3 < x 彡4时 


} ， [ x ) = 3 x 2 — Ax — 4 > 0 ) f ”[ x ) = 6 x — 4 > 0( 情形 I ) 


//( x )| 的最小值是 m 


11 . 


现在由给定区间的右端 6 = 4 出发，因为在这端点处函数/(4与 /"(； r ) 有相同的 符号. 依 


公式⑻ 


x \ =4 - /(4) 


， ⑷ 



4 


28 


4 - 0.32 …； 


四舍五入，令4 


4 — 0.3 = 3.7. 因为 /( 


/(3.7) 


L 473, 故依不等式 （6), 4 


< 


L 473 

11 


即还不够达到所需的准确度.再求 


X . = 3.7 - 似 7 ) = 3.7 - = 3 J - 0.066 


/ ; (3.7) 


22.27 


令 

0.042 



11 


3.7 - 0.066 = 3,634. 在这一次 f ( x ， 2 ) = /(3,634) = 0.042 …，于是根据 (6) , zK < 
< 0.004. 因此 3.630 < ^ < 3.634 而 f = 3.63 已达到所求的准确度 . 


(同是得出这一结果，在154内用弦线法却需要做三次 .) 
2 ) 



X 


lgx 


利用这机会，给读者说明，怎样可以用函数的图示法来预测方程的根的位置.满足于方程 


lg 工 


X 


的 X 值，显然表示两曲线 


V 


= lg x 及 y = - 

x 

的交点的横标.即使由它们的草图（图 85) 也可立刻看出，所 
求的根位于2与3之间.这是容易用计算来检验的，因为令 

f { x ) = x - \gx - I ,就有 


/(2) = -0.397 93〜 < 0, 


/⑶ 


0.431 36 * ■ > 0. 


现在要计算这根使准确度达到 0.000 1. 


显然，在2 < Z < 3时， 


/’㈤ 




lga ; + lge > 0, 






tt 


( x ) = > 0( 情形 I ) 


X 
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可以令 m = 0.7. 


因为/⑶刚好与 f \ x ) 同号，故依公式⑻ 


尤1 


3 


/⑶ 

/，⑶ 


3 — 


0.431 36 
0.911 41 


3 - 0.473 


令 xi = 3 — 0.47 




就有 /(X 


:曰 ,产 0.019 9 n 

于是 _ < 0.03. 冉求 


/(2.53) = 0.019 894 


0.7 


/ 

工2 


2.53 


/(2.53) 
/ / (2.53) 


2.53- 


0.019 894 
0-837 41 


取 



2.53 - 0.023 7 - 2.506 3. 依不等式⑹估计误差 


2.53 


0.023 75 


5 


/(2.506 3) = 0.000 096… 


x 2 — ^ < 


0.000 096 … 

07~ 


< 0.000 2 


叩 2.506 1 <《 < 2.506 3. 在这种情形 ； 就有已经达到所求准确度的根 


^ = 2.560 2± o.ooo 1 . 

(实际上 2.506 2是 f 的盈近似值，因为/(2.506 2) > 0.) 
3) 回到方程 


2^ = 4x, 

在 81 内已经讲到过它.我们在那里曾看出，这方程的根位于0与 0.5 之间.这种情况，借助于函 
数 y 二 2 X 及 y = 的图像，亦很容易看得出来 • 在图86中很清楚地看到，这些曲线除去有横标 

为4的交点以外，还相交于有横标 《在 0与 0.5 之间的某一点 • 要算出这根使准确度达到 0.000 
01 . 

对于0 < x < 0.5,有 


f ( 工 )= 2" - 4x, f’(x) = 2 X ♦ In 2 — 4 < 0， f n {x) = 2^ • In 2 2 > 0 

(情形 II ). 在此处 m = 4- V 2- ln 2 > 3, M = \/21 n 2 2 < 0.7, — < 0.12. 因为 f ⑹ =1 与 

2m v y 

/〃( X ) 同号，故应从 a -0 开始 ■根据 （6) ，这近似值的误差 < l 然后根据 （11) ，可以预先估计 
出误差： 

^- x [ <0.12 ■垂 < 0.014. 

因此依公式 （8*) 算出的数值 


/ 

^1 = 


In2-4 


1 

3.306 852… 


= CK30 … • 


应取至小数点后第二位：< 
估计误差： 

然后，再依 (11), 


= 0-30. 利用数值/(0.30) = 0.031 144…再依不等式 （6) 更精确地 


€ —〆 L < 


0.031 144… 

3 


< 0 . 011 , 


i ~ x 2 < 0.12 - 0.000 121 < 0.000 015, 
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图86 


因为在 T = 


3丌 

T 


时正切成为无穷，将方程表示为 


图87 


更为方便. 


f ( x ) = sin x — x cos x = 0 
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我们有 



57 T 

T 


)=-#( 


\/2 / 5丌、 

TO-T >0 , 



3丌 


< 0 


rw = 

开始，得 


x^sinx < 0 〉 m > 2.7; f n ( x ) 




sin x - ha ; cos x < 0( 情形 IV ) ■从 6 


3 tt 

Y 


4.712 388 9 


3 tt 


x 


3 tt 


4.712 388 9 


0.212 206 6 


在此处我们碰到下面的情况：在三角函数（及其对数）表上角度表示为度、分 、秒， 因此在这种单 
位之下来取舍校正数 0.212 206 6 .…的尾数对我们要更方便些.我们就取 12° l ( y ， 它对应于略大 
一 些的数 0.212 234 84…（在“向根的一侧”凑成分，于是 < 二 4.500 040 6…(257°50 / ). 

再次，/(4) = — cosl 2 o 10, + 4.500 040 6 ••… sinl 2°10 / - -0.029 127 4 ■ • 、 


f ( x [) = -4.398 962 


<0.012 


继续 求得: 


工2 


4.500 040 6 … 


0.029 127 4 
4.398 962 . 


4.500 040 6 


弃去校正数的尾数使成为 0.006 617 7…(22 / 45 // )并取 


0.006 621 4…， 


x 2 


4493 422 9 • - (257°27 / 15 // )- 


因为 f (工’2) 


0.000 059…，故 


x 2 - i < a °^ 06 < 0.000 022 3. 

^ I I 


这样, 


4.493 400 6…< f < 4.493 422 9…， 


故可令 


4.493 4+0.000 03* 


5) 当含有根的区间充分缩小时，牛顿法则的效力特别显著.今要算出方程 - 2 x - 5 


0的 


根，从含有它的区间 （2, 2.1) 岀发，最后要达到高度的准确度，就说是 

在此处： 


lQio * 


J ( x ) = 一 2 ,x — 5, 


/⑵= -1 < 0 , 


/( 2 ‘ 1 ) 


0.061 > 0, 



’( 工) 


3x - 2 > 0, 



(•T) 


6 x > 0 (当2 彡工彡 2.1)( 情形 I ) 


很易算出 ， m = 10, M < 12.6，于是 


M 




2 m 


< 0.63 
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2.1 开始.依公式⑹ 


- i < 


可以期望4达到怎样的准确度: 


0.061 

10 


0.006 1. 现在利用不等式 （11) ，来预先算出 


2 


- C < 0.63 ■ 0.006 r < 0.000 024. 


因此，我们将 

/(2.1) 

/ / ( 2 * 1 ) 

在“向根的一侧”凑足小数点后第五位： 


^1 


2.1 


2.1 




0.061 

11.23 


2.1 -0.005 43 



2.1-0.005 44 = 2.094 56. 因为 f ( x \) = /(2.094 56) 




0.000 095 078 690 816,所以现在依公式 （6) 可以更精确地估计误差: 


X 


- i < 


0.000 095 


10 


转向再应用公式 （11) ，预先算出: 


< 0.000 0L 


x 2 - i < 0.63 - 0.000 01 2 = 0.000 000 000 063. 


因此，取 


/ 

工2 


2.094 56 


0.000 095 078 690 816 
~~ 11.161 544 780 8~~ 


2.094 56 - 0.000 008 518 416 


至小数点后第十一位 




2.094 56 - 0.000 008 518 41 = 2.094 551 481 59,它与所求根相差仍 


是小于 0.000 000 000 07. 因此， 


2.094 551 481 52 < £ < 2.094 551 481 59 


即€ 


2.094 551 481 5 


10 10 . 


157. 联合法这方法是同时利用切线法及弦线法. 

为着明确起见，假定我们碰到的是情形 I . 如前，利用公式⑶及⑻可算出近似值 A 及< 


XI 


a — 


0 - a) • / ⑷ 
/⑼ 一 / ⑷ 5 


/ 

2^1 


b 


m 

尸⑼ 


依照已证明的论点， 




在下一步内，我们干脆用 A 及4代换公式内的 a 及6: 


X 2 


Xi 


0’1 


工 1) ./( 工 1) 


f ( x [) - f(xi 


X 2 


^1 


/( 工 ’1) 


这步骤可以无限地继续下去；只要有两个近似值 In 及 / n ， 在它们之间含有根 f 我们就能依下列 
公式得出再下面的一对近似值： 


工 77/+1 


X 


(Xn. - X n ) - f(x 


/( 工 


71 


- /(^ 


X 


/ 


/ 


n + 1 


X 


?x 


f (^ n ) 

/’«) 


第二公式和 （10) 相同；第一^公式却和 （5) 大有区别，因为， 这里点 4代 替了点 


0 

疋 


越来越接近于^的. 如果将不等式 （4) 


对应于所考察的情形 


改写成 


x — a 


> 


b — a 


f ( x )- f ( a ) f ( b ) - /( a ) 
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并令其中 a = x n) x = 那么容易看出，上面说的把6换成 < 的结 果只能是使:更快地逼近 
所求的根 (几何上这是显然的!) . 

这样，在用联合法时，我们可以同时求得根的亏近似值及盈近似值，它们从根的两侧趋近于 
它.在情形 I 及 IV ，从左而24从右趋近于$至于在 II 及 III ，显然情形刚刚相反.数量 
14. - x n \ 使我们能直接判断所达到的近似程度，用联合法的好处就在于此. 

用例题来说明它的应用. 

158. 例题及习题在这里假定只应用联合法. 

1) 求方程 

f ( x ) — 2 x 3 — x 2 — 7 .t + 5 = 0 


的三实根使准确度达到 0.001. 

函数?/ = f ( x ) 的草图帮助我们求得含有这些根的 区间: 


—2 < < — 1 , 0 < & < 1 , 1 < ^3 < 2 ; 

由函数的符号的变化，很易验证这事的正确性. 
a ) 在区间[_2, - lj 内 

f’(x) = 6x 2 — 2 x — 7 > 0, f N {x) = 12 x — 2 < 0 


(情形 III ). 因为 /( 一 2) - -1 < 0,/(- l ) = 9 > 0, 故牛顿法则必须应用于区间的左端. 今有: 
/，（一2) = 21 及 





-1 

21 


-1.952 




-1.9. 


把数值： r ; 在减小的一侧凑足小数第二位，得数字 -1.96 < 6. 若把它在增大的一侧，即向根的一 
侧舍去尾数，则得数字 -1.95; 但 /(- L 95) - 0.017 75 > 0,即这时已跳到根的另一边去 . 这情况 
对我们是有利的，因为它给出了缩小含根区间的可能性.弃去以前的数值:^，令 


x \ = —1.96， xi = — L 95. 


再次，就有 


/(- L 96) = -0.180 672， /’(一 L 96) = 19.969 6, 



= - L 96 4- 


0.180 672 
19.969 6 


- L 96 + 0.009 04…= - L 950 95 


5 


Xo 


- L 95- 


0.01 - 0.017 75 
0.017 75 + 0.180 672 


L 95 -0.000 89 


1.950 89 


因为 g 应当包含在这两限界之间，显 然有: 


(已超过所需要的准确度 y 


^1 = —1.950 9土 o,ooo 1 
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6) 在区间[0, 1] 内，一阶导数保持着负号，但二阶导数变号，在点 ^ 处等于零.这情况 
迫使我们还要预先将区间缩小.试验数值 z = 0.5,求得：/(0.5) = 1.5 > 0; 「 ll 为/( I ) = — 1 < 0, 
或&包含在区间[0.5, 1] 内，在它里面 f , f { x ) 保持着正号（情形 II ) . 此处仍需把牛顿法则应用 
于左端点.就有 



= 0.5 + 


1.5 

6^5 


= 0.730 7 = 0.74, 


Xi = 


0.5 

2^5 


= 0.80. 


把4在向根的一侧凑足小数第二位，并不至于越过这根，因为/(074) = 0.082 848 > 0.最 


x ; 二 0.74 + 

X2 = CK 80 — 


0.082 848 

5.194 4 
0.012 96 

0298 848 


= 0.755 … 
= 0.756 …- 




于是 0.755 •■■<$< 0.756 •. 、而可以令 




2 




0.756 士 o.ooh 


b) 在区间[1， 21 内二阶导数保持着 正号， 但一阶导数变号，在 


X 


1 + \/43 
~~6~~ 


1.26 


时等于 0. 


试验 1.5 : /(1.5) = — 1，同时却有/(2) = 3,于是 L 5 <6 < 2;/ / ( x ) 在这区间内有正号（情 


形 I ).就有: 


Xi 




1*5 + ^- = 1.6, x \ 

o 


2 - 


3 


13 


1.7 


在此处取 



1.7 并没有跳到根的左边去，因为/(1,7) = 0.036. 最后， 


X 2 


1.6 + 


/ 

工2 


1.7- 


0.056 8 

0,604 

0.036 

6.94 


1.6 + 0.094 


L 694 


L 7- 0.005- 


1.694 •• 


于是有 


^3 


1 * 694 + 0.001 


附注因为依代数学上已知道的定理，根的总和当等于 0.5, 故可利用这定理来验算答案. 


2) 方程 

f ( x ) = X 4 — 3 a : 2 + 752- 10 000 = 0 

有二实根：一根在 -11 与 -10 之间，另一根在9与10之间.计算这些根使准确度达到 0.000 01. 

a ) 在区间[-11， -10] 内 

f \ x ) = 4 a : 3 — 6 x + 75 <0， /"( x ) = 12 x 2 — 6 > 0 
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(情形 II ).求得 


= -11 + 


X\ 


10 


3 453 

5 183 
1 050 

4 503 


-10.33 


10.3. 


-10.23 


- 10 . 2 ; 


在刖 一 式内我们在向根的 一 侧舍去尾数，但并未越过这根.再求得 



-10.3 十 


工2 


- 10.2 - 


164.318 1 

4234.108 
25.279 84 

417.116 5 


— 10.262 …二 一10.262, 


10.260 …= 


10.260. 


(附注同上）.最后, 



10.262 + 


X 3 


10.260 


4334 569 118 736 

4186.137 218 912 
0.008 070 380 48 

8.369 759 358 736 


10.262 十 0.001 035 4…= -10.260 964 5 


-10.260 - 0.000 964 2…= -10.260 964 2 


) 


于是 


0 = - 




0.000 001 


(具有比所要求的更大的准确度）. 


在区间 


内 f ( x )>0 J 


n 


o ( 情形 i ). 在此处 


Xl 


9 + 


x 


] 


10 


3007 

3457 

450 

_ 4015 


9 + 0.869 


9.87 (在向根的 一 侧!) 


10 


0.112 


9.89, 


X2 


9.87 + 




9.89 - 


1.238 965 887 8 

17.468 900 8 

15.520 606 41 
3885.106 676 


9.87 + 0.015 99 


9.885 99 


9.89 - 0.003 993 • 


9.886 006 


于是，显然， 


^2 


9.886 OOdzo.ooo oi - 


3) 考察方程 


/⑻ 


x • sin x — 0.5 




a 


作出函数 


V 


sin x 及 y 


0.5 


的图像（图 88) ,就 


看出它们相交于无穷多个点，于是我们的方程有无穷多 
个根.由图像乂看出，最小的正根纟靠近着 0.7; 现在要 
计算这根使准确度达到0.⑻0 001 (根据在156例题 4) 

内曾作出的附注，在此处必须先改用度分秒的单位，然 
后再来取舍尾数）. 


把数值 


a 


0.698 131 7… （40 


及6 


0.785 398 2… （45 


代入函数 j \ x ), 在第一情形结果得负值 5 在第二情形结 



■X ： 


果得正值，这就是说 


在这区间内导数/ 



// 


都有正号（情形 I ) 
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计算的概要： 

xi = 0.698 131 7…+ 0.041 951 2…， 
x{ 二 0.785 398 2- 0.043 851 0…； 

取舍尾数后得第一校正数为 0.041 887 9…(2°24 / ), 第二校正数为 0.043 923 1…(2°31 / ) ? 于是 
最后得 

= 0.740 019 6… (42°24'), x\ = 0.741 474 1 ■■- (42°29 / ). 

再有 

x 2 = 0.740 019 6…+ 0.000 821 1 …= 0.740 840 7…， 
x 2 = 0.741 474 1 - 0.000 632 9…二 0.740 841 2…， 


由此就得到具有所要求的准确度的根 


C = 0.740 841 士 o.ooo 000 5. 


4) 最后，再回到方程 

f(x) = x 4 — x — 1 — 0. 

我们已在 81 内看到，它有根$在 a = 1.22 与 6 = 1.23 之间.现在要看只把联合法应用两次，所 
得的近似值能达到怎样的准确度. 

计算的概要（情形 I ): 


XI 


X 


/ 


X2 


X 2 


1.22 


1.23 - 


0.000 046 654 4 

0.063 531 15 
0.058 866 41 

6.443 468 


L220 73 


1.220 7, 


1.220 86 


1.220 9, 


1.220 7 + 


0_000 000 055 337 605 983 98 


1.220 9 


0.001 255 538 012 096 
0-000 978 849 982 176 1 

^ 6.279 478 581 316 """ 


L220 744 07 


1.220 744 1 





这样， 


C ==== 1.220 744 1 土 o.ooo 000 1 * 
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159. 变量之间的函数关系.例题 到现在为止，我们只研究过两个变量的共同 
变动，而它们之中的一个依赖着另 一个： 由自变量的数值已能完全决定因变量或函数 
的数值 • 然而在科学上及生活上常会遇见出现有几个自变量的情形，于是要想确定 
函数的数值，就必须先确定所有这些自变量在同一个时候各自所取的数值. 

1) 例如，圆柱体的体积 V 是它的底 半径及 及高 H 的 函数； 这些变量之间的关 
系用公式 


V = ttR 2 H 

来表示，由这公式，若已知自变量 R 及 H 的数值,就可以决定对应的 V "的数值. 

圆锥台的体积 F 显然是三个自变量——两底的半径 E 及 r 以及高//的函数， 
表示这函数的公 式是： 

V =^( R 2 + Rr + r 2 ). 

2) 按照欧姆定律，电路中的电压 V 与线路的电阻 E 及电流 J 具有关系 V 二只 J . 
或 V ’ 及 .当作是已给的，则由此可确定 I 为 V 及 R 的 函数： 



V 

R 


3) 设有放在汽缸的活塞下面的一定质量的气体，其温度不是固定不 变的； 则这 
气体的体积 V 及 Hi 力 p 都与它的（绝对）温度 T 有关系，其关系式称为克拉披隆 

( Clapeyron ) 公式： 

vV = RT ( 丑 = 常量 ). 



[160] 


§1. 基本概念 


• 291 ■ 


由此，例如认为 F 及 T 是自变量，则它们的函数 p 就可 写成: 

RT 


4) 研究任何物体的物理状态时往往需要观察它的各种性质随着点的变化 .如: 
密度、温度、电位等等.所有这些量都是“点的函数”，换言之，就是点的坐标的 

函数.若物体的物理状态随时间而变化，则在这些自变量内还要加上时间 L 在这情 
形我们就得到四个自变量的函数. 

类似的例子读者自己还可以任意举出许多来. 

要想对于几个自变量的函数的概念给予准确的定义 5 我们先从最简单的情形，当 
自变量有两个时开始. 

160 . 二元函数及其定义域 凡说及二自变量 x Ry 的变动，我们每一次都应 

当指岀，它们可以同时取值的数对 （ x ， y ) 是 哪些； 这些数对所成的集以就是变量 
x，y 的变动区域. 

函数概念的定义与一元函数时所给出的定义有同样的 说法： 

若对于集人^中的每一对数值 ( x , y ) -依某一法则或规律-有 一 确定的 z 

的数值（在 Z 内）与它们对应，则变量 2( 其变动区域为 Z ) 称为自变量 x，y 在集 M 
中的函数 20) . 

在此处说及的是单值 函数; 很易推广这一定义使适用于多值函数. 

上面说及的集 W 就是函数的定 义域. 变量: r ， y 对于它们的函数2而言,称为它 
的 变元. 与一元函数时相类似， z 与 x , y 之间的函数关系表 示为： 


2 ： = f ( x 、 y)，z = ( p ( x , y \ z 二 z ( x , y )， 等等. 

若 (^ OiVo ) 是从中取出的一^个数对，则 f ( xo , yo ) 就表 7 K 当 x 二 xq ， y 二 yo 时函数 
f ( x , y ) 所取的一个特别（数字）值. 

兹举出几个解析地（即用公式）给定的函数的例题，并指出它们的定义域. 公式： 


1 ) z — xy 及 2) z = x 2 + y 2 

确定对于一切数对 ( x , y ) 都满足的函数.公式： 


3) z 




只被分别满足不等式 

x 2 + y 2 《l 或 x 2 + T / 2 < 1 
的那些数对 (X, y) 所适合（若我们只想得到有限实数 2 的话). 

2 Q ) 同时应用词组“变量值”和术语“点集”就可以套用这个定义，我们对 n 元函数立刻就这样做 

[参看164目的脚注 21)]. 
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由公式: 


5) 


arcsin ^ + arcsin y : 



所确定的，是其数值分別满足不等式 


a ^ x ^ a , —b ( y 义 


的 x Ry 的函数. 

在一切这些情形中我们都指出了公式适用的最广阔的——自然的 [46,2°] ——范围. 

今再考察这样的例题. 

6) 设三角形的各边在周长保持为 常量卽 的条件下任意变化着.若用： r 及 y 表示它的二边, 
则第三边就是 2p-x-y , 于是三角形可以由边 x 及 y 完全确定.问三角形的面积^与它们的 
关系怎样？ 

依海伦公式，这面积表 示为： 

之 = \/p(p - x)(p - y)(x + y - p). 

至于这函数的定义域以，在这一次，就应受到引入这函数的具体问题的限制.因为三角形的每一 
边是一个正数而且小于半周，所以应当满足不等式 

0 < x < 0 < y < p, x^-y > p] 

它们就表现了区域的特征. . 

这样，虽然在一元函数的情形，作为变元的标准变动区域的只是（有限的或无穷 
的）区间，而在二元函数的情形，我们已碰到变元的各种各样极其复杂的可能（和自 
然的；)变动区域. 

利用这些区域的几何说明来考察它们，常使事情变成非常简易.若在平面上取 
互相垂直的二轴，再用通常的办法使它们上面的点各自和 x 或 y 的值相对应，那么 
大家知道，由每一对 ( x , y ) 可以单值地确定平面上的一点，它以这些数值作为自己的 
坐标，反之亦然. 

于是，要表现出那些使函数有定义的数对就只需简单地指出它们所对应 
的点在 zy 平面上填满了怎样的圆形. 

如此就说，函数 1) 及 2) 定义于全平面内，函数 3) 及 4) 依次定义于闭的（即包括圆周在内) 
或开的（除去圆周）圆内（图 89 ) ; 函数 5 )定义于矩形内（图 90); 最后，我们仅在开的三角形（图 
91) 内考察函数 6). 

这种几何说明是如此的方便，以致通常就称数对 ( x ， y ) 为“点”，而这种“点”所 
成的集合也就依照其所对应的图形的名称来称呼它.例如，满足不等式 

a ^ x ^ b , c ^ y ^ d 

® 虽然所得出的公式本身在更广的范围内，例如对于$ > p 及 y > p ， 仍保持有意义. 
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的“点”集或数对 ( x , y ) 的集是“矩形' 其度量等于 b - a 1 d - c ' 将用记号 [ a , b ; c , d 
来表示它，与区间的表示法相类似.满足不等式 

{x - Q ：) 2 + {y - P ) 2 ^ r 2 

的“点”集或数对 (x ， y ) 的集是中心在“点” { a , (5) 而半径为 r 的“圆”，等等. 

恰像函数^ = /(⑷可用其图像来几何地说明一样 [47], 方程 z = f ( x , y ) 也可以 
得到几何上的说明.在空间取以 a ; 轴、 y 轴、 z 轴组成的直角坐 标系； 再在: cy 平面 
上画出变量 x 及 y 的变动区域 X ，最后，在这区域中的每一点 M ( x , y ) j 乍 xy 平面 
的垂线，并在垂线上按数值 z = f ( x ， y ) 来取点.这样所得的点的轨迹就是我们的函 
数的空间图形.一般地说来，这是一个 曲面； 同时等式2 = f ( x , y ) 就称为曲面方程. 

为了举例，在图92、93及94中画着 函数： 

z = xy , z = x 2 + y 1 , 
z = 1 — x 2 — y 2 

的几何图形.其中第一个图形是双曲抛物面，第二个是回转抛物面，第三个是半球面. 

最后要讲到，有时不得不考察变量 x m ， n ， 它的数值是用二自然数标 m 及 n 来编 
号的 （ m 与 n 各自独立地依自然数列而递变； ). 在某种意义上来说，这种变量是整序 
变量的推广. 

例如，可以令 


X 



(m 



n)\ 


m\n\ 


x 


、、n 




(m + 1) • n 
m • (n + 1) 


等等. 


事实上，标号 m 及 n 应该看作自变量，而变量 Xra ^ n 看成是它们的函数.在当 
前的情形，自变量的变动区域可用第一象限内的全部方格子点作为其几何说明. 


161. n 维算术空间转移到 n 个自变量 （ n 彡 3) 的函数，我们首先来考虑这些 
变量的协同数值组. 
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图93 图94 


在 n = 3 时，读者都明白，三数 ( x : V ) z ) 所成的数值组还可以几何地解释为空间 
的点，而这种数值的集则可以解释为空间的一部分或几何学中的体.但在 n > 3时 
已不可能再有直接的几何说明，因为我们并没有维数大于3的空间的直觉. 

虽然如此，由于仍然希望把（对于二元及三元函数显得是有效的）那些几何方法 

扩充到更多个变元的函数的理论上去，在分析学内就引人了 n 维“空间，，的概念 （ n 可 
以大于 3). 

n 个实数所成的组 M (： n ，巧 ①称为 （ n 维的)“点 ”； 数:^，巧，…，〜就 
是这“点” M 的坐标 • 所有可以想象的 n 维的“点”就组成一个 n 维“ 空间” （它有时称 

①由于所论变量的个数没有 一定， 所以不用不同的字母，而只用带有不同序号的同一字母来表 

示它们，显得更是方便.这样，％(与以前的用法相反）并不表示某一变量的第 i 个值，而是表示可 
以具有许多不同数值的第 i 个变量本身， 
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为 算术空间). 

引人两个 （ n 维)“点” 

，: r n ) 与 …， O 

之间的“距离” MM 7 的概念是有需要的.仿照大家知道的解析几何学中的公式，令 


MM, 二 M ; M = 




在 n = 2或3时这“距离”与对应的两几何点之间的通常距离相同. 

若再取一 “点” 



则可以证明，“距离” MM 7 , M ' M n 及 JdM 71 满足不等式 



MM n ^ MM ， + M ' M n , 


⑵ 


这便是大家知道的几何定理：“三角形的一边不大于其他二边之和”. 

实际上，对于任何两组实数 a l 7 a 2 , ■■- , a n R b u b 2r -- , b n 常成立不等式 ® 



若在此处令 


ai = x[ — Xj, bi = x( — , 于是 cii + \ = x’l — Xi, (i = 1 ， 2, ， n), 



①这个不等式不是別的，而是我们曾经遇到的闵可夫斯基不等式 [133(7)] 在 A ; = 2 时的特殊情形. 
如果将它两边各自平方并消去相等的项，则它就变成大家熟知的柯西不等式 [133(5 a )]. 对柯西不 
等式 —— 同时，也可书中的不等式我们举一个十分初等的证明. 

二次三项式 

n n n n 

y^^ajX ^ bi ) 2 = ^ af ■ X 2 + 2 ^ ai bi - x + ^ bf 

i~l i—1 i=l 

显然不能取负值.在这个情形它不能有两个不同的实根，因而表达式 

ri n 


n 


z 


E 


a 


b 




应当是非负的，这就相当于柯西不等式. 
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这就相当于（ 2 ).这样，距离的这一重要性质在我们的“空间”中也同样成立. 

在 n 维“空间”内也可以考察连续“曲线”. 

大家知道 [ 106 ], 方程 

^ y = ^( t ) 

(此处的^⑴及#⑴是参变量〗的函数，在某一区间是连续的）表示平面上 
的连续曲线.类似于此，用三个连续 函数： 

工 = 一 ⑷， y = 4 ⑴，^ 二 x ⑷ (t’ W 


就可表示（通常）空间中的连续曲线.仿此，今考察 Z 的 n 个连续 函数： 

工1= 列⑷， 工2 = #2⑷，…， X n = ( p n ( l ) ( t ' t "), 

则当参 变量/ 取不同数值时所得的“点”集 

(#1 ⑷ ，仰⑷ ，… 

就组成 n 维“空间”内的连续“曲线”.令 

X l ~ #1(0 ,…; x n = %(0; = #1(0 ,…- x n = #/?.(〆 ’)， 

就可以说，这“曲线”连接着两“点” 

M’(“ … 乂 ) 与 MK ，:^，…- 

当所有的仍，…， Wn 都是线性函数时，“曲线”就变成“直线”： 

x i = <y ± t + pi r ■ ■ ,x n - a n t + j3 n ： 

其中系数 ，…， 假定不全等于零，而 t 从- oo 变至 + oo . 我们将算作这直 
线上的“点”是依着参变量渐增的次序一个跟着一 个的； 若 t f < t < t ' 则在对应 
的“点” 〃内， “点” M 就位于其他两点之间，因为它在 M / 之后而又在 il //〃 
之前 • 在这些条件之下 ； 容易证明，它们之间的距离满足于关 系式： 

WW 1 = WM + MM' 

这正是通常空间内的直线的特性. 

给过二给定“点” 


MW ，…， ；） 及 Af "( xiV .. X ) 

的“直线”的方程显然可以 写成： 

工 1 — + ^{ x \ ~ x l)j …， x n = x， n + ^{ x n ~ x ， n) ( — 00 < t < +00 )， 

于此令 （ = 0及1，就得到“点” M 及 M 〃. 又若使 t 从0 变至1，就得到连接这两“点，， 
的“直线段”. 、 

由有限数的“直线段”所组成的“曲线”称为“折线”. 
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162 . n 维空间内的区域举例 令转而考察一些 n 维“空间”内的“体”或“区域” 
的例子. 

1 ) 坐标各自互相独立地满足于不等式 

CL\ ^ X\ ^ ^ ^2 ^ ^ ^ 2 ? ' * * ； ^ ^ 

的一切“点…，〜 ） 所成的集，称为 （ n 维)“长方体”，并记成： 

[ h ， 6i ; < 22 , 62 ;…； a n . b n . 

在 n = 2 时，就由此得出 [ 160 ] 内曾经讲及的“长方 形”； 通常空间中的长方体则对应 
于三维“长方体”. 

若在前面写着的关系式内去掉等号，得到 

ai < xi < b 1 , a 2 < x 2 < b 2) - - , a n < x n < b n , 

就可用它们来定 义开的 “长方体”： 
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的一切“点” M ( m ： r 2 , …，〜）所成的集.在 n 二2时对应于这集的几何图形是等腰 
直角三角形，在 n = 3时是四面体（图 95). 在一般情形称它为单纯形①(这里是闭的 
单纯形，以区别于在上列不等式内去掉等号而得出的开的单纯形). 

3) 最后，若 ,4) 是定“点”，而 r 是正常数，则由不等式 


(^1 


— x l ) 2 + ( x 2 — ^ 2 ) 2 + …+ ( x n 


4) 2 


彡， 2 (或 < r 2 ) 


所确定的一切“点” MOn ，％） 所成的 
集，称为闭的（或开的) n 维“球”，其半径 r ， 
而中心在“点”处.换句话说，“球”是所 
有与某一定“点” Mq 的“距离”不超过（或小 
于) r 的点所成的集.这是很清楚的 ， n = 2 
时的“球”就是圆[参阅 160], n = 3时就是 
通常的球， 

中心在点…， O 处而有任 



意半径 r > 0 的开“球”也可以看作这点 
的 邻域； 要使它区别于我们先前引入的那 
种“长方体形”的邻域，就称它为“球形”的邻域. 


兹证明下一经常要用到的 事实： 已给一个“点 ”7 Wo 的上述任一类型的邻域时: 一 
定可以找到 Mq 的一个另一类型的邻域，使得后者包含于前者之中. 

设首先给定中心在“点” M 0 处的“长方体”(3).那么，要取有同一中心的开“球”， 
使它包含在所给“长方体”之内，只要取开“球”的半径 r 小于一切= 1，2,…， n ) 
就够了.实际上，对于这球内的任一“点”…，〜)(对每一 < =1，2,…， n ) 将 
有： 


\ xi - x ° t \ ^ \ [( X k — xlY 2 = OTo <r < & 

w bo —1 


或 


Xi - 8 t < Xi <x^ + Si, 

于是这点必属于给定的“长方体”. 

反之，若给定中心在 M G 而半径为 r 的“球”，那么“长方体”⑶，例如 ，在心 = 
= = ~^= 时就包含在它里面.因为这“长方体”中任一“点 ，…， 

x n ) 距“点的“距离”是 


①按拉丁文 simplex 的意思是“简单 的”； 实际上，单纯形就是最简单的多面“体”，对于所给定空 
间而言，它具有最少数目的面. 
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所以，它也属于给定的“球”. 

163. 开域及闭域的一般定义 若“点 ’’ MMi ，#， …， •<) 连同它的充分小的邻 

域都属于 （ n 维“空间”内的）集 X ,则称“点”是集的内“点”. 

由前一段末所证明的论点很明显地推得，此处所论及的邻域的类型，不论是“长 

方体形的”或是“球形的”，并不影响内点的定义. 

开的“长方体” 

(a - 丄， 6 i ： * * ■ ; a n . b n ) ⑷ 

的每一“点”者陽内“点”.实际上，若 




CL\ < 工 ]_ < 5 ’ • ■ ， On 〈工 71 < ， 

则容易找出这种 6 >0,使得 

cii <C .x*| — S <C S <c • - CL n x n — J J 

仿此，对于中心在“点” Mo 处而半径为 r 的开“球”，属于它的每一 “点” 也 
都是它的内“点”.若取 p 使合于 


0 < p < r - M’Mch 

并以 m 为中心作出半径为 p 的“球”，则它必全部包含在原来的“球”内：因为只要 
MM 7 < p ,就有 [160, (2)] 




iWM 0 


/ r\ 


+ M ; M 0 




于是“点” M 亦属于原来的“球”. 

关于开的单纯形： 

x\ > 0, * ■ • , x n > 0, Xi + ■. - + x n < h {h > 0), 


也可以作出同样的结论. 

这种患全由内_ “点”柯组成的集就称为 n 」:. 

这样，开“长方体”、开“球”、开的单纯承都是开“域”的例子. 

现在再把聚点的概念 [52] 推广到 n 维 “ 空间”内的集的情形去 .若在“点” Mo 
的任一邻域(不论什么类型) 内总包含着集中的至少一个异于 M 0 的 “点” ，则 

“点” M 0 称为集的 聚点. 
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开“域”的“聚点”而不属于这域的称为它的界 

界”.开“域”连同着它的“界”就称为闭域. 





'界“点”的全体组成“域 


不难看出，只有满足 诸式: 


ai ^ xi ^ 


5 








并使其中至少一处成立等式的 u ^ M ( x u x 2 
的界“点” • 

完全与此相同，只有确实满足 WM ^ = r 


) 



方才能成为开的“长方体”⑷ 



U 



〔” M 方才成为上面说过的开“球 




的界“点”. 


最后，只有满足诸关系式: 


XI ^ 0 , 


5 



>0, 


Xi + 


»參參 


- \-x n h, 


并使其中至少一处成立等式的 \^ M { x 1 , x 2 
界“点”. 



) 方才能成开的单纯形化 



这样，闭的“长方体”、闭“球”、闭的单纯形就给出了闭“域”的例子. 

以后凡说及（开的或闭的）“域”时，我们总是指着此处所述的有着特殊意义的 




域' 


现在要证明，闭“域”的一切聚“点”都属于这“域”. 


设给定闭“域，及在它外部的“点” Mq . 将证明 Mo 不是力的聚“点”. 



“或，是由某一开“域1加上它的“界而得到的.显然 M 0 不能是刀的 
〔”；因此，可以被这样的开“球”所围住,使它里面不包含 D 的“点可是， 
在它里面也就不能有6的“点 ”； 因为若有6的任何“点” AT 落在它里面，则在它里 




面将整个地包含着“点”的某一邻域，而在这邻域内却一个都不能有: D 的点，这 


是违反“界”点的定义的.因此前述的开“球”内确乎没有 P 的 
我们的论点. 


U 



' 这就证明 



般，包含自己的一切聚“点” 



U 


点，，集 


M 称为闭集.这样，闭“域”是闭集的特别情 

形. 


⑻ 


再引人一列的术语.若“点”集 M 全部包 
含在某一 “长方体”内，它就称为有界“点”集. 

“域”的任意两“点”常可以用一 “折线” 




来连接3亥“折线”的 



U 


V) 


点，，都位于这“域 

96中是几个 



中，这“域”就称为连通“域”. 

平面上的连通域的例子. 

n 维“空间”中的有界连通“域”(开的或闭 
的)，在某种意义上，类似于（开的或闭的）有限 


图96 
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区间.然而读者看到，在维数转变成 n(n > 2) 时图形是如何地复杂化了.对应于简 
单的具唯一形式的区间（作为它的界的总共只是二点)，在此处却是带有复杂的“界” 
的各种各样的“域”了. 

在以上几目内所讲的一切，可以看成仅是某种几何语言的 设立； 在 n > 3时并 
未联系到任何实际的几何表示.然而必须郑重指出，事实上， n 维（算术）空间仅只 
是走向空间概念在多种高阶中拓广的第一步，而这些空间概念正是现代分析的许多 
更高深部门的基础①. 

164. n 元函数设有 n 个变量它们的协同值可以从 n 维空间 
中的某一点集以内任意选取：这些变量称为自变量.对于二自变量所作的函数的 
定义以及一切由它而得的推论 [160] 都可以直接搬来用于现在所要考察的情形，因 
此就不必再来讨论它. 

若用 M 表示点 { xi , x 2 , - * - , x n ), 则这些变量的函数 w = /(. x * i , x 2 , - - - , x n ) 有时 
也称为点 M 的函数，并记成 ： u = 

现在假定在 m 维空间的某一点集 P 内给定 m 个变量 •…， 的 n 个函 
数（这里的 m 并不与 n 有联系)： 

— \ 、七2, • ’ ’、 ’ m ) 5 **") = (^ 1 ，七2, ’ ' • ’ m ) ( 5 ) 

或更简单地记成 

xi — - - - , x n = (5 a ) 

此处的 P 表示 m 维空间的点 , t m ). 此外，再假定当点…， t m ) 在 
集 P 的范围内变动时，与它对应的，坐标为 （5) [或 （5 a )] 的 n 维点 M 总不越出函数 
u = f ( x 1) x 2 r - ^ n ) - f ( M ) 的定义域， n 维集奶的范围 ■ 

于是变量 W 就可以看成是借变量 A ，…，为 媒介的 自变量…(在 
集 P 内） 的复合函数： 



①一 切几何术语，在使用时其意义与通常不同的，我们曾都把它们放在引号内，如：“点”、“距 
离”、 “域”等等.以后，我们就不再这样做了. 

21 )这里适时指出， （45 目的脚注 13) 引入的）函数定义的更为宽泛的形式由于下述而显得 方便， 
即当过渡到 n 元函数时仍保持 不变： 对于集％的每一个点: r , 有且仅有集; V 的一个严格确定的点 
和它对应的任何一个规则，称为在集％ 上 定义，且在 （数） 集 V 内 取值的 函数. 函数的定义域 A " 

可以是直线上的一个区间，或者是 n 维空间中的一个区域——我们分别把这些函数称为一元实 
变函数或 n 元实变函数. 
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u 是诸函数 ifin n 的函数[参阅51] 22 ). 

这种依 函数仍 ，…，％以及函数/来确定复合函数的过程（如同在最简单的一 
元函数的情形一样）称 为叠置 . ’ 

多元函数的类别首先需要直接处理的是很少的.经常，它总是借着叠置一元初 
等函数 [48,50] 及下列二元 函数： 

之二 ： r 士队 z 二 xy 、 z = -, z = x v 

y 

(即四则运算及所谓幂指函数）所组成. 

由自变量以^，…，: r n 及常量出发，重复使用四则运算，首先导出整多项式（有 
理整函数)： 


P{^X\ , , X 2 ，.‘ •，工几 ） = 

以 1 ， 

及二整多项式的商 （有理分式函 数): 



Q{^X\ , X2 ， X n ) — 



借助于一元初等函数更可导出其他的函数， 例如: 



( p ( x : y , z , t ) = sin xy + sin yz -h sin d + sin tx 等等. 


46 内所作关于一元函数的解析表示法的那个附注在此处也可以重述一次. 

165. 多元函数的极限 假定函数/(々,••♦，〜）是在具有聚点 M 0 ( a l 5 a 2 ,--., 
Cln ) 的某一点集内定义的. 

仿照一元函数的极限的定义，常说函数 /( Xl ，…，〜）当变量々‘依次各 
趋于 ai ,-- - , a n 时以数 4 为极限，如果对于任一数 c > 0 能找出这种 5 > 0 ,只要 



就能使 

1/(^1 5 * * ' ， $n) _ 义 | < 

:我们知道，记号 [ 表示着同一类型的项的和.在此处我们有加数依赖于几个标号的更复杂的 

情形 • 


22 词组“函数的函数”作为说法“复合 函数” 的同义词完全可以推广到日常的数学语言，然而 
这个词组毕竟是模棱两可的 ▲ 事实上叠置的定义域与函数列，…，的定义域重合，即是变量值 
b ■■ - tm 的某个集合.与说法％的函数”相似的说法“函数的 函数” 导致这样的 意义: 研究定义在 
一些函数的集合上定义的函数.实际上是在泛函分析和变分法中研究这样的 对象， 它被称为泛函. 
特别地.上述说明了为什么术语“函数的函数”在现今的教科书中仅仅是提到，实际上并不使用. 
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在这时，假定点 （ U ，… ，〜） 是取自州而且异于 （ a ! ，… ， a n ). 因此:对于集 X 
中位于点 M 。 的充分小邻域 

(ai — 5, ci[ +(?;•.• \a n — 8. a n + (5) 

之内但除去这点本身（若它属于人|)的一切点，这个关于函数/的不等式应当成立. 

函数的极限记成： 

A = lim /(. xi , - - - ,. x n ). (6) 

X i - >Cii 
^ ?7. ’ (Ln 

把点 ( x ir - , x n ) TA ( a u …， a n ) 记成 M 及 M ), 则刚才引入的定义可以用几 

何的言语重述成：数4称为函数 ,/( M ) 当点 il // 趋于 Mo 时（或在点 Mo 处）的极 
限，如果对于任一数 £ > 0 有这种数 r > 0存在，只要距离 M 0 M < r 就能使 

l/(M) -A| <£. 

和上面 一样， 须假定 M 取自但异于 714. 这样，对于集以中位于 Mq 的充 
分小的球形邻域内但除去这点本身的一切点，这个关于函数/的不等式应当成立. 

函数的极限的记法，也可使适应于这定义： 

A = lim /( M ). (6*) 

M — > JVIq 

由 [162] 关于两种类型的邻域的讨论可以立刻明白，上述两种定义有着同等效力. 

仿此可建立函数的无穷极限的概念.在 A = + oc 或- oo 的场合，不等式 

1/(^1, …，工 n ) — A \ < 8 


只要各换成不等式 


或 



就是了，式中的五是预先任意取定的正数. 

末了将讲到当自变量 A 中的某几个趋于无穷极限的情形 • 

可以 把域州 的聚点 M 0 ( a 1: --. , a n ) 的概念拓广至这点的一切坐标（或其中的 


几个）是无穷的场合 

例如， 若在域中能找出一切坐标都可任意大 （正） 的点，则点 (+ oo , 


_ 蠡 ■ 


， +°°) 


就成为 M 的聚点. 


①在这场合，点 M G 称为非正常点. 
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在这一假定下就说，函数 /(❽ ，…， ；） 对于一切变量2^ X 2,… ， X n 都趋于+00 

以数乂为极限，如果对于任 一 数 8 > 0 有这种数 △ > 0存在，只要 

/ 


就能使 

它记成: 


: r；L > △ ， : z：2 > r n > △ 


f ( x 1) x 2 r - ，$ n ) ~ A \ < £. 

A = lim f(x u … ,x n ). 

X I —— >+oc 


工 n —^ + CO 

特别 情形， 回到在 [160] 末讲过的变量: r m ， n 常说， 这变量当序号 m 及 n 都无 

限增大时以乂为极限，如果对于任一 £ > 0 能找出这种序号 7 V ， 使当 m > N 、 n > N 

时有 

^ m,n _ ^4 < 巳 

这记成： 

4 = lim Xra n 或简单地 v 4 = lim x m 

m —+ CO ’ / 

n—> + oo 

容易理解，当 4 = + OC 或 - oo 时应该怎样处理. 

I 66 •变成整序变量的情形考察 n 维空间中的点列 


{ M k {x 


㈨ 


，… 4))} 



1,2, 


若当 



+ 0 O 时距离 


MoMk — 0, 


⑺ 


我们就说，这点列收敛于极限点 Mo ( ai ，…， a n ). 


代替条件（ 7 )，也可以要求点仏的坐标各别地趋于点 Mq 的对应的坐标.即要 



⑷ 、 ai, * • • , xP) — 


⑻ 

严格些说，由 [161] 内所证关于两种类型的邻域的论点就可推得这两种定义是 

相当的.实际上，条件（ 7 )表示着，不论数 r > 0怎样，点 A 4 在& 充分大时须满足 
不等式 


M 0 M k < r , 

即落在中心在点 Afo 而半径为 r •的（开）球内；而条件 （8) 则要求，不论数5 > 0怎 


样，所说的点 


仍在& 为充分大时 


须满足不等式 



㈨ 


d \ < & " • 



⑻ 


a 


<4 
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即包含在以 Mq 为中心的（开）长方体 

(^1 — S 7 ai + * ■ ■ ; + 6) 内‘ 

今设点 Mo ( ai ，- ■- , a n ) 是 n 维空间内某一 ‘集 A 4 的聚点.则从人1内常司以选 
出异于 Mo 的 点列： { M k }, 它们收敛于极限点 Mo . 

为着证明，我们给定正整序变量 r fc — 0. 依聚点的定义 [163], 在点 M q 的每一 
个半径为 U 的球形邻域内必能找出集的（异于娜的）点 M k .{ M k ) 显然就是 
所求的点列. 

今可以写 出使极限等式 ⑹ [或 (6*)] 存在的必要且充分的条件 如下： 若在； U 内 
选出异于 Mo 而收敛于71// 0 的点列 { M / J ， 则由对应的函数值所组成的数列 { f ( M k )} 
恒收敛于 A . 

必要性设 （6*) 成立，且依给定的 e > 0已找出对应于它的 r >0,使符合于前 
一目的定义.若点列 {71/4} 收敛于 Mq ,则当 A ; 充分大时，将有 


M 0 M k < r , 

而这就导致不等式 

这就证明了 /(714) — A 

充分性 今假定上述的条件已满足.要证明有符合于前一目的定义的等式 （6*) 
存在，可先假设其反面.那时，对于某一数^ > 0将不存在对应的 r ， 即不论取怎样的 
数 r > 0,在内恒能找出这种（异于 Mo ) 的点 M 7 , 使同时有 

MoM 7 <r 但 |./( M / )- A |> e . 

取正的整序变量 — 0,依次取数 r / e 作为 r ; 则对每一 必能找出对应的（异 

于 Mq 的）点 i \4 ，使 


但 \ f ( A 4 k )- A \^6. 

这样构成的点列 { A 4} 收敛于 Mq ， 而同时数列 { f ( M k )} 却不以4为极限，违反了 
条件.这矛盾就证明了我们的命题. 

读者该已明了，上述条件给出了函数的极限定义的（用“序列的语言”的）另一 
形式. 
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这样，即使对于多元函数，也能把函数的极限的问题变成整序变量的极限问题, 
参阅 [53]. 这结果容易拓广到当数，… ， a n 或其中几个是无穷的情形. 

已证明的事实使我们可以把第一章极限论内的一切基本概念及所有导出的命题 
拓广到新型的极限上去——正好像在55内对于一元函数所曾作过的那样. 

167. 例题 1) 首先利用积的极限的定理，容易证明 

lim Cx ^ 1 ■ * ■ x 1 ^ 1 = C ^ 1 … 


式中的 , a n 是任意的实数，而 h 

表示有理整函数 [164] 



n 


是非负整数.由此，若用 P ( xi , 


♦ 蠡 ■ 



依和的极限定理，也就得出 



仿此,对于有理分式函数 [164] 

依商的极限的定理，有 




当然，要附一条件，只有分母在点 ( a ir .- , a n ) 处不为0时才能成立. 

2) 考察当: r > 0及任意 y 时的幂指函数若 a > 0而6是任一实数，就有 


limx^ = a b . 



实际上，若取任意的整序变量 : r n —> a 及 — 6,则[比较78 





b^lna 



而这——用“序列的语言”——就证实了所要求的结果. 

3) 设已知整序 变量&及％ 依次有极限 a 及 6, 今要讨论由它们所组成的式子 


工 n 土 y 


n) 


工 n • Vn) 



Vn 


或 
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的极限问题.对于约定由记号: 


0 O 


oo, 0 • 00, 


0 oc 


5, 


oo 


，1 


5 


o°, 


OO 


0 


表示的所谓不定式的情形，我们知道[31、78]，极限可以全然不存在，即使存在的话， 
则一一对于同样的 a 及卜一极限值仍可视整序变量〜及变动时的特别规律 

而有不同的数值. 

若回想起二元函数的用“序列的语言”的极限定 义:则 可知上述各型的“不定性” 
是与下列极限： 


lim 

: C —+OG 

y —+oo 



V 


lim x 

o 

士 OO 


y ， 



lim lim x y , 

x—>±oo y x —^1 

y — ^+oo y — ^ • 士⑺ 


lima;' lim x v ， 

x — ^0 x —+ oo 

0 y—0 


不存在的事实关联着的 

4) 讨论极限： 


lim 




(这函数是定义于全平面内，仅点工 




ox^ + y 2 
o 

0除外). 


若取二部分点列 


Mfcl p ^)} R { M Kh )} 


它们显然都收敛于点 (0,0), 则对于一切的 A ; 都有 



由此已可推得，上述极限并不存在. 
仿此可证极限 


也不存在. 

5) 反之，极限 


存在着.这由不等式 


就立刻推得. 

完全同样地可证 


lim 


x 


V 


ox 2 + y 2 



, x y 

x->ox z -f y 

o 


0 


x y 


x 2 ^ y2 





lim 


X 


工 +y 

+ y 2 


OX 


2 



>0 



^ 308 - 第五索多元函数 [168] 

168 -累次极限上面所考察的函数 /(; x ‘ i ，； r 2, …， 4) 的极限，是当函数的一切 
变元同时趋于各自的极限时所得出的，除此以外，尚需论及另一种极限，它是由诸变 
元依某种次序相继地各别趋于极限而得出的.前者称为 n 重极限(在 n = 2,3，...时 
称为二重极限、三重极限，等等).后者称为累次极限. 

为简单起见：以讨论二元函数 f ( x , y ) 为限.假设变量: c，y 的变动区域； W 是这 

样： x 司以（与 y 无关地）取集 i 内的任一数值，％以不属于它的点 a 作为聚点，同 

样， y 可以（与 Z 无关地）在集; V 内变动着，; V 以不属于它的点6作为聚点.这样区 
域人1可以记成^ x 例如 ' 

( a , a + H \ b,b + K ) = ( a , a + H ) x ( b , b + K ). 

若对; V 内的任一固定的％函数 ./‘(; r ， w ) (它将只是的函数）在 x — a 时有极限存 
在，则这极限，一般地说，将与预先固定的值 有关： 



然后可以讨论函数 ip { y ) 在 y — b 时的极限： 

lim = lim lim f(x,y), 

y—^o y 一 b x—^a 

这就是两个累次极限之一.若趋于极限的过程由相反的次序进行，就得出另一累次 
极限： 

lim lim f(x. y). 

X ― >Q. y — 

不要以为这些累次极限必定是相等的.例如，若在域人1(0, + OC ; 0, + oo ) 内令 

1) f(^, y) = X ~ v + y2 ，并取 a = b = o, 则得： 

工 + y 

(f(y) = lim f(x.y) = y - 1， limip(y) = lim lim f(x,y) = -1， 

^^^0 y ― >0 y — >0 x ― ^0 

但同时却有 

= lim / (x, y) = x + 1, \im7p(x) — lim lim f(x, y) — L 

y — ^ 0 x — > 0 x — >0 y — > 0 

还可以碰到累次极限之一存在着，而另一个却不存在的情形.例如，对于 函数： 

2 ) fhy) = 

3) f(x,y) = X - sin- 

y 

都是累次极限 lim lim/ 存在，而累次极限 lim lim / 不存在（在后一例内甚至单重极限 lim f 已 

y —^0 x^O x—^O y —>0 y —^0 

不存在 ). 
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这些简单的例子说明，在 交换关于两不同变量的极限过程时 应该多么谨慎小心: 
错误的推断就是常常发生于这种不合法的互换.同时，分析上的许多重要问题却正 
好与极限过程的互换有关，但是自然，每一次互换的合法性是应当特为证明的. 

下面的定理打开了建立这种手续的一条路，它同时又建立了二重极限与累次极 
限之间的关系. 

定理若 1) (有限或无穷）二重极限 

乂二 lim /( x , y ) 

y — 6 

存在， 2 )对少内的任 一？/ 有依; T 的（有限的）单重极限 

^( y ) = f ( x ， y ) 

x^a 


存在，则累次极限 

lim ip ( y ) = lim lim f ( x , y ) 

y — > b y — — b 工 ^ ci 

必存在，且就等于二重极限. 

当 A ， a 及6为有限数时来证明这定理.根据165的定义，依给定的£ > 0,必能 
找出那种6 > 0,只有 | a :- a | < 6及 | y -6| < 且这时 x 取自 A 而 y 取自； V )，就能 

使 

/( x . y ) - ^| < £. (9) 

现在固定％使满足不等式 \ y - b \ <5,而后在不等式 （9) 内使 x — a 以求极限.因 
为根据2)，此时 f 〔 x ， y ) 趋于极限 魏 故得 

^( y ) - 义| < 二 

回忆此处的 y 是 V 内的任意数，仅受条件 \ y - b \<5 的限制，就得结论 

A = lim ip ( y ) = lim lim f ( x , y ) ) 

y — b y—bx — >a 


此即所要证的. 

若与条件 1) 及 2) 同时又有：对 A 内的任一 x 有依^的（有限的）单重极限 




lim f ( x , y ) 



存在，则由刚才所证明的，但将 a ： 与 y 互相调换，即可推得另一累次极限 


lim ^( x ) — lim lim f ( x , y ) 

b 


也 存在. 而且也等于那同一数丄 在这情形二累次极限相等 
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由已证明的定理立刻就知道：在例题 1) 及 2) 内二重极限并不存在（何故？） . 但 
这事实也容易直接证明. 

反之，在例题 3) 内，二重极限却存 在着： 由不等式 

. 1 ^ 
x ■ sim - ( x 

y 

通 

看出它等于 0. 这例题指出，由定理的条件 1) 并不能导出条件 2). 

然而，不要以为二重极限的存在是二累次极限相等的必要 条件： 在前一段的例 
题 4) 内，虽然没有二重极限、但累次极限却都存在而且都等于 0. 


§2. 连续函数 


169. 多元函数的连续性及间断 设函数/(〜，.••，〜）定义于 n 维空间的某一 
点集 * M ， 又设 MW .' x 、) 是这集的聚点并且属于这集. 

若等式 




成立，就说函数/(々，••■ , x n ) 在点 M ’( x , x f n ) 处是连续的；否则，就说函数在点 
M 1 处有间断. 

函数在点 At 处的连续性可用的语言”表示如下 [165]; 对任一给定的 £> 0 ) 

应能找出这样的5 > 0,只要 

■ 


x \ - x [ | < 5,…， lx 。 - x r n \ < S , (2) 

就能使 

< e ; (3) 

或另一种说法： 对 e > 0应能找出这样的 r > 0,只要距离 


就能使 


MM f < r . 


在这时点 ,. T n ) 假定是属于集以的，特别地还可以重合于 AT . 正因 
为函数在点 M / 处的极限恰等于在这点处的函数值，所以通常 M 必须异于 M / 的要 
求在此处就不需要了. 

把差 A - x [，… ， x n - x’ n 看成自变量的增量 Ax [ , Ax f n 而把差 

/(A ， … ， X n ) - f(x[, ■■- ,X n ) 



[ 169 ] 


§2. 连续函数 


. 311 - 


看成是函数的增量，就可以（像在一元函数的情形那样） 说：若诸自变量的增量是无 

穷小时，对应的函数的增量也是无穷小，则函数是连续的. 

上面所确定的函数在点处的连续性可以说是对变量&，… ， o ; n 全体的连续 
性.若它成立，那么同时就有 



/(心乂 …= /Ori ， x’ 2 , … 



f ( x 1 , x 2 , x / s , 


■ • 4 


乂) 




1，$2, 



等等，因为此处我们只是按照一些特殊规律将趋于换言之，这函数对每一 
变量对每一对变量 Xi . Xj 等等也都是连续的. 

我们已经遇见过连续函数的例题.如，在166, 1) 内已证明 n 元有理整函数及有 
理分式函数在 n 维空间的一切点处的连续性（对于分式函数要除去使分母等于0的 
那些点).又在该目的 2) 内： 已证明了幂指函数 W 在右半平面的一切点 Or > 0) 处 
的连续性. 


若再考察由分式 


f(x,y) 


xy 



+ y 2 




V 2 > 0 ) 


在除去原点以外的全平面内所确定的函数，且再令/(0,0) = 0,就得间断的例子.这间断就在原 
点，因为 [167,4)] 当 ‘T Oj -> 0时函数的极限并不存在. 

在此处我们碰到一种有趣的情况.所考察的函数 f ( x ， y ) 虽然同时对二变量而论，在点 （0,0) 
处是不连续的，但若分别地当作 a ; 或 y 的函数而考察它，则由于 f ( x ，0) = f (0, y )=0, 它在这点 
处仍是连续的.可是这也并不值得惊异，只要注意到，当说及个别地关于 x 或 y 的连续性时，我 
们就只考虑沿着: r 轴或 y 轴趋于点 (0,0), 而不考虑无限多种其他趋于 (0,0) 的规律了. 

若函数 f [ M ) 当 M 趋于时根本没有确定的有限极限 


lim f ( M ) 

存在，则说在点处函数有间断，甚至当函数在点处没有定义时也这样说[参阅在66内的 
附注 

函数的间断点不仅可以是孤立点，像前面例题内所举出的，而且也可以充满于一线、一面等 
等.如二元函数 

x 2 + y 2 1 

x 2 — y 2 ' x 2 ~\~ y 2 — 1 

都有间断：前者是沿着直线 y = 土 1 而后者是沿着圆周 x 2 + y 2 = L 对于三元函数 

x + y + z 1 

xy — z ， x 2 + y 2 — z 2 

而论，前者的间断点充满于双曲抛物面 Z = X2/ 上，而后者的间断点则充满于锥面/ = X 2 + y 2 
上. 
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170. 连续函数的运算很容易叙述并证明关于二连续函数的和、差、积、商的 
连续性的定理[参阅 67]; 这留给读者去做. 

我们只讨论关于连续函数叠置的定理.如同在 [164] 那样，我们假定，除去在 n 
维点 M(n … ，；）所成的集>(内已经给定的函数 u = f = f ( x ir ^ , x n ) 以外，我 
们再在 m 维点 P ( ti , - - - Am ) 所成的某一集 P 内给出 n 个函数 

= Wl (f 1，•…， tm ) ， • ’ • ， = ^Pn (力 1 ， ■ ‘ . ， t . m ) ， (4) 

而且假设坐标为⑷的点 M 不越出集 M 的范围之外. 

定理若一切函数 ( pi ( P)(i = 1，…， n ) 在 P 内的 一 点尸/⑷ ，…，0 处都是连 
续的，而函数/ ( M ) 在坐标为 

工 1 = (’ 1 ， •… 5 1 .m ) ， • • • ，~ Wn(’i ，广爪） 

的对应点 ivrixt … ' x ;) 处也是连续的，则复合函数 

u = fWlih ， … ， tra) ， … ， (fniht m )) = /( 外 (P) ， ‘ . • ， ip n (P)) 

在点 P / 处也是连续的. 

实际上，首先对 e > 0确定那样的数6 > 0,使由 （2) 即可推得⑶(由于函数/的 
连续 性). 然后再对数 (5( 由于函数 wnn 的连续性）找出这样的数7? > 0,使当 

1,1 - 片| < ”，…， | t m - < ry (5) 

时成立不等式 

x i ~ x i \ = 1 外 ( 尤 1 ， … ,t m ) - 仍⑷ ，…， 0| < • 

X n ~ ^n\ — IWnGl， •••，、）— f n (t[ ，…， ^/i)l < 

于是当 （5) 成立时就也有 

f( X l ， … ，工 n) — /( 工 i ， … .又 
— ，… ， t m ) ，… .(fnith ，…, t m )) 

— /(外⑷，… ， o , …展«，…，0)1 < 6 

这就证明了我们的命题. 

171. 在域内连续的函数 • 布尔查诺 f 柯西定理若函数/(町，…，定义于 

n 维空间的某一点集且在的每一点都是连续的，我们就说，函数/在 
中是连续的•以后我们的讨论经常总是限于集； M 是开域或闭域 [163] 的情形，好像 
以前我们只在区间内考察一元连续函数那样. 


[171] 
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今转而研究在 n 维空间的某一域中为连续的多元函数的性质.它们完全类似于 
在区间内为连续的一元函数的性质（第二章 §5). 

为了简明起见，我们只限于叙述二自变量的情形.这可以毫无困难地立刻推广 
至一般情形.但是我们仍要随时指出在推广时若干应注意之点. 

现在叙述一定理，它与一元函数的布尔查诺-柯西第一定理 [39] 类似. 

定理 设函数 f { x ， y ) 在某一连通域 D 中有定义而且连续.若在这域中二点 
M 0 (> 0 , y 0 ) 及的函数值异号： 


f ( x 0 , yo ) < 0, f { x 1 , y 1 ) > 0, 


那么在这域中就能找出一点在该处函数等于0: fix 1 ,!/) 


证明 我们把它变成一元函数的情形来完成定理的证明. 


0 . 


由于域 D 的连通性，点 M 0 与可用全部在 D 中的连续曲线（就是用折线) 
连接起来（图 97). 如果依次选取折线的顶点，则我们得到两种可能，或者在某个顶 
点处函数化为0——这就证明了定理 : 或者不是这样.在后一种情形,我们可以找到 
这样一段折线，函数在它的两个端点取异号的值.改变点的记号，就认为 M 。 和7^ 
恰恰是这段折线的两个端点.这段折线的方程为如下形状 [161]: 


X = Xo + t{xi - x 0 ), y = yo + t{yi - yo) (0 ^ i < 1). 

如果点 M(x ， y) 沿着这段折线移动，则我们原来的函数 f(x ， y) 就变成一个变量 t 的 
复合函数： 


= /(^o + t ( x 1 — x 0 ), y 0 + t(yi - y Q )) (0 ^ t < 1), 

它显然是连续函数（根据前一段的定理）这是因为函 
数 f ( x ， y ) 及线性函数 x = x 0 + ^(xi - t 0 ),y ~ yo + 

t ( y x - y 0 ) 都是连续的.而对于函数 F ⑷我 们有： 

F (0) = f ( x 0) y 0 ) < 0, F ( l ) = /( xi , yi ) > 0; 

将 80 中证明的定理应用于一元函数 F ( t \ 我们得出， 

0与1之间必有某一数值 f 使 F ^) = 0. 回忆函数 
F ( t ) 的定义，于是我 if 门就有 

f (^o + t\xi — xo)^yo + {yi — y 。)） = (L 

点 M ' W ) [其中 o / = X 。 J rt / ( x 1 - xo )， y ’ = y 0 + t , ( y 1 ~ yo )] 也就是所要求 的点. 

由此如同 82 —样，得出布尔查诺-柯西第二定理,但它也可以立刻证明的. 
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读者可以看出，要推广到 n(n > 2) 维空间并无任何困难，因为 n 维空间的连通 
域中的两点也可以用“连续曲线”连接，沿着这曲线，函数就只依赖于一个参变量， 
余类推. 

172. 布尔查诺-魏尔斯特拉斯引理 为着以后叙述上的需要，我们必须把布 
尔查诺-魏尔斯特拉斯引理 [41] 推广到任意维空间的点 列去； 像通常那样，我们限 
于讨论“平面的”情形. 

引理 3由任一有界点列 

Mi(xi,yi),M 2 (x 2 ,y2)^ ■- ,M n (x n ,y n ) ，… 

中恒能选出收敛于极限点的部分点列 


Mn 



ni 


， y ni ) ， Mn 2 (x 


n 2 


Un 



n k 


X 


n k 


Un 


(ni < n 2 < ■- < nt < — +oo). 


第一个证明 我们仿照在•‘线性的”情形 [41] 中曾用过的办法来进行， 

由于所给的点列是有界的，就能找出把它完全包含在内的（有限）矩形 [a，6; c〆 
同时平分: r 的区间与 y 的区间 [ c , d ] : 


「 a + 61 


[a + 6 1 


■ C 十 W 


rc+d 1 

a. - 

J 2 

4 

) 

1 2 A 

及 

a - 

^ 2 

5 

[ 2 


把任一第一类半区间与任一第二类半区间相配合，就得到四个 矩形: 


⑴ 



(H) 




它们是由基本矩形分解而成 
的（图 98). 

至少在这四部分之一内要含有所 
给点列的无穷多个点，因为不然的话， 
夺 全矩形 [ a , b ; c , d \ 内就将只含有有 

限个点，而这是不可能的.设 
ci. a 7 ：] 就是⑴、(II)、（III)、(IV)之中 

含有所给点列的无穷多个点的那一个 
矩彤（若这种矩形有几个，就取其中之 



图98 
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把这矩形再分解成四个更小的矩形，并在其中取出含有所给点列的无穷多个点 
的那一个；用 [ d 2： ^2 5 ^2, ^ 2 ] 表它. 

我们想象着把这种逐步分解矩形的手续无限地继续 下去. 在第&次分解时选取 
矩形 [ a k : b k ; c k ) d k ] 的条件 仍是： 在它之内含有无穷多个点 M n .在 A : — + oc 时，这 

矩形的度量 


b — a 

bk — ak = ， 


d , 一 c 

4 — Cfc 二 


趋于 0. 

现在把内含区间的引理 [ 38 ] 分别应用于 x 的区间的序列{[仰，心]}及 y 的区间 
的序列 {[ c ,,4]}. 由是推得区间的两端叫及心，以及 a 及4,趋于公共的极限： 

lima/e = lim bk — x 及 limc ^； = lim dk ~ ⑹ 


可以说，矩形的序列 {\ a k , b k ] c k ^ d k }} “凝聚 


/ / 



Mix 


现在，取落在矩形 [ a ^ bucuch } 内的点列中的任一点作为 M ni ,再依次地选出 




n 2 


， 


3 


般，我们照这样做法选取点列中序号在以前选出者的后面， 


而同时又含在第 / C 个矩形 [ a k , b k \ c k , d k ] 之内的任一点作为 M nk ( x nk , y nk ). 这是办得 

到的，因为其中的每一矩形都含有无穷多个点 M n . 

因为 


< Xfik ' < bk 及 C }^ ^ Urik ^ 5 


故由于⑹，有 

lim x nk = x , lim y Uk ^ V , ' 

/c-^ + DC fc—^4-00 

于是所选出的部分点列 { M nk } 就收敛于极限点 M ( x , y )[166]. 

第二个证明 然而，改用41内已证明的关于线性序列的定理来处理还可以更 

为简单.若所给序列中的点包含在有限矩形内，贝 IJ 


d ^ < 石 ， c ^ ^ d (71 — 1 ， 2 ， . 

首先把 41 的定理应用于序列 { X n }, 选出收敛于某一极限5的部分序列 { Xn k }. 
这样，对于部分点列 

(1 几 1 ， Vn 1. ) 5 (工 n2 ， Vn<i )) • . • ，(工 n。 ， ■ . * 

来说，它的第一坐标已有极限.再把上述定理应用于第二坐标的序列 { Vn k }, 并选出 
趋于某一极限 S 的部分序列 { y nk J ^ 那么，部分点列 

(工 ， Vn kl )•, ( x n k2 5 Vn k2 ) ， ••• ， (^n fcm ^ 2/n fcm h … ■ 
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显然将趋于极限点 ( x , y ). 

在这里须注意到，两种论证都容易推广到 n(n > 2) 维空间.例如，在第一个证 
明中，仅所给的长方域分解成部分长方域的数目有变动，如果每一确定它的区间都 
被二等分的话；在 一 般情形 ， 这种区间有 n 个，而分成的部分域总共有 2 n 个. 

173. 魏尔斯特拉斯定理 用已证明的定理首先可以证明二元函数的魏尔斯特 
拉斯第一定理： 

定理 若函数 f(x,y) 是在有界闭域： D ①中定义着而且连续的，则它必是有界 
的，即它的一切数值都包含在二个有限界限数值之间： 

r 

m < Kx.y) < M. 

证明 （用反证法）与 84 的推理完全类似.设函数 /( Ay ) 当在 P 中变动 
时是无界的.那么，对于任何 7 Z ，在 D 中就能找出这样的点 M n (x n ， y n )， 使 

f(x n) y n )\ > n. ( 7 ) 

由172的定理，在有界的点列 { M n } 内就可以选出收敛于极限点 M(x,y) 的部分点 
列 { M n J . 

注意，这点 M 必须属于域 IX 否则，所有的点 M n , 就必都与 M 不同，而点 M 
实际上就将成为不属于域 P 的聚点，但由于 D 是闭域，这是不可能的[参阅 163]. 

因为函数的点 M 是连续的，故应有 


f 〔 M n . k )= f(x nk ， y nk ) — f[M ) 二 f(x.y), 


而这是与⑺矛盾的. 

魏尔斯特拉斯第二定理的叙述及证明（引用前一定理）完全同85里的一样. 

须注意到——在论证上没有变动^魏尔斯特拉斯的两定理都能适用于当函 
数在任一有界闭集>1内为连续的情形 (虽然 M 并不一定是域 

像在一元函数的情形那样,对于集 X 内有定义而且有界的函数 f ( x , y ), 函数值 
在 人1 内的上确界与下确界之差称为它在这集内的振幅.若 X 是有界闭集（特别情 
形 、若 是有界闭域)，并且函数/在其内是连续的，则振幅就是它的最大值与最小 
值之差. 

174. 一致连续性 我们知道，函数/化）在其定义集 X 内一定点 ( xo ^ jo ) 处的 
连续 性可用的语言”表达为：对任一 5 > 0,应能找出这样的6 > 0,对于 X 内 
的 任一点 ( x ' y )' 仅需 

|.x - x 0 | < \y - y 0 | < S, 


® 这里 D 也可以是非连通域. 
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就能使不等式 

f(ty) — /( 工 o，yo)| < e 

成立. 

今设函数 f ( x y y ) 在整个集以内是连 续的； 就发生这样一个问题，能否对所给 
的 e > 0找出同时适用于 X 内一切点 （ xq ， 如）的（合于上述意义的 )5 > 0. 若这是 
可能的（对任何 £) ,便说，函数在 M 内 为一致 连续. 

康托定理 若函数 f ( x ， y ) 在有界闭域: D 中为连续，则它在: D 中也是必为一致 
连续的. 

证明 （用反证法）假设对某一数 c > 0,不存在同时适用于区域: D 中一切点 

(工0，加）的6 > 0. 

试取趋于0的正数序列 

> S 2 > ■ ■ • > S n > ■ ■ • > 0 , 5 n 0 . 

因为诸心中没有一个能（在上述意义下）同时适用于区域 D 中的一切点（邱，洲)，故 
对于每一心，必能在 D 中找出心对于它不能适用的一个具体的点 （ x n ， y n ). 这就是 
说，在 D 中有点存在，它使得 

—工 n < 〜.， Vn — Vn 〈 

而 

\f(^Vn) - / (工 n -Vn)\ > (8) 

依据布尔查诺-魏尔斯特拉斯定理,从有界点列 {( x n , y n )} 中将能选出部分点 

列{(〜，‘)}，使 S A 并且极限点 ( x , y ) 必属于 X )( 由于它是闭集). 

其次，因为 

~~ ^ ^rik 5 \Vnk ~ V^k ^ ^ 

且当&渐增时，有 n A , — +00及心， — 0,故有 

x ， n k ~ x n k 0, - y nk 0, 

因此又有 

x ， n k Vn k V- 

由于函数 f ( x ， y ) 在属于 刀的点 ㈣ ) 处的连续性，我们应该既有 

/ i x n k 5 Vn k ) ~^ /( 无，沒)， 


又有 


/ / Vn ^ ) ~ > /( 工，.2/)， 
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由此即有 

" fWn k ,yn k 、- /(K ) — 0 ， 

这显出与不等式 （8) 相矛盾.定理即得证明. 

为了要叙述由此推得的推论，我们需要点集的直径的 概念: 这就是集内任意二点 
间的距离的上确界. 

推论 若函数 f ( x , y ) 在有界闭域: D 中为连续，则对给定的 e > 0将能找出这样 
的6 > 0,不论把这区域分割成怎么样的许多直径小于6的部分闭域①巧，… ， D n 时， 
幽数在每—部分域内的振幅都必小于 

只要取在一致连续的定义内所说及的那种数作为6就够了.若部分区域 A •的 
直径小于 J ， 则它的任意二点 （ x , y ) 与 (. x 0 , y 0 ) 之间的距离必小于 

S : \ J{x - x 0 ) 2 + (" - yo ) 2 < 6. 

由此当然有 \x x - 0 | < 6及 — 如| < (5,于是 \ f ( x , y ) - f ( x 0 , yo )\ < 若如此地选取 

二点，使 f ( x ， y ) 及 f ( xo . yo ) 分别是函数在 A 中的最大值及最小值，便得到所需要 
的命题. 

容易看到，已证明的命题可以毫无更动地（如同魏尔斯特拉斯定理那样）移用于 

在任何有界闭集 yw 内为连续的函数. 

175. 博雷尔引理在 88内已证明的有用的命题可以推广至多维空间的情形. 
设平面上有若干开域 ex 所成的系 E ; 若集* M 内的每一点至少被其中一个 a 所 
包含着，则说系 S 覆盖集 

博雷尔引理 若平面上点的有界闭集能被开域 a 的无穷系 S =忙}所覆 

盖，则恒能从它里面选出有限子系 

S * = {( 71 ,( 72 , ,〜}， 


它也能覆盖全部集 yw . 

证明 （用反证法）我们假 设集以 不能用 S 内的有限个 a 来 覆盖. 

由于集是有界的，它必包含在某一矩形 [ a ，6; c ,4 内.如在证明布尔查诺-魏 
尔斯特拉斯定理 [172] 时一样，平分 [ a ,6] 及 [ c ， d ] 的每一个区间，我们把这矩形分解 
成四个矩形.同时，集也分解成几个部分，各包含在这些部分矩形内;的部分 
的数目可能少于四，倘使在某一个小矩形内完全不含有集 W 的点.但是至少这些部 
分之一（就说是 M !) 仍不能用有限个 a 来覆盖（因为，否则，全部集 W 将违反假定 
而可被有限个 r 所覆盖了).把含有集的那一个部分矩形记成 [ a ^ cud ,]. 


①这些部分区域仅可能有公共界点. 
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把这矩形再分解成四个矩形.至少其中之一——把它记成 [ a 2 . b 2 ； c ^ d 2 } ——含 
有集 7 W 内不能用有限个 a 来覆盖的那一部分 M 2 . 

无限地继续进行这种分解，在第 / c 次时，我们得出矩形 [ ak , bk \ Ck . dk ], 它含有集 
M 内不能用有限个 a 来覆盖的一部分 M k , 

如在172里那样，我们由此可以肯定矩形 { a k , b k ; c ky d k } “凝聚”于点(屯仍，于 

是 

limajt = lim = . x , limc/e = lim = y . 

点 M ( x ^ j ) 必属于集人 1 实际上，不论取点 M 的怎样的邻域 ( x -5 ,x + 6; y - 
S ^ y - hS ) 只要 / c 足够大，终有 

■ 

x ~ 6 〈〈 bk 〈 x + 5, y — S <c df t] <c i/ H- 

于是集以的一部分由于它的选法，必定含有以的无穷多个点）就落在上述邻 
域之内.因此，点 M 是集州的聚点，由于人1是闭集， M 就应该属于 

在这种情形下点 M 必包含在诸 a 之一内、就说包含在叩内. 

因为 M 是开域,所以在它里面也能含有这点的某一邻域 

( x - S . x ^ Syy - S.y + S ). 

于是立刻可知 ， 当 A : 足够大时，矩形[私，心; C 7, , d k } 以及包含在它里面 的集人 U , 将全部 
落在这邻域内.这样，集人4就能用一个仰来完全覆盖它，然而我们当初选取集^4时 
却是因为它不能用任何有限个 a 来覆盖的.得到了矛盾，就证明了这引理. 

读者将在下目及本教程的其他章节内遇见博雷尔定理的应用，在那些应用内，集 
M 通常都是闭域.但有时也须把它应用于其他的闭集，例如应用于连续曲线. 

176. 基本定理的新证明 

1°魏尔斯特拉斯第一定理函数 f ( x ， y ) 假定是在有界闭域 D 中为连续.因 
此，这域中每一点 (X’ ， y’) 必有一'个这样的邻域使在它的范围内有（若用 e 表示 
预先取定的数） 

1/0,以) - f [ x 、 y f ) \ < e 

或 

y')-e < f ( x , y ) < f ( x \ y ) + £. 

这样，在 V 内函数自然是有界的. 

应用博雷尔引理于这些邻域的系 S = K }, 可以从 S 内选出有限个邻域 ax , a 2; 
… 、 o n 它们联合覆盖全部区域 X >. 若在 CTi 内 

m ( f(x,y) < Mi (i = 1,2, •■- , n ), 
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■ 


则取诸中的最小者作为 m ， 诸中的最大者作为 M , 在 D 内就有 


m ^ /(•!; ， y ) 彡紙 


这便是所要证明的. 


2°康托定理给定任意数 £ > 0, 每一点 ( x ’ H 必有一个这样的邻域 


a 





x 




占 W + 


使得对于 D 中任一属于它的点 ( x . y ) 有 






s 

< 2 


若 yo ) 是类似于此的另一^点，则又有 


/ W ) - f ( x 0) yo 


£ 

< - 
2, 


最后便成立 


f(ty) 


/( 工 o ， yo)l < 匕 


⑼ 


把每一矩形 V 换成有同一中心而面积缩小四倍的矩形 


a 


x 


/ 


5二 
2 


，: r 


/ 


8 1 


2, 


\y 


6， ,j 




这些开矩形的系 s 能覆盖 a 依据博雷尔引理，可在它里面选出具有同样性 
质的矩形 


CFi 


+ 



2 


Wi 


k 




2 


，队 


2 


的有限系.最后，用6表示一切#中的最小数. 

设有刀中的任意二点 ( x ， y ) 及 ( xo , y 。）, 满足 


X — Xo 


<S 


\y -yo\ < 


( 10 ) 


与、 （ To ， yo ) 必属于诸邻域 A 之一，例如，邻域 




0 


^10 


之 0 


2 




0 



Si 


0 


2 


Wi 


0 


^0 

T 


^ Via 


^io 



f 是有 


^0 - x io 


< 







\yo - yi 


0 


< 



□ 


因为 w 




0 



由 （10) 就推得 |x 


Xo 


< 



?0 



及 


y 


yo 


< 


2 

A 


G 


2 


由此 


x — x i 0 


〈， 


y 


Vi 


0 


< ， 
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因此两点 ( x \ y ),( x 0 , yo ) 遂都位于最初确定的同一邻域 

■ 

(而0 — &0，工《0 + ;队0 — 〜0 ) 

内，于是，依据已证明的结果，⑼式得满足. 

因为，对 e > 0而选取与点 ( x 0 , y 0 ) 的位置无关的 S > 0 是可能的，由此得证函 
数 f ( m ) 为一致连续 • 


§3. 多元函数的导数及微分 


177. 偏导数及偏微分为了书写及叙述的简明起见，我们以讨论三元函数为 

限； 然而以后所说的一切对于任意个变元的函数都是真实的. 

因此，设在某一（开）区域 D 中有函数 w = /( a :, y , z ); 在这区域中取一点 M 0 ( a ； o , 

yo ^ o )- 若我们给 y A z 以常数值如及％而让; r 变动，则 w 就成为一个变元 . t 的 

函数（在的邻域 内)； 于是就发生如何计算它在0：=吻处的导数的问题.给数值 
X 0 以一增量 Ax ， 则函数就得到增量 


A xU = A x f(x 0) y 0 ,z 0 ) = f(x 0 + Ax.yo.zo) - /(^ 05 yo^o ) ； 


因为是仅由于一个变元的数值的变动而产生的，故它可以称为函数（关于 Z ) 的 
偏增量.导数按其定义即为极限 

lim = lim /Oo + Ax^q^q) - f(x 0 ,y 0 ,z 0 ) 

Ax^O Ax Ax — > 0 /\ 


这导数就称为函数 f ( x , y , z ) 在点 （ iTo ， yo , zo ) 处关于; r 的偏导数. 

我们看到，在这定义内，诸坐标并不是被平等看待的，因为及2：。是固定的， 
而 . T 则趋于而变动着. 

偏导数可以用下列记号之一来 表示： 


du df(xo,yo,z 0 ) ① 
dx * dx 


c /0* ^ o ); 


D x u, D x f(x 0 ,y 0 ,z 0 )^ 


须注意，在这些记号之内，下角的字母: r 仅指出要取关于那一个变元的偏导数， 
而与我们要在那一点 ( x o / Uo , z 0 ) 计算导数值并无关系 A 

仿此，把 Z 及^当作常数，而把 w 当作变元，就可以考察极限 


lim 

Ay— >0 Ay 


lim 

△ y —0 


f(x 0 ,y 0 + Ay^p) - f(x 0) y 0 ,z 0 ) 


①雅可比 （ C . G . J . Jacobi ) 首倡使用 3 (代替 d ) 来表示偏导数 
® 在这里要把整个记号 


dl 

dx ， 




D x f 


看成是关于 a ; 的偏导数的函数记号，以后我们将不再复述类似于此的附注 
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这极限就称 为函数 f ( x ， y ， z ) 在点 ( xo , y 0 , z 0 ) 处关于^的偏导数， 并用类似于前 

面的记号来表 示它： 


du df(x 0 ,yo^z 0 ) 


办， 


dy 




KjJy( X 0^yO ： Z 0 )； 


Dyii.Dyfixo.yo.zo) 


函数 /(X 


在点 ( xo . yo . zo ) 处关于 z 的偏导数 亦可完全同样地定义 


偏导数的求法与普通导数的求法比较起来，本质上并无两样, 


例题 1) 设 li 


X y (x > 0); 这函数的偏导数是: 


du 

dy 


第一式是按照 a ; 的 幂函数 （当2/ 


y ， x 


y — l 


du 

dy 


x y - lnx 


常数时）的导数来计算，而第二式则按照 y 的指数函数 



X 


常数时）的导数来计算 


2) 若 


X 


U 


arctg — ，贝 I 」 


V 


du 

dx 


x 


y _ 


du 

dy 


x 


x 2 + y 


3) 对于 u = 


X 


X- + y - + 2 ： 


则有 


du 

dx 


y 2 + 2 2 - x 2 

(x 2 + y 2 + z 2 ) 


du 

dy 


— 2xy 

{ x 2 + y 2 + 2 


2\2 


du 

dz 


x 


—2xz 

+ y 2 + z 2 ) 2 


4) 设 


y . fb 2 - y 2 ), 其中的 f ( u ) 是 (有导数的）任意函数.兹证明不论/是怎样的函 


数， 2 恒能满足关系式: 


1 dz 1 


dz 


y dy 


y 


依复合函数的微分法则 (关于 V 的导数用小撇来表示）就有 


dz 

dx 

dz 

dy 


y • f (x 2 - y 2 ) • 2x 


• f(x 2 - y% 


2 2 、 r, 2 2 2 


/O —y ) - 2 y 


x 


f )， 


而由此 


X 


dz 

dx 


+ — 


dz 




y dy 


2 ?/ 



'Or 


y 



y 


/O 


y 2 )-2y/Vl 2 ) 


y 


5) 三角形的一边 a 可由其他二边 6, c 及其间之夹角 a 来确定，其公式为 


a = 


6 2 + c 2 — 2bc • cosa. 


da 

db 


o — c • cos a ： 


b 2 + c 2 — 26c*cosa 


一 c•cosa 


a 


da 

da 


be * sina ： 


a 
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6) 物理学上的克拉披隆公式 pF = HT (式 中的丑 为常数）表示着一定质量的理想气体的体 
积 V 、压力 p 及绝对温度: T 之间的关系，并确定量 p 5 V ； 了中之一为其他二者的函数.若把\/ 
当作自变量，而把: T 当作是它们的 函数 ： T = g ， 则有 

dT _V BT _ p 
^dp ^ W 


若 pj 为自变量，而 V 是它们的函数 ： V = 


RT 

P 


则有 


dV _ RT dV _ R 
dp p 2 ) dT p 


最后，设 V 及 T 为自变量， p 是它们的函数: 



RT 

~V~ 



dp _ RT dp _ R 
dV ^ dT = V 

由此，顺便得出热力学上的重要关系式 


dp dV dT — RT R V — RT — 

W dT ' ~dp ^ ~V^ ' ^ ' R = ~W = _ ' 

注意，偏导数的雅可比记法（带有3的）只能看成整个记号，而不能看成商或分数.刚才所得 
的关系式就特别鲜明地表示出普通导数的记法与偏导数的记法的重要区别:若在左端写着的导数 
是普通导数，则可以把它们之中的每一个看成是三个微分 dp ' dV'dT 中某两个的商，约分以后将 
得1， 而非- 1;但在此处显然是不能这样做的. 

偏导数?^乘以任意增量△: c 的积称为函数 u 关于 x 的偏 微分； 用记号 



du 

dx 


• Ax 


表示它 23 ).若在此处把自变量0： 
成： 


的微分 dx 理解为增量 Ax 24 )， 则前面的公式可以写 


d x u = 


du 

dx 


• dx. 


仿此, 



du 

dy 


dy 


d 之 u — 


du 

dz 


、 dz 、 


吻如同在一元情形,在固定点 ( a ； o 5 yo ^ o ) 取值的函数^的偏微分显然是自变量 Ax 的线性 
函数,数值< • Ax 是这个微分相应于 Ao ; 的值 d x u ( Ax ). 如果 ( xo ^ yo . zo ) 不固定,那么值（在现在 
的情形下）依赖四个自 变量： x ， y , z ， Ax . 这个依赖关系可类似地记作 

d x u = d x it(x 》 y, z) Ax) = u x {x^ z) * Ax. 


24 ) 于是自变量 $ 的微分办的定义是等式心 = 这个等式首先表明 cb 是自变量 Ax 的线性 
函数（斜率为 1), 其次，办的值不依赖于自变量特别地，如果心固定 7 那么 dx 是“常数' 
此时，当 Ax 固定时心 u 是的 函数; 遇到这种 情况, 有时说自变量的微分是常值而函数的微 
公在变动. 
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这样，我们看到，偏导数亦可以表示为分数的形式 

d x u d y u d z u 
dx dy ’ dz 

但须在不可或缺的条件 之下： 要指出对哪一个变元而取微分. 

178. 函数的全增量 若由自变量的值$ =吻，^ =如3 =勿出发，依次给三者 
以增量 Ax , Ay , 则函数 w = f ( x ， y ， z ) 得增量 

■ 

△?i = Af ( x 0 , y 0: z 0 ) = f ( x 0 + Ax,yo 4 - Ay , z 0 4 - Az ) - f ( x 0 , y 0 , z 0 ) : 

它就称为函数的全增量. 

在一元函数 y = / ㈤ 的情形，假定 在点邱 处存在着（有限的）导数//(吻)，贝 lj 
对于函数的增量有公式 [96(2)] 


△2/ = A/(-^o) = /(X。） . Ax 十 a-A.x, 

式中的 a 随△: r 而变,且当 Ax — 0时 

我们现在考虑关于函数 u = f ( x ， y ， z ) 的增量建立类似的 公式： 

Au — Af ( 吻， "o’ 之 o) = / 丄（工 0, 如，之 o) • △$ + fy( x o^ Voi z o) ■ 

+/‘( 2； 0,加，句） . 八之 + a^Ax + 4- ’/■△之， (1) 

式中的 aj ， 7 随 △ a ；, A Z /， Az 而变，且与它们同时趋于零.然而，在这一次，需要对函 
数加上更多的限制. 

定理 若偏导数 j^(x ， y ， z ) ， J^(x ， y ， z )， f z (x ， y ， z ) 不仅在点 ( x 0 , yo , z 0 ) 处存在，并 

在它的某一邻域内也存在，此 夕卜， 它们（作为 x ， y，z 的函数）在这点为连续，则公式 
(1) 成立. 

证明 把函数的全增量 Aw 改写成 

Au =[ f ( x 0 + △: r ，々 0 + Ay , z 0 4 - A ^) - f { x 0 l y 0 + Ay , z 0 + Az )] 

Mf ( x o^Vo + Ay , z 0 4 - Az ) - f ( x 0 , yo , z 0 + Az ) 

+ [/(^ o , yo^o + A ^) - f ( x 0 , yo , z 0 )}. 

其中每一方括弧内的差表示函数仅关于一个变元的偏增量.因为我们曾假定在点 
( xo ^. zo ) 的邻域内偏导数存在，所以，当充分小时，可以把有限增量公 
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式 [112]® 分别地应用于每一 个差； 就得到 

Au — f f x (xo + 6 Ax, yo + z 0 + △《).Ax 

+fy(^o,yo + OlAy.zo + Az) - Ay + /‘(x 0 , ㈧ ，之 0 + 0 2 Az) - 

若在此处令： 


fU x o -\~OAx,y 0 + △"，％ + △ 之） = fx( x o,Vo^o) + a, 

fy(x 0) yo + 0 1 Ay,z o + Az) = fy(x 0 , yo,z 0 ) P, 
f z (x 0 ,yo,ZQ -f- 0 2 Az) = f^xo.yo.zo) + 7 , 

就得出 Aw 的表达式 （ 1 ) . 当 △: r — — 0 ,Z\z — 0 时，诸等式左端的导数的 

变元趋于邱， 抓 ％ ( 因为 e 、 e u e 2 是真分数 ) ，因此，这些导数本身，由于假定它们在 
(xo^yo.zo) 为连续，就趋于右端的诸导数 , 而 a ， /? ， 7 则都趋于零 . 证明由此完成 . 

顺便提及，由已证明的定理可得： 由于偏导数在已给点存在且连续可以推得函 
数本身在这点为连续； 实际上，若 Ax — ()，△?/ — 0,A^->0, 则显然 Aw — 0 . 

为了要把公式 （ 1 ) 写成更紧凑的形式，可引入两点 

(xo.yo^o ) 与 O 0 + Ax ， y 0 + Z\y ， 2： 0 + A 2 ；) 



a^Ax + (5 么 y + = e . p ， 

式中的 e 依赖于 Ax, A 仏 Az, 且当 Ax — 0 ，Ay — 0 ,Az — 0 时也趋于零，或更简捷 
地说，当 p— 0 时 e 趋于零 . 因此，现在可以把公式 （ 1 ) 改 写成： 

△ 7 i = △/{xq . yo , zq) = j x {xq j yo ， 之 。) . △$ + •/."($ o , J / o > ^ 0 ) ' 

~^ fz ( x o ^ z o ) - + e ' P ^ (2) 

当 p — 0 时式中的 0 . 数量 e.p 显然可以写成 0 (p) ( 若把在 6 0 内引入的记法推 
广至多元函数的情形 ). 

①例如，若取第一个差，则它可以看成是函数 f ( x.yo + Ay } z 0 ^ Az ) 关于一个变元 z 的增量，它 
对应于由 x = xo 变到 s = xo + Ai 时函数的增量.依假定关于在区间 [ xo , xo ^ rAx ] 的一切： r 值， 
这函数关于 z 的导数 f x ( x，yQ + Ay , z 0 Az ) 都存在，于是有限增量公式是可以应用的，余仿此. 
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注意，在我们的讨论中并没有把增 M A % Az 各别地等于0或甚至全部同时 

等于0的情形除夕卜 • 因此，说及当 — 0, Ay — 0, Az — 0时有 


a — >0, 0，7—0， £：—>0. 

我们是把它们了解为广义的极限关系式，而并未除去这些增量在其变动过程中转变 
为零的可能性（参阅96内类似于此的附注). 

在前一定理的证明中，我们对于多元函数的要求比对-元函数的要求多一些.为了要指岀：若 
不遵守这些要求，这里的公式 （1) 或 （2) 可能是不适用的，最后我们来研究下面的例子（为了简单 
起见，我们在这例子中仅涉及两个变元). 

函数 f { x , y ) 由下列等式 确定： 


〆 * 2 . 

f [ x ， y ) = 2 (假如 x 2 + y 2 > 0), /(0,0)=0. 

x z + y z 


这函数在全平面上为 连续； 它在点 (0,0) 的连续性已于 167, 5) 内推得.其次，在全平面上关 
于 x 及 y 的偏导数也存在.当V +沪 > 0时，显然的 


fx(^ ； y) = 



fy ( X ^ y ) = 



在原点则有/；(0,0) - 以0'0) 二 0: 这是由 /( x ,0) = f (0^ y ) = 0出发，依照偏导数的定 
义直接推得的.容易看出，在点（0,0)处两偏导数的连续性遭受破坏（例如，对于第一个只需令 

y - .X = -- —0 就足以证明）. 

对于吳们的函数而言，在点 (0.0) 处公式 （1) 或 （2) 并不成立.事实上，若假设这些公式成立， 


那么就要有 


^ Ax — > 0, Ay — 


△/( 0 , 0 ) 


Ax 


△: y 


Ax 2 + Ay 2 


Ax 2 




2 


0 时，式中的 e 应趋 于零. 今特別于上式中令 Ay = 


〉0,则得 


= e ^ Ax , 由此有 

而当 — 0时£却并不趋于零，这就违反了假设. 

函数 

/( 工 ，" ) 二 y\^y 

在点 (0.0) 处也有类似的特性.这比读者去分析. 


179. 全 微分在 一 兀函数 y = /(a;) 的场合，我们在103内曾论及它的增量 
△y = A/(.x* 0 ) = f(xo + Ax ) /(. T 0 ) 能否表示为 


Af ( xo ) = A - Ax + o (A. t ) (A = 常数) 


⑶ 


的形式的问题.由此看出 [104], 要这种表示法成为可能，其充要条件为：函数在点 
x = x 0 处存在有限导数 f ( x 0 ), 而且恰好当4 = f ( x 0 ) 时上述等式成立.函数的增 
量的线性部分 


A - Ax = /’( to ) . Ax = y’ x • Ax 



179 


§3. 多元函数的导数及微分 


- 327 • 


就称为函数的微分办 . 

转而讨论到多元函数，例如，定义于某一（就说是开的）区域 P 中的三元函数 

自然要提出类似的问题:能否把增量 

Au^Af(x 0 ,y 0 ,z 0 ) 

=/(: r 0 + Ax, y 0 4- Ay, z 0 + Az) - f(x 0 ,yo^o) 

表示为 

△/(• T 0 ， y 0 ， z 0 ) = A - Ax-h B • Ay-h C • Az-h o ( p ), ⑷ 

式中的 AB，C 是常数,而 p = Ax 2 -h Ay 2 -j-Az 2 . 

如同在 103 内那样,容易证明，若展开式⑷成立，则在点 (^ o ^ o ^ o ) 处存在关 
于每一变元的偏导数，而且 


f^xo/go^o) = A, fy(xo,yo,zo) = B, f z (xo,yo^o) 


a 


实际上，例如，在⑷内令 Ay 




0而 △: r / 0,则得 


f(xo + Ax,yo,z 0 ) - f(xo,yo,z 0 ) 

Ax 


A 



mi △叫) 

△: r 


由此推得，必存在 


f x ( xo ： yo , z 0 ) 


lim f(xp + Ax,y 0 ,z 0 ) - f(xo,y 0 ) zo) = ^ 


Ax — 0 


Ax 


这样，关系式⑷永远仅以 


A/(^o, yo^ z 0 ) = f x {x 0) yo^zo) ' Ax 


+, 以 x 0 ， y 0 ， z 0 y Ay-\-f^(x 0 ,yo^ 0 ) - Az + o(/d) 


或（用更简捷的记法) 


(5) 


Au 



Ax + u y - Ay + u l z - △: + o(p) 





的形式出现. 

虽然，在一元函数的场合，导数％ = fGx - o ) 在所考察的点存在就已足够保证关 
系⑶成立，而在现在的场合，偏导数 


U f x = f' x {x 0 ,y 0 ,ZQ), Uy = fy(x 0 ,yo^o), U f z = /‘ 1 > 0 , 如， 2 0 ) 


的存在却还不足以保证展开式 （4) 的成立.对于二元函数，这种事实已在前目例 
题内看到过.在该目的定理内曾指出关系式 （4) 成立的充分条件是：各偏导数在点 
( x - o ^ o ^ o ) 的邻域内存在，并且它们在这点为连续.可是，容易证明，对于公式⑸或 
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( 5 *)，这些条件决非必要的，实际上，由于类似的条件对于一元函数（假如愿意的话， 
它也可以看成是任意个变元的函数）并非必要，已可推知此事. 

当公式 （5) 成立时，函数 f ( x . y , z ) 称为在点 ( x 0 , y 0 , z 0 ) 处可微的，而(仅在这情 

形!)式子 


u f x - Ax + Uy - Ay + u z - △之 

'f x (工0，，厶 。） .△$ + ./"y (工。，?/。，之。 ）‘△?/ + «/*z ($。，"。，之。 ）• ， 

即函数的增量的线性部分，称为它的（全）微分，且用记号也或 df ( x 0 j y 0) zo ) 来表 
示. 

在多元函数的场合，我们已看到在已给点处“函数是可微的” 一事并不就相当于 
在这点处“函数有关于一切变元的偏导数”而是比它所指的更多一些.可是 ， 我们通 
常将假定偏导数的存在及连续性，而这却又超过可微性了. 

若约定把自变量的任意增量 Ay , Az 理解为自变量的微分办，办， dz ①，则可 
以写成： 

df ( x 0 , yo ^ o ) 

= fx ( x o ^ yo ^ o ) • dx + fy ( x 0 . y 0) z 0 ) • dy /^( xo . yo ^ zo ) - dz , 

或 

du 二 u’ x 、 dx v! y . dy 十 u f z . dz . 

即全微分等于偏微分 [177] 的总和 25) . 

Til 

」 180. 二元函数的几何说明 要想给上述的种种以几何说明，好像一元函数的导 
数及微分的几何说明一样 [91, 104], 我们得回过来研究曲线 / C 在其上一已给点 Mo 

处的切线的概念. 

我们曾定义切线 MoT (图 99) 为割线 MqM 当 M ^ M 趋于零时的极限位置 [91]. 
显然，还可以给它一个与此等价的定义： ^ 

若曲线 / C 上的动点 7 V / 至直线 M 0 T 的距离 MP ^ 趋于零时成为比 M^M 

较高阶的无穷小（即若比值丽在这时趋向于零)©，则直线 Mo ： r 就称为曲 
线 / C 在其上一点 tV / q 处的 切线. 

妄视自变董: r 的微分与作为自变量 x 、 y ； z 的函数的 : r 的微分为恒等，则依一般公式，可以写 
成 

dx — x' x ■ Ax 4- x f y ■ Ay + x r z - Az — 1 - Ax + 0 - Ay + 0 - Az — Ax ; 

那时等式也 = 就是可证明的了. 

②就是说 sin # 趋于零，从而割线 M q M 与直线 M 0 T 的夹角#亦随之趋于零（参阅图 99). 

25) 这样一來函数在固定点 ( xo , yo , zo ) 的全微分也是三个自变量(线性） 函数； 总 

体上，如的值依赖于 6 个自变量： = du { x , y , z , Ax , Ay , Az ). 固定增量 Aa ;, Ay , △2(从而办，办，心 

变为常数)，我们可以把函数 u 的全微分 du 看作（仅仅）是自变量的函数.当定义函数 w 的 
二阶微分时，就是这样做的，在一系列其他情形也一样. 
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现在考察某一'曲面5及其上的 一 点 Mq 图 （100). 




图100 


类似于切线的 定义， 我们给出切平面的 定义： 

若曲面上的动点 M 至平面 M 0 K 的距离 WP 当 MoM 趋于零时成为比 MqM 
较高阶的无穷小 (即比值 MP / MqM 在这 时趋于零)， 则平面 Mo 夂就称为曲面5在 
其上一点 iV /。 处的切 平面. 

设 [159] 曲面是由直角坐标方程^二 f(x ， y) 给定的. 

取曲面上的一点 Mq(:t 0 , 如 ，勿 )( 其中 勿 = /(.x 0 ,?7o)), 并研究在什么条件之下经 

过点 M 。 而有方程 


Z~z 0 = A(X- .xo) + B(Y-yo) (6) 

的平面 P 能满足切平面的定义. 

_ 

作平行于2轴（参阅图 100), 并从 M ◦作的垂线 M 0 N . 因为线段 WK 
与 MP 只相差一个（不等于零的）常数因子，故可考察比值 MK / MW 0 以代比值 
MP / MMo - 今将证明，本质上并不改变切平面的定义，但最后可以用线段 p =扉 
来代替这里的距离 r = MMq . 

若当 M — _ Mq 时比值 JlK/p 趋于零,则当然有 WK/r 趋于零，因为 r > p .今 
先假定 MK/r 趋于零，再证明 MK/p 也必趋于零.为此只要证明当 M — Mq 时比 
值 I 常为有界就够了. 

P 线段除符号可能不同外，其值可用式子 

2 — Z = — A(x xo) B(y 7/o) 


来表 7 K ， 若引入记号 


x - x 0 ^ Ax, y — yo = Ay , z - z 0 ^ Az = A /( x 0 ,^ 0 ), 
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则 J 4 K 可用式子 

Az — [A/S.X + BAy) 

来 表示. 由于上面所作的假定，至少对于充分接近于 M ) 的点 M 将有 


1 1 

| △ 之 - (AAx + BAy)\ < -r = Ax 2 + Ay 2 + Az 2 , 


于是 

或（加强不等式) 

由此， 

因此， 



此即需要证明的. 

这样，当且仅当比式 

△ 之 — [A^x + BAy) 

P 

随 P 而趋向于零时，即当展开式 

= Af ( x 0 , yo ) = Ax B • Ay o(p) 


成立时（比较⑷)，平面⑹才是曲面 < S 的切平面. 

我们得出最后的结论： 要使曲面 z 二 f(x,y) 在点 Mo ( x 0 ， y 0 ，^))( 式中的 z 0 = 

f( x o^ Vo)) 处有切平面必要而且充分的条件是：函数 f(x ， y) 在 a ; =抑 , y = 时 
是可微的. 

因为在满足这条件时，系数 A 及 B 必须等于偏导数 以 x 0 ， y 0 ) 及以 x 0 ， y 0 )， 故 
切平面可用方程 


^ _ Vo) - - ^o) + fy(xo,yo) - (Y - y 0 ) 

来表示. 

通常 x ， y ， z 的下标并不写出，那时,切平面的方程就成为 

Z - z = f x (x ， y)^(X ~x)-\- f’y{x 、 y) - (Y -y). 


® 此处所指是不平行于 z 轴的切平面 . 


⑺ 
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不难看出，若用经过点 Mq 而 平行于 Z 
轴的任一平面来截此曲面及其在 M^tmi 
平面，则前一截线为一曲线，而后一截线恰为 
此曲线之切线 

特别，用平面】/ =如及 X 二仰截曲面 

而得出的两曲线，其斜率 ® 各 等于： 


fU x o ， yo) 





在图101中，线段及 KM 
各表示函数的偏增量及全增量，而线段 
KxNuKqNi 及 KN 各表示函数的偏微分及 
全微分[比较104及图 44 ]. 

181. 复合函数的导数设函数 



A 


u = f ( x ， y ， z ) 

定义于区域 P 内，而且每一变元:又各为变动于某一区间内的变量〖的函数: 


X = (pit), y = iit), z = x(t). 

此外，再设当 f 变动时点 { x ， y 、 z ) 不越出 P 的范围. 

把 xiz 的数值代入函数/,则得复合函数： 


u = /0⑴，姻， X ⑴) • 

假定 u 有关于 x , y , z 的连续偏寻数，且 x ^ y ^ zi 都 存在. 那时就可以证 

明复合函数的导数必存在，同时还可以把它算出. 

实际上，给变量 f 以一增量则 x ， y 、 z 各得对应的增量 Ax , △仏函数 u 

也得增量 

把函数 W 的增量写成式 （1) 的形式（我们可以做到这样，因为曾假定有连续偏 
导数 v ! x , u ' y , v ! z 存在)，就得 


Au 


t 



Ax + ui, - Ay + u z - Az + a^Ax + /?•△& + ▽•△A 


当 Ax , At /, Az 都趋于零时式中的 o ;, /?，7也都趋于零.用除等式两边，将有 


Au , Ax ; Ay { f Az Ax Ay Az 

At = ^ + ^ ' At + ' At + a * At + 

① 以后 [234] 还要讨论曲面上经过已给点的任意曲线在此点的切线这一更普遍的问题. 

② 容易判断,这些斜率是关于那些坐标系而算出的._ 

③ 严格些说，只要假定函数 u = 可微就 够了. 
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今使增量趋于零，于是 匕 x ' MAz 就都趋于零，因为 x ^ z ^ t 的连续函数（我 
们曾假定导数 d 都存在)，因而 a '，/?， 7 也都趋向于零.取极限 就得： 



⑻ 


我们看到，在前述假定下 ； 复合函数的导数确实存在着.若利用微分的记号，贝 I 」 
公式⑻可以写成： 


du 

dt 


du 

dx 


dx 

dt 



du dy 


dy 


dt 



du 

dz 


dz 

dt 


⑼ 


今将考察另一种情形，那时 x ' y ' z 不只是一个变量 t 的函数，而是几个变量的函 
数.例如 

x = IJ = z = 


除假定函数 f(x.y 、 z) 的偏导数存在且连续以外我们再假定函数 x'y'z 关于 
十及 v 的偏导数也存在. 


把函数 A 认 X 代入函数/以后，我们就得出某一个二变元〖及 r 的函数，并且 
发生关于偏导数 < 及 < 的存在及求法的问题.但这一情形与刚才研究过的情形并 
无本质上的差别，因为在求二元函数的偏导数时，我们总是固定其中一个变元，故所 
需要处理的仍为一元函数.因此，对于这种情形，公式 （8) 仍然并无改变，而公式 （9) 


需要改写 成为: 


du 

dt 


du 

dx 


dx 


dt 




du 

dy 


dy 




dt 


+ 


du 

dz 


dz 

dt 



182. 例题 1) 考察幂指函数 



令; r 二 = 稱 按照刚才导出的复合函数的微分法则而微分它，就得到我们已经知道 
的莱布尼茨和贝努利的 公式： 


ii t = y - x y ^ 1 - x[ + x y - lnx * y[. 

队 前.我们曾用技巧的方法 [99, 23)1 证明过它（写成别的形式). 

2) 设 u = /( x ， ％ 2) 有连续的偏导数，并用 

x = v — C ， y = a, ^ = c - ^ 

:'-:替 则有 

du du du du du du du du du 

dy dz’ dr) dx dz' dC^ dx^dy 

3) 若（在那些关于函数 / 的同样假定之下）保留 x 为自变 ft 而令 

v = y ^ = « 

1参阅前页的脚注②. 
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其中 y { x ) ) z ( x ) 是对: r 可微的函数 ，则％ 作为 a ; 的复合函数> 将有导数: 


du 

dx 


du du dy 

- — |— * 

dx dy dx 


du dz 

赢 I 

dz dx 


或 


du 

dx 


f x ( x , y { x ), z ( x )) + f v { x , y { x ), z { x )) * y ( x ) + f z { x , y { x ), z ( x )) - z ( x ) 


在这里 x 本身如同公式 （8) 内的变量 


样‘ 


4) 若把: r , 2/二者仍作为自变量，把2换成函数 


Z 


咖， y ) 


假定它有关于 a : 及失于 y 的 导数， 则对于复合函数^ = f ( x ， y ， z ( x ， y )) 将有 


du 

dx 

du 

dy 


fU x ^y^ z ( x ^y)) + K(AyM x ， y)). z U 工， y). 


fU x ， yMty)) + /z(^>y^(x\y)) - Zy(x,y) 


5) 作为应用公式 （9) 的另一个例题，讨论关于行列式 


△ 


^11 

^12 

… 江 In 

Ct21 

• V ■ 

^22 

• P V 

… CL2n 

V ■ P • ■ 1 

Ctnl 

CLn.2 

4 ^nr. 


的微分法的 问题. 但假定其元素 a lk {Lk = 1，2,…， n ) 都是某一参变数 f 的函数，它们关于 Z 白<」 
导数^都存在. 

at 

回忆行列式关于其第 / c 行的元素的展开式 


△ = 乂 lfc * O^lk + 乂 2 fc ■ Ci 2 k + • ■ • + Aik 9 O^xk + ■ ■ ■ + ^ n/c * Cink ) 

其中诸代数余因子 A lfc ，■ •. , A nk 并不含有元素 a 2；c , 就容易知道 


dA 

ddik 


^-ik • 


在这种情形，按照公式 （9)， 


dA 

dt 


_ ^ daik 

k=l i=l 



dt 


n n 

k — l i = l 


dciih 

dt 


注意： E n -i - ^ 也表示一个行列式的展开式，它同已给行列式的差别仅在于把已给行 

? 一 i do 

列 式中第 /c 行 的元素换成它们关于 t 的导数罢了.由此得 法则: 行列式 △ 的导数等于把△内的 

第1,第2,...，第 n 行元素依次换成它们的导数而得出的 n 个行列式的总和. 

公式 （8) 与关于一个变元1的函数 u 的公式： < = <.. 4相似.然而，须郑重声明，在导岀 
这些公式的条件上仍有不同.若 u 是一个变元的函数，则假定导数存在已经够了；而在多元函 
数的场合，我们还不得不假定导数 <,<,•** 的连续性.下面的例题 指出： 为了公式 （8) 的实现 
仅知这些导数存在，一般是不足够的. 
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6) 定义函数 


U 


/0, y )， 令: 


/( 工， y) 



： V 

+ y 2 


(当 




v 2 > 0时)， 


/( 0 , 0 ) 


0 


我们已看到过，这函数在所有点都有偏导数，原点 (0,0) 也不例外，而且 


/>，0) 


0, 


夂(0,0) 


0； 


注意，恰好在这点，导数有间断 

若令 x = t Sl y 二 t 以引 
的导数应该等于 



里 


则得 


的复合函数.按照公式 （8) 这函数在 Z 


0时 


f / 




U 


X 


+ * y t = 0. 


但另一方面，若把: r 及？； 的值直接代入已给函数 w 


/(% y ), 就得 


U 


t 2 + 1 2 




今直接关于 （ 求微分， 则在〗 的任何数值时都有 
因此公式 （8) 在这种场合是不能使用的. 




0时亦如是 


7 ) 函数 



f ( x ， y ) 由两等式 


f ( 工、 y) 



当:^ + 2/ 2 >0时），/(0,0) 


+ y 



确定，它在点 （0,0) 的性质完全与 6) 中的函数类似.今若取 



V 


亡， 




它在 A 


0有为无穷的导数.若令 



艺，而 


f 3 , 


当亡 〆 0时 y 


sin -，当 （ 


0时 y 


0 


则由两 等式: 


当 t / 0时 ix 


sin 




1 + * sin 2 - 


，当 Z 


0时 



0, 


确定的复合函数在亡 


0时根本没有导数. 


183. 有限增量公式 


设函数 f ( x ， y ， z ) 在闭域 2) 中有定义而且连续,并在这区 


域内部（即在它的所有内点）有连续偏导数 f x J f y J f z . 今考察 D 中的两点 


^ o (^ o ,2/ o ,^ o ) 及 


M 1 ( x 0 + Ax,?/o + Ay , z 0 + A ^), 


假设这两点能用全部位于 D 域内的直线段 M 0 来连接则成立下面的公式 


A/(x 0 ,y 0 ,^o) 


/(^o + Ax , y 0 4- Ay , z 0 + Az ) 


/(^o,2/o,^o) 


fx (^o + OAx , y 0 4 - OAy , z 0 + OAz ) - Ax 
+/:(•. 4 ).△々 + /: (…）■△之 • (0 < <9 < 1) 


. 4 ).△々 + /: (…）■△之 • (0 < <9 < 1) (10) 

①这里著者的意思是指直线段 M 0 M x 上一切点都是: D 域的内点，仅两端点 Mo 与 Mj _ 可能是 


例外 




译者注. 
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它完全类似于熟知的一元函数的有限增量公式 [ 112 ( 2 )]. 

为了证明公式（10)，在函数 f ( x , y , z ) 内令 


x = xo + 1 ^ y 二 yo + t • Ay . z = z ^ + t • 



(其中 0 < 1)， 就是只在直线段 Mo Mi 上的各点来考察我们的函数」的复合函数 

F ( t ) = f ( x 0 + t - Ax , y G + Ay , z 0 1 ■ Az ) 


在全区间丨0, 1] 中是连续的 [170], 且在这区间内部有导数，按照公式⑻求得这导 
数等于 


F’（t) = f’ x (XQ + t ■ A.x,?/o + t - Ay, z 0 -{-1 ■ Az) - Ax 



因为由 （11)， 


dx 

dt 


Ax 


dy 

dt 




dz 

dt 


= 


把 112 的公式⑶应用于区间 [0, 1] 中的函数 F ⑷，得: 

F(l) - F(0) ^ F\9) (0<9< 1). 

若注意到，按照函数 F ⑴的定义，有 


F ⑴- F (0) = f { x 0 + Aa :, y 0 + Ay , z 0 + Az ) - / Oo , 加，之 o )， 

并用刚才求出的式子（当 t = 6> 时）代替导数 F ^ O ), 就得出公式 (10). 

作为应用刚才所证明的公式的简单例题，可证下面的命题： 

若连续于闭连通域 D 中的函数 f { x , y , z ) 在此域内部有都等于0的偏导数: 





0 , 


则这函数在全域 D 中必为 常数： 

/ =常数. 

设 Moixo ' ychZ 。） 及 M ( x ， y ， z ) 是 D 域中的任意两点.由于假定 D 是连通域，故 
可以用全部在 D 内的折线连接它们.若 M ^ x ^ y ^ z ,) 是折线上 Mo 后面的一个顶 
点，则在 （10) 内令 Xq + △：!* = Xi , yo + △?/ = Vl.ZQ + Az = Zi ， 立即得出 


.f(xi,yi,zi) = f(x Q) yo,zo); 

如此逐步推算，由一顶点至另一顶点，最后可得 


这便是所要证明的. 


f ( x , y ， z ) = f ( x 0 , y 0 , z 0 ), 
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184. 沿给定方向的导 数函数 f ( M ) 二 /( au ) 关于 X ，关于％关于2的偏 
导数分别表示函数沿着三坐标轴方向的“变化率”.例如 ，尨 是函数关于 . T 的变 化率: 
因为预设动点仅沿平行于. X 轴的方向而移动.然而，在许多物理问题上还需要知道 
函数 /( M ) 沿着其他方向的“变化率”.例如，若所给为温度场，即若给定在所考察物 
体内每点 A // 的温度 /(7V/), 则热的分布及转移的规律自然地依赖于温度沿着一切方 

向下降（或上升）的速度.现在要使函数沿任一给定方向的变化率或导数的概念格外 
准确.在这里我们也有机会应用公式 （9). 


设函数 /( M ) 定义于某一（开）域内.考 
察这区域中任一点 M 0 ( xo , yo , z 0 ) 及经过这 
点的任一有向直线（轴 ) Z (图 102). 

设 M ( x , y , z ) 是在这轴上的另一任意 
点， M Q M 是 M 0 与 7 V / 之间的线段的长，带 
有适当的符号，就是，若 M 0 M 的方向与轴 
I 的方向一致，就带有正号，在相反的情形就 
带有负号. 

设 M 无限地趋近于 Mq . 极限 


lim 

M ―> M q 



就称为函数 /( M ) 沿方向 /( 或沿轴 Z ) 的导 

数，并用下式表示： 




df ( M 0 ) 


df(xo,y 0 ,zo) 


这导数就表征着函数在点 Mo 沿方向 Z 的“变化率”. 


特别，前面已说过，通常的偏导数 



5/ 3/ _ 

dx ’ dy 5 dz 


亦可以看成“方向”导数. 


现在假定，函数 f ( x ， y ， z ) 在被考察的区域中有连续的偏导数设轴/ 


坐 


标轴分别所成之角为 
可用下列公式来表示: 



h 兹证明，在上述的假定之下，沿方向 Z 的导数必存在且 


dfjxo.yo.zo) 

m 


5/ 

dx 


cosa 





dy 


为要证明，注意若令 M 0 M = t , 则将有 


dz 


* COS7 


( 12 ) 


X 


Xo 


t * cosa ) 


y 


yo 


t • COS/?. Z — Zq = t ■ COS7 


这样，沿着轴坐标 



y ， 



可以看作 z 的 函数: 


X 


xq + 1 ■ cosa 


y 


yo + t . cos 0 


①参阅第 181 目脚注②. 



zq 1 • COS7 


(13) 
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而函数 /( M ) 二 f ( x ， y , z ) 就可以看作 t 的复合函数这时点 Mq 对应着〖= 0. 

这样 ; 就有 


df ( M 0 ) 

~ m ~ 



= ⑽), 


仅需导数 ^(0) 存在.但导数在上述假定之下确存在，并且按照公式 （9) 可以 
表示为下面的 形式： 


Wit ) 


91 

dx 


dx 

dt 



df dz 
dz dt 


利用公式 (13), 就得 


/⑷= 


dl 

dx 


• COSO! + 


dy 


• cos 3 + 

) ■ 


dl 

dz 


COS7 ， 


由此即可推得我们的命题. 

现在提出这样一个问题：函数 在一给定点沿什么方向增大得最快 ？当然，这问题 
f 又当导数 


df(x 0 ) yo,z 0 ) 

dx 


df(XQ,y Q 、 z Q ) 

dy 


C 


dfixo.yo.zo) 



不同时等于零的场合始有意义（因为，否则沿任何方向的导数就要都等于零 .) 

在这一假定下，把 （12) 式的右方改 写为： 



a • cosa + b - cos /3 



c * cos ) 


\/a 


2 



6 2 + c 


2 


V 


COSA 




cosd 


c 




cos 


把括号内的各分数看作某一方向, g 的方向余弦: 


a 



cos A , 


b 


x / 


COS /i 


c 



COS V, 


于是我们就得出 


\/ a 2 + 6 2 + c 2 • 


(cos A * cosa + cos fi-cosd + cos z /* cos7 ) • 


最后,若用表示方向 P 及〖之间的夹角，则按照解析几何学上的已知公式，得 


dl 

dl 


\/ a 2 + 6 2 + c 2 - cos (^, I ) 


( 15 ) 


现在很易明了 5 若使/重合于^这导数将达到其最大值 
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在坐标轴上的投影为 （14) 的向量歹，就指出函数增大得最快的方向，而它的长 
g\ 就给出对应的导数的数值.这向量称为函数 /( M ) = f(x,y,z) 的梯度 . 


改写公式 （15) 为 


9/ 
81 


9 * cos (^,/) 


容易看出，若在方 向线/ 上放置长度为的线段 • 所彳.辱的向量恰巧就是梯度在这方 
向线上的投影. 

靨 • 

185. (一阶）微分的形式不变性设函数 m = f(x ； y ， z) 有连续的偏导数 
，而且:本身又都是新变元 t 及 V 的函数： 


X 


此外 y 


必 (M 


X(M )， 


它们也有连续偏导数.于是 [1 M ] 不仅复合函数 M 关于〖及 r 的 
导数存在，而且这些导数关于（及〃都为连续，这很容易由（ 8 )看出. 

假如 X , y ， z 是自变量，则我们知鼠函数 〃的 （全）微分等于 


du = u x * clx + u ! }l * dy + u z - dz. 


在当前的情形， w 已通过 x,y, z 的媒介而成为变元 f 及 u 的函数 • 因此，关于这 


些变元， u 的微分可写成: 


du = ui 4 dt + u[ t * dv 


但根据⑻， 


u t = u f x ^ x[ + v! v * y[ + u z - z[ 


同样 


u 


uL ■ X 



4 Vv 



vL • z 


把这些数值代入的表达式中，就有: 


du = (u’ x • x’ t + u’ y • y’ t + u z • z’ t ) • dt 




重新组合各项如下: 


du = v! x ♦ « • dt 十 x f v • dv) 

、 dt + y’ v • dv) 


+"4 • (y( 


u 


(4 - dt 



dv) 


不难看出，在括号内的式子不是别的，正是函数 x , y , z 的微分（关于6及4 



是我们可以写成: 


du 


u 


- dx + u y * dy 



u 


i - dz 
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我们得出的微分与取％ y , ^为自变量时的微分有同一形式(但此处的记号办，办， 
dz 当然已有别的意义). 

于是， 对于多元函数（一阶）微分的形式不变性亦能成立， 如同对于一元函数时 

一样①. 

可能碰到， x 、 y‘,z 是一些不同的变元的函数，例如 

x = W ⑷， y -槐 w ), z =咖，从0_ 

在这种场合，我们恒可以当作 


x = y = z = Xi ( t , v , w ), 

于是所有上述的讨论就都能适用于这情形了. 

推论当 x 反 y 都是一元函数时，我们曾有下面的 公式： 

d ( cx ) = c - dx . d{x 土 y ) = cb ; 土 dy . d ( xy ) = y ' dx + x - dy . 
x \ y • dx — x • dy 

yy ~ y 2 ■ 

这些公式当 x y ^ y 是任意个变元的函数时，即当 

2 = 冰， ％ …）， y = Hh …） 



时仍是正确的. 

证明最后的公式作为例子. 

为此，首先把当作自变量；于是 


d 


X 


乂 y 


• dx 


x 


y 


y 


2 


dy 


y • dx 


x * dy 


y 


2 


我们看到，在这一假定之下，微分的形式与一元函数 x 及 y 的微分形式相同.根 
据微分的形式不变性，可以断定这公式当 xAy 是任意个变元的函数时也正确. 

全微分的上述性质及由此得出的推论可以使我们简化求导数的手续， 例如： 


X 


1) darctg — 

y 


x 

+丨 一 
y 


2 


- d 



x 


\y 


y • dx — x • dy 
x 2 + y 2 


2) d 


x 


(x 2 + y 


2 


z 2 )dx — x - d(x z + y 


2 , „2 


x 2 + y 2 


z 


2 


之 2 ) 


(y 


2 


(x 2 + y 2 


z 2 ) 2 



C\ 9 \ 1 

z — x )ax — 2xy - dy — 2xz - dz 


(x 2 + y 2 z 2 ) 2 


①注意，若只假定一切所考察的函数都是可微的，则结论亦真实.要证实这点，只需证明可微函 
致的叠置仍为可微函数就够了. 
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因为各自变量的微分前面的系数就是对应的偏导数，故由此就能立刻得出这些偏导数的数值. 

例如.对于 w = arctg - 直接地有 

’ V 


而对于 u 


x 2 + y 2 + z 2 


du 一 y du 

dx x 2 y 2) dy 

就立刻得到 



du y 2 z 2 — x 2 du — 2 xy du _ 2 xz 

dx ( x 2 + y 2 + z 2 ) 2 、 dy ( x 2 + y 2 + z 2 ) 2 5 dz ( x 2 + y 2 + z 2 ) 2 

[比较 177 的 2) 及 3) 


186. 应用全微分于近似算法 类似于一元函数的微分 [108] 那样，多元函数的全微分也能 
成功地应用于近似算法中估计误差的 T 作.例如，设有函数 w 而且在确定: r 及 y 的数 

值时我们容许有误差，即如△: r 及那时，用变元的不准确的数值而算出的 u 值也将得有误 
M = / (.x + Ax . y + Ay ) - f ( x ， y )‘ 现在要谈的是误差 Aw 的估计，倘若已知误差 Arc 及 

的估值. 

用函数的微分（近似地）代换它的增量（这只当 Arr 及的值充分小时始认为可行)，就得 


Au = 


du 

dx 


• Ax + 


du 

dy 


•△仏 



这里的误差△: r 及 Ay 以及在它们前面的系数可能是正 7 也可能 是负； 所以把每一项取绝对值，就 
得出不等式 

a ^ du A du . A , 

Au < • Ax + — * \ Ay \. 

ax oy 

若用 8 iLSx , Sy 表示最大绝对误差（或绝对误差的限 度)， 则显然可以采用 



du 

dx 



du 

dy 


- Sy. 



举例 如下： 

1) 首先，借助于刚才引出的公式，容易建立在实际应用近似算法时的几条普通法则.设^ = 
. x ‘ y (式中 x > 0, y > 0), 于是 di / = yc/x + xdy \ 用增量代换微分，就得 △!/> = y • Ax + rr . Ay [参 
阅 （16) 或转而对误差的限度来说[参阅 （17)]: 


用等式 


Su = y ■ 5 x + x ‘ Sy . 


xy 的两端分别除这等式的两端，得出最后的公式 


Su 


u 


Sx 


x 



Sy 

y 



它表达这样的法则： 乘积的（最大）相对误差等于各因子的（最大）相对误差的总和. 

也可以更简单地进行如下：首先在公式 u = x ， y 两端取对数，而后再求 微分： 


\nu = \nx + Iny ， 






等等. 


①读者注意，我们计算 hru 的微分时，似乎把^当作是自变量▲一样，虽然事实上它是 z 及 y 的 

函数 [175]. 这附注以后仍须牢记. 
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x 


若^ ，则 依这方法求出 


\nu 




\nx ~ lny, 


du 


u 


dx 


x 


dy 

y 


取绝对值再改用最大误差，我们仍得公式 (18). 这样， 商的（最大）相对误差等于被除数及除 
数的（最大）相对误差的和 ■ 

2 ) 误差的汁算在地形学内经常应用，主要是用三角形的已测得元素而计算其非直接测 fl 的元 
素.下面举出这方面的两个例子. 


设在直角三角形 ABC 内（图103)， 


直角边 AB 


b 及与它邻 


接的角 ABAC 




a 已 测得； 另一直角边 a 可按照 公式 ： a 


‘ tga ' 


算出.问在测量 6 及 a 时的误差对于 a 的数值的影响怎样? 


求微分，得 


da 


tga^db + 


cos 2 a 


•da 


B 



于是 


Sa = tga - 8 b H --- * 8 a 


cos 2 a 


例如，设测量的结果得 


图103 


121.56 米士 0.05 米， Zq 


25°21 / 40 // ± 12 ;/ , 


于是 


a 


按照上面的公式确定在其中命 （56 


57,62米, 
0.05 ，而 


， 12" 
da — 


~ 206 265" 
60〃 x 60 x 360 


27T 


(因为 （5 a 须表示为弧度，而一弧度等于 


206 265〃). 我们就得到 


B 


P 


tga^8b 


0.0237, 


cos 2 a 


Sa 


0.0087, 


于是凑足小数第二位后可以当作 6 a 二 0.04 
57.62 米 士 0.04 米. 

3) 在斜三角形儿(图 104) 内，当按照公式 


0.04. 由此， 


a 


6 2 + c 2 — 26 c - cosa 


a 


A 


图104 


C 


U 确定一边 a 时，求其误差.利用 177 的例 5) 的结果，可按照公式 （17) 立刻写出 


Sa 



C - C0sa -Sb + 

a 


c 


b * cosa c be ， smo ： c 

- - oc H - * da 

a a 


由图 中直接看出有 


— c ♦cosa 


a ‘ cos7 . 


c — o ■cosa 


a ■ cos /?， 


be • sina 


ah 


中的 / la 的三角形由顶点 A 至其对边的高.这样，就有 


Sa 


cos 7 - 5 b + cos 3^5 c 4 - h a - Sa \ 


7 5 照这公式,很容易判断各个误差 Sb . Sc , Sa 对于 6a 的影响. 
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187. 齐次函数 

例如， 


大家知道，次数相同的诸项所组成的多项式称为齐次多项式. 

3 x 2 — 2 xy + 5 y 2 


是齐二次多项式.若给这里的: r 及^/各乘一因子则全多项式将获得因子 f 对于 
任何齐次多项式,类似的情况常能成立. 

即使性质较复杂的函数也能具有这样 性质； 例如，若取式子 


X ^ 



■ ln ? 


则当变元. X 及 y 都乘上 〖时， 它也获得因子 A 就这点而论,它与二次齐次多项式有 
类似之处.这种函数自然也称为二 次齐次函数. 

兹给出一般的定义： 

有定义于区域: D 中的 n 元函数/(心，… , x n ), 若当它的所有变元各乘上因子 t 

时，能获得因子即若能恒等地成立等式 





则函数 f ( xi , ■ ■ ■ , x n ) 就称为 m 次齐次函数. 

为了简单起见，我们假定 ， x n 及 t 在此处只取正值.又假设函数/的定 
义域 D 如果含有任一点 M ( x xr •- , x n ) 时也必含有当 Z > 0时的一切点 M t ( tx ir -, 
tx n )、 即含有由原点发出而经过点的射线. 

齐次函数的次数 m 可以是任何 实数; 例如，函数 

^. sin ^ + ^. cos " 

^ • y 

就是变元 Z 及的 7 T 次齐次函数. 

现在企图得出 m 次齐次函数的一般表达式. 

首先设 f { x u 为零次齐次 函数; 贝 U 

f { txi ) tx 2 , - - • , tx n ) = f ( x 1 , x 2 r - ，工 n ). 



令 t 



f(xi,x 2 , - - - .X n ) 




若引入 (n - 1) 元函数 


则得 


W (从 1， . * ■ ， ^ n - l ) = /(I ，以 1， ■ • ■ ， ^ n - l ) 7 
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由此，任一零次齐次函数可表示为它的所有变元对其中一变元的比的函数.显然其 
逆也真.于是上面的等式就给出零次齐次函数的一般表达式. 

若…，工 r > ) 是 m 次齐次函数（且只在这一场合)，则它对的比就是 
零次齐次函数，于是 


f(x 1 ) x 2 r- 

x 1 ^ 





这样，我们就得到 m 次齐次函数的一般表达式 


f(x 1 ,x 2 r 


蠡 » 


x 


x x ^ ip 


X 2 

Xl 




188. 欧拉公式 今假定 （ m 次）齐次函数 /( x , y ， z ) ①在（开）域 D 中有关于所 
有变元的连续偏导数.任意固定 P 中的一点 ( x 0 , y 0 , z 0 ), 根据基本恒等式 (19), 对于 
任何 t > 0就有： 

f(txo ， tyo ， tz Q )=t m . f(x 0 ,yo,z 0 )^ 

今关于 t 微分这 等式： 等式的左边按照复合函数的微分法则来微分®，右边单 
纯地当作幂函数来微分.则得 

f^(tx 0 , tyo,tz 0 ) - x 0 -f fy(txo,tyo,tz 0 ) - yo + f^txo. tyo.tzo) - z 0 
= mt rn ~ 1 - f ( x 0) y 0 , z 0 ). 

若在此处命 t 二1，则得出下面的 公式： 


f ^ xo . yo . zo ) * x 0 4- fy ( x 0) yG , z 0 ) - yo + f ^ xo ^ yo , z 0 ) - 2： 0 

= m-/(x 0 ,yo*2 ： o)- 

这样,对于任 一 点 ( x , y , z ), 成立等式 

f f x { x , y , z ) *x + fy ( x , y , z ) • y 4- f z ( x ‘ y ， z ) . z = f ( x ， y ， z ). (20) 

这等式称为欧拉 （ L . Euler ) 公式. 

我们看到了，任一有连续偏导数的 m 次齐次函数必满足这等式.今将证明 其逆: 
每一连续函数，连同自己的偏导数均为连续，且满足欧拉等式（20)，必为 m 次齐次 
函数. 

® 只为了写起来简便.我们才在此处限于讨论三个变元的情形. 

◎就 为了要应用这法则，我们才假定各偏导数均为连续 [181]. 
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实际上，设 f { x , y , z ) 是一个这样的 函数. 任意固定 x 0) yo , z 0 的数值而考察下面 
的， 的函数 （当， > 0时)： 

⑴— f ( tx 0 , tyo , tzo ) 

它当一切〖 > o 时是有定义而且连续的.按照分式的微分法则求它的导数 〆 (〖).就 
得一分式，其分子等于 

[f!c( tx o ： tyo,tz 0 ) - xq + fy(tx 0 Ay 0 ： tz 0 ) - y 0 + f z (tXQ,ty 0 ， tz 0 ) • z 0 ] . t 

—m ■ f ( tx 0 , tyo , tz 0 ). 

把欧拉公式 （ 2 0) 内的换成 txo ^ tyo . tzo , 就看到这分子是等于零的，于是 

= 0，而 #⑴= c =常数（当 Z > 0 时). 为了要确定常数 C ， 可在定义 p ⑴的等 
式内令 t = 1. 则得 

c 二 /( x 0 ， y 0 , z 0 ). 

因此， 

冰)二^^ =/( W ) 

或 

f ( tx 0 , ty 0 , tz 0 ) = t m - f { x 0 , y 0 , z 0 ), 

这便是所要证明的. 

可以说，欧拉公式与基本恒等式 （19) 同样可以作为 m 次齐次函数的特征式. 

§4. 高阶导数及高阶微分 

189. 高阶导数 若函数 u 二 /( akz ) ①在某一（开）区域 D 中有关于其中一 
个变元的偏导数，则这偏导数本身仍是 x ， y ， z 的函数，故仍能在某一点 ( xq ^ o ^ o ) 
有关于同一变元或另一变元的偏导数.这些后来得到的导数，对于起先的函数 w = 
f ( x ， y ， z ) 而言，就是二阶偏导数（或第二次的偏导数). 

例如，若一阶导数是关于 X 取的，则它（一阶导数）的关于 x ， y ， z 的导数便记成: 

= 9 2 f ( xo , y 0) zo ) d 2 u = d 2 f { x 0 , y 0) z 0 ) d 2 u _ d 2 f ( x 0 , y 0 , z 0 ) 

dx 2 dx 2 ’ dxdy dxdy ’ dxdz dxdz 

或 

^x 2 — /x 2 (*^0 ； 2/0 ? ^o)) ^xy = VQ^o) ■> ^xz = fxz VO ； 之 0)® ■ 

① 为了书写的简便 ; 我们在此处以讨论三元函数为限. 

② 自然，微分表示式必须看成整个的记号.分母中的加 2 约定代替 dxdx, 表示关于 x 微分二次， 

在 u 的右下角用标记: r 2 代替^意义亦与此完全一样.下文都须照这样去理解. ； 
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三阶导数、四阶导数等等，可用类似的方法定义 . n 阶偏导数的一般定义可以归 
纳地给出. 

注意，关于不同变元的高阶偏导数，例如 


d 2 u d 2 u d 4 u 

dxdy’ dydx' dxdydz 2 

称为 混合偏导数. 

例题1)设以=1、 3 2： 2 ; 贝[1 : 


U x - 

- Ax 3 y 3 z 2 , 

U 

^xy ~ 

i q 3 2 2 

= 12x y z , 

u, v : 

= 3x 4 ?y 2 2： 2 , 

u 

u 二 

^yx 

i o 3^ 2 ^2 

=12a: y z ^ 

/ 

从 z ~ 

= 2x 4 y 3 z, 

U 

U zx 二 

- Sx 3 y 3 

/// 

^xyz - 

- 24x 3 y 2 z, 

IV _ 

从 xyzx 一 

- 72x 2 y 2 z 、 

m _ 

^yxx ~ 

=36x 2 y 2 z 2 , 

IV _ 

^yxxz - 

= 72.x 2 y 2 2 , 

/// 

^zxy ~ 

- 2Ax 3 y 2 z, 

IV _ 

^zxyx ~ 

= 72x 2 y 2 z. 


2) 我们已经求岀函数 w = arctg -的偏导数 [177]: 

V 

du y du x 

dx x 2 y 2) dy x 2 + y 2 


今计算以后的 导数；有: 


d 2 u 

dx 2 

d 2 u 

dxdy 

d‘ 2 u 

dydx 




x 


2 


y 


2 


(工 


2 



y 2 ) 


2 



X 


2 


—y 


2 



d 2 u _ d / x \ _ 2 xy 
dy 2 dy \ x 2 y 2 ) ( x 2 + y 2 、 2 ’ 

d 3 u d ( 2 xy \ 6 xy 2 — 2 x 3 

dx 2 dy dy \ ( x 2 + y 2 ) 2 ) ( x 2 + y 2 ) 3 

d 3 u d ( x 2 — y 2 \ 6 xy 2 — 2. x * 3 

dydx 2 dx \ ( x 2 + y 2 ) 2 ) ( x 2 + y 2 ) 3 


等等 ■ 


3) 对于 函数从 


1 


yjx 2 ^ y 2 + z 2 


( x 


2 


2 , 2 
y +z 


2 依次有 
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d 2 u d 2 u 

dy 2 ’ dz 2 


也可用类似的式子表达.把它们相加，可证函数^满足方程 


d 2 u d 2 u d 2 u 



4) 设 y 




f (x ( it ) + 9^(^ — at )、 式中 


常数 



f { u )^{ u ) 是有着一阶及 


阶导数的两 


个任意函数 • 兹证不论/及 W 是怎样的函数， y 总满足方程 

利用复合函数的微分法则，求得 ® : 


dt 2 


a 


2 妒 y 

d x 2 


^ ~ f'{x -\- at) + ^{x — at), = f {x + at) + ^>"{x — at), 

= f [x - at) • a-\- (p f {x - at) - (-a), 

= f n (x + at) ' a 2 + ^p"{x — at) - (-a ) 2 = a - 

这便是所要证明的. 

5) 试证 

满足方程 

2 d 2 z d 2 z 2 d 2 z _ 

x •应 + 2xy ‘硕 + v = 0 ， 

其中的 w 及 a 表示任意函数（有着一阶及二阶导数). 

我们有 



最后三个导数依次乘以 x 2 、2 xy 、 y 2 然后相加，就得出 0. 


190. 关于混合导数的定理 在考察例题 1) 及 2) 时，可令人注意的是，关于同 
样的诸变元但依不同的次序取混合导数，结果相等. 

但须立刻注意，这从混合导数的定义内并不能必然导出，因为存在着这样的情 
形： 当取混合导数的次序不同时，所得的结果也不相等. 

例如，考察函数 


f (叫 y) 


xy 


- y 2 

x 2 + y 2 


(当 a 2 +〆 > 0时）, 


2 


/( 0 , 0 ) = 0 . 


①在记号//， 〆 ，■■♦内的一^撇表示函数 /( U ) 和 ( f ( u ) 关于变兀 U 的导数, 
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就有： 

f '^ y ) = y (当 + y2 > 0 时） 

/x(0,0) = 0. 

令 .T 取特殊值“零”则在 y 取任何值 (y = 0 亦算在内）时有： / i (0, y ) = 
这函数，得 fxy (0^ y ) = — 1. 由此推得，特别，在点 (0,0) 处也有 

/二(0,0) = -1. 

用同样方法求出在点 (0,0) 处的/匕得到 


— y . 关于 y 微分 



( 0 , 0 ) = 1 . 


因此，对于所考察的函数而言，/^(0,0)^ /。(0,0). 

然而，在例题内所看到的，仅微分次序不同的诸混合导数相等的事实决非偶然: 
它对于广大函数类在遵守一定条件时都能成立.我们从下一简单定理讨论起. 


定理 假定 1) 函数 f ( x ， y ) 定义于（开）区域 P 中， 2) 在这区域中存在着一阶 
导数 f f x J f y 及二阶混合导数/&及/“，且最后 3) 这些二阶导数/仏及/“作为 
X . XJ 的函数，它们在 P 中某一点 ( x 0 ，" 0 ) 为连续.那么，在这点 

fx y (xo,yo) = fy X (x 0 ,yo)> ⑴ 


证明 考察表达式： 

w= f(x 0 ^h.yo + k) 


f ( x 0 + h ， y Q ) — f ( xo , yo + / c ) + f ( x 0 , yo ) 

hk 


式中的心 / c 异于零，例如是正的，而且是如此之小，使得矩形 [ x 0 , x 0 + h \ yo,yo + k ' 
全部包含在 D 中； 我们就这样坚持直至讨论结束. 

今引入: c 的辅助函数： 


W ㈤ 


f ( x,yo + k ) 


f ， yo ) 


k 


根据 2) ，它在区间 [ x 0 , x 0 + h ] 中有导数 




fL( x ，yo + k) 


/ x (^^ o ) 




k 


故必为连续.借助于这函数，就可以把 W 的表达式 


W 


1 

f(xo + h ) y 0 + k ) f ( x 0 + h , y 0 ) 

/( 工 o ,2 /o + 左）一 f ( xo 、 yo )- 

h 

i k 

k J 


⑶ 


改写成 


W 二 


咖0 + - 咖 0) 

h 
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因为函数在区间 [ xo^xo + h ] 中满足拉格朗日定理 [ 112 ] 的一切条件，我们 
可以按照有限增量公式改写 W 成为： 

灰二 〆 ( X 。+ 你）= 以工0咸 y 肩- f ^ o ^ eh ^ y 0 ) {Q<9<1) 

k 

利用二阶导数 f ;( x ， y ) 的存在性，就可在区间 [ ye : Vo + k ] 中对于的函数 
fl( XQ + 0 h , y ) 再用一次有限增量公式.最后，得 

W^fJJxo + dh.yo + e^) ( 0 < 0 ，^ < 1 ). ( 3 ) 

但 W 的表达式一方面含有 o ; 及/ I ，另一方面以同样方式含有 y 及 L 因此，它 
们可以互换，引人辅助函数 

f ( x 0 + h , y ) - f ( x 0 , y ) 

糊二 - 1 - ， 

由类似的推断方法，可推得 结果： 


w = fy X (^ + 0 2 h , y o + d 3 k ) (0 < 0 2 .0 3 < 1). (4) 

比较⑶及⑷，即得 

fxy( x o + Vo + 9\ k ) = fy X (xo + 02 h , yo + O ^ k ). 

今使 h 及 k 趋于零，而在这等式两边取极限.由于因子^01^2^3都是有界的，上式 
左右两方的变元就都各趋于 xn 于是，根据 3) ,最后得： 


fxy( x 0^yo) = 


这便是所要证明的. 

这样，连续的混合导数/^ 与/^ 常相等. 

在前面举出的例子中，这些导数 



当 I — 0 j — 0时根本没有极限，因此在点 （0,0) 有间断：我们的定理自然不能应用于这种情 
形. 

把关于等式 （1) 的问题与168内所考察过的累次极限的问题相对照是很有趣 
的.若假定一阶导数存在，则把州的表达式写成 （2) 后,容易看到，有 

^ (3；0 + ^^~ 以 XO ， VO ) (/!=常数）， (5) 


同样有 , ;/ 、 

^ o W = f^yo^k)^-f x (xo.yo) 以 = 常数 ）. ⑺ 
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于是， 按照导数的定义有 



= lim lim W ) 

h — ^0 h >0 


⑹ 


A(x*o^o) = lim 以據 + fc z ) - 以補 ) = lim lim W (6*) 

y fc-vo k k^o h-^o v ’ 

这样，混合导数的存在及相等的问题与 W (作为 h 及 k 的函数）的累次极限的存在 
及相等的问题是完全相同的. 

这段附注使我们可以用下面的方式加强已证明的定理. 

假定，除一阶导数存在以外，在（: c 0 ， y 0 ) 的邻域内（即使除去这点本身）仅知混 
合导数之一例如 f “( x ， y ) 存在.其次，再设存在着有限极限 


lim fxy( x ^y) = A - 

X—^XQ ^ 

y—yo 

由此即可推得在点 ( x 0 ， y 0 ) 的两个混合导数存在且相等① 

事实上，由上述假定出发，可以像前面那样得出 等式⑶ ,然后利用函数 f : y ( x , y ) 
在点 ( x 0 ,2/ o ) 的极限存在，可以证明当 /I 及&同时趋于零时二重极限 存在： ‘ 


limW 


A 


h^O 

k ->0 


但由假定，单重极限⑸及 



都 存在； 于是，按照168的定理，累次极限⑹ 




也存在且相等.而这就是说导数 及 f ^ x { x 0 , y 0 ) 都存在且相等. 
191. 推广到_般情形最后，转向关于混合导数的一般定理的证明. 


定理设 n 元函数 u = f ( xi , X2 , ♦ ■ ■ , x n ) 定义于 n 维（开）域 X )中，且在这区域 
中有至 (k - 1) 阶为止的一切可能的偏导数以及一切 /c 阶混合导数，而且所有这些 
导数在 D 中都为连续. 


在这些条件之下，任一 / c 阶混合导数的数值就与进行逐次微分的次序无关. 
证明 当& = 2时定理已证明，于是，例如 

d 2 u d 2 u 

dxj dxi dxidxj 


实际上，要使这情形变成前一定理的情形，只要注意到，在求这些导数时，可以 


把一切其余的变元 


/ 






及％以外）编入常数值，因为所说的导数关于全体变元是 


连续的，那么当固定其余变元时，它关于变元&及％亦必为连续.今再设& > 2 . 


® 这命题属于施瓦兹 （ H . A . Schwarz ). 
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首先对下面的情形证明我们的 定理： 当计算 / C 阶导数时可以把其中两个相继的 
微分手续互相对调，即证明等式 


d k u 

dx h dx i 2 … dx ih dx ih+l - - - dx ik 



⑺ 


(此处的 … a + u … ik 是 n 个数1,2,…， n 中可能有重复的 A : 个数的某一 
种排列法 

逐次进行求这些导数所必需的微分手续时，我们看到，对于前 ( h -1) 阶导数在 
两种情形内是相同的.把对于 A : = 2时已经证明的定理应用于它们，则得 ( h + l ) 阶 
导数也相等.此后，在两边又都进行着相同的运算，当然导出相同的结果. 

因此，等式 （7) 成立，于是对于这种情形定理已经证明.但因为一切元素的互换 
可经由一系列的两个相继元素的互换而获得，故对于一般情形定理也已证明 了：在 

各 ， 关 于不同夺元的微分手绽的次序佰可以百 

% 

我们以后常假定一切导数都为连续，于是微分的次序对我们是不关紧要的.这 
使我们在以后表示混合导数时可以把关于同一变元的微分手续集合在一起.若^是 
〜. x 2 , …，^的函数,则我们就把那种导数写成 



式中的的+吻+…+〜二^至若 u 是 n ■. 的函数，则可写成 


d k u 

dx <y dy@ … dz 1 ' 

式中的 a + 0+...+ 7 = t 个别的“指数 ” a l5 a 2 ，…， a n 或 ,7 也可以是零: 
带有“指数”0的微分的出现，实际上，表示着没有对该变元施行微分. 

192. 复合函数的高阶导数 设有函数 


w = f(x 1 ,x 2) * - - ,x n ), 

式中的 X l 5 x 2 , •■- ,0： n 又各是变元的 函数： 

... dm) G = 1,2, … ， n). 

对于函数 / 及讲，假定它们都有关于一切变元的直到 A : 阶为止的连续偏导数.把 

u 看成变元 t u t 2 , …， t 7 n 的复合函数： 


U = ^(^1,^2, - - - ,t m ) =/( 外， (^ 2 ,… ,V? n ), 


今将证明， 复合函数也有直至 / C 阶为止的一切导数，而且它们都是连续的. 
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更准确地说，我们将证明下面的命题 :函数 F 的每一 k 阶导数存在， 且可 由函数 

/( 关于它的变元 〜私…， 的导数及函数灼 (关 于它 的变元 tht 2 、 的导 
数用乘法及加法来组成，这些导数都不超过 / C 阶. 


证明将按照数学归纳法进行.对于 k 


1 ，这命题 真实； 它可由以前的复合函数 


的导数公式 [181] 推得. 

假定这定理对于比&低的各阶导数为真;将证明它对于 A : 阶导数也为真.每一 
^阶导数系由某一 （fc - 1) 阶导数关于~中之一变元微分而得出.设想某一 （ A : - 1) 
阶导数.按照假定，它系由函数/及的关于变元: r 及力的不超过 - 1阶的导数用 


乘法及加法而得出，即它是上述导数的乘积之和.关于~来微分其中一个乘积，应当 
轮番地微分它的每一因子.若这因子是其中一个函数 p 的不超过 （ A : - 1) 阶的导数， 
则微分它的结果，我们得出同一函数的不超过 A : 阶的导数.又若它是函数/的不超 
H ( k - l ) 阶的导数，那么，把这导数看成变元 i 的复合函数,并对来微分它时，我 
们就是用已知的若干乘积之和来代换它 ®. 


结果，对于所考察的 A 阶导数,显然也得出刚才所指出的那种形式的表达式,这 
就证明了我们的命题. 


复合函数 F 的导数的连续性由其以/及仍的导数作成 F 的导数的方法而推 
得，因为/及仍的导数假定都是连续的. 


193. 高阶微分设在区域:^中给定某一函数以二八〜:^…^斗它有着一 
介连续偏导数 • 那时，如我们所知，称为（全）微分如的，就是下面的表 达式： 




du 

dx n 


dXn ， 


式中的 dx ] ， … ， dx n 是自变量 々 ，… 的任意增量. 

我们看到，也也是一个 . xm …， x n 的函数. 若假定 U 有二阶连续偏导数.则 
du 就有一阶连续偏导数，于是就能说到微分如的（全）微分 d(du), 它称为 u 的二 
阶微分，用记号来表示. 

必须着重指出, 在这时增量 dx 1) dx 2 r- 、 dx n 被看成常数，并且，当由一个微分 
转移到下一微分时，仍保持着同一数值 26) . 

这样，若利用 185 的微分法则，就有 


d 2 u 



• dx n ， 


①因为假定函数/的一切导数为连续，这就保证我们利用计算复合函数的导数的已知法则 [181 
是对的. 


26 )在所有的微分中把增量固定在同一值是十分重要的.这样可以认为所有的微分是自变量 
^1,^2, ■■- ,2： n 的函数 r 为了重复地对其施行微分，这是必要的[参看179目的脚注 25)]. 
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或展开得 




d 2 u 

dx n dx 2 





• dx n 


+2 

+2 


d 2 u 


8x18x2 


dx \ dx 2 



d 2 u 


dx\dxz 


dxidxs + 


■參零 


d 2 u 


dx 2 dx 3 


dx2dxs + 


■ ■ 學 


+ 2 


d 2 u 


dx n - idx n 


dx n -idx 


n 


仿此，可以定义三阶微分 A / 等等.总之，若 （k - 1 ) 阶微分 d k ^u 已确定，则 
A ： 阶微分就定义为 （ A : - 1) 阶微分的（全） 微分： 

若函数^存在着直至 A : 阶为止的所有各阶的连续偏导数，则这 A ; 阶微分的存 
在就有了保证.但各阶微分的展开式将愈来愈繁.为了简化它的记法，可用下面的方 
法. 

首先，在一阶微分的表达式内，约定“将字母^移到括弧外”；于是它就可以记 
号化地写成下面的 样式： 


du 


d 


\dxi 


dx 


d 



dx 


dx 2 + 


d 


» ■ ■ 


2 


dx 


dx 


n 


U 


n 


现在注意，若在二阶微分的表达式内也“将 u 移到括弧外”，则剩在括号内的式 


子在形式上就表示着 


d 


dxi 


dx 1 ™(- 


d 


dx 2 


dx 2 + 


d 


m » 



dx 


dx 


n 


n 


的平方的展开式，因此，二阶微分可以记号化地写成: 


d 2 u 



d 


\dx 


dx 


d 


l 



dx 


dx 2 + 


癱 ■ _ 


+ 


d 


2 


2 


dx 


dx 


u 


n 


仿此，可以记下三阶微分等等.一般的法则 是：在 A : 取任何值时，有记号化的等 



d k 


d 


u 


dx 


dxi + 


d 


dx 


dx 2 + 


» 钃蠱 


+ 


d 


k 


2 


dx 


dx 


n 


U 


⑻ 


n 


® 关于任意阶的偏微分的概念也容易建立，在此就不再讨论它了. 
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这公式必须这样来 理解： 首先把括号内的多项式按照代数学的乘幂法则形式地展开， 


以后所有各项“乘”以^(它补写在 分子护 的后面)，仅只在这一步以后， 
才回复到导数及微分的意义. 


切记号方 


我们曾看到，这法 则当& 
对于 d k ^ u 也必为真就够了. 


1，2时为真；因此，只需证明，若它对于 ( i 、 为真，贝 I 、 


假设这法则对于#〃能 成立， 就有展开式: 


d k 


u 




a k u 

• - * … • dx °^ a 

dx^dx^--dx^ 1 ' 2 71 


其中的总和是关于满足条件 QM + a 2 +…+ Q ： 
切可能组合而取的，且 


n 


k 的非负整数 以1，叱， 


^>1 ^2, 


k\ 


a 


CX\ !q ； 2^ ■ • * Of 


n 


是 “多项式公式中的”系数. 


由假定,存在着以+ 1) 阶连续导数，我们微分前面的公式，就得 


•，a 


的一 


d k ^u 


E &， 


o ： 2,a 


d kJrl u 


dx^dx^^-dx^ 


dx^^dx 


0^2 

2 


… dx 


a 

n 



沪 + 、 dx ^ dx a ^ ■ 

dx ^ l dx 2 2+l ' ' - dxn n 1 2 


• • dx^ n + 


d k+ 


u 



dx^ l dx2 2 ' - - dXn U+1 


dx 》 1 dx ? • 


- dx ^ 1 


显然，这式子也可以先由记号化的式子 




a：i ，的， … 


d k 


dx ^ dx ^ 2 


■ dx 


CV n 

n 



d 


x 




dxi 


dx\ 


d 





dx 


dx 2 + 


d 


■ ft 4 




• • dx 


Oi 

n 


作形式上的逐项相乘，再添写〃而得出.但这一 “乘积”不是别的，正是 


X 


d d 

^ dx \ — ^ dx 2 -- 

UX\ 0 X 2 

d d 

^^ dX ! + - ^ dx 2 + 

UXi OX2 




d 


ft 4P 1 


+ d^ dxn 

d . 


參 》 參 


+ 


-^-d Xl + 备 dx 2 + … + 备 dx n 

UX\ UX2 t)x n 


fc +1 


于是 


d k + 


u 


备 dx、+ ^-dx 2 + … + ^-dx n 

UX\ C/X2 t)x n 


k +1 


u 


这便是所要证明的. 
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由前面的讨论可见 fc 阶微分是 A ； 次齐次整 27) 多项式， 或常说是关于自变量的 

微分的& 次形式， 它们的系数 即为& 阶偏导数乘一为整数的常数 （ “多项式公式中 
的”系数). 

例如，若 w = f { x , y ), M 



等等 • 具体地令 w = arctg -, 

y 




变元的个数增加时微分表达式的繁复也递增.若 u = f ( x ， y ， z ), 那么，譬如，三 
阶微分的展开式是 


d 3 u 


d dx+ u 


d 


3 



dx 


d 3 u 

dz 3 


dy 



dz 


dz 


u 


do : 


dz 


3 




d 3 u 


dx 2 dy 


dx 2 dy 



d 3 u 
dx^ 

d 3 u 


dxdy 2 


3 



d 3 u 

dy 3 


dy 3 


dxdy 2 


+3 


d 3 u 


+3 


dx 2 dz 

d 3 u 

dydz 2 


93U 


dydz 2 + 6 


dxdz 2 

d 3 u 

dxdydz 


dy 2 dz 


dy 2 dz 


dxdydz . 


194. 复合函数的微分 设有复合函数 


U 


/($1,X2, 


X 


式中 

~ ^Pi (尤1， f 2， • ■ • ， ’. m )(< 二 1，2， . ‘ • ，打) . 

27 )术语“整”对于多项式来说强调的是在其记法中仅取自 变 量的整数幂. 
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在这种情形，一阶微分可以仍保持原来的 形式: 


du = 



du 

dx 2 


dx 2 H - h 


du 

dx n 


dx ji 


[根据一阶微分的形式不变性， 185]. 但这里的 dxudxi …, dx n 已不是自变量的微 
分，而是函数的微分，因此，本身就可能都是函数，而不是像前面那样的常数了 28) . 

现在计算这函数的二阶微分[若利用185的微分法则] 就有： 


d 2 u 


d 



du \ 
dxi) 



■ dx2 4 -- h d 



. dx n 




dx n 

2 


• u 




由此可见，对于高于一阶的微分,其形式的不变性一般并不成立. 

现在考察特殊情形，当^，抑,…，: r n 是…，的线性函数时，即当 


Xi — a\ \\ + a'P) 尤 2 + ■.. + tm + A (i = 1, 2, ••- , n) 

时,式中的 a 2 (j) 及汰是常数. 

在这情形，就有 


dxi = 0^^ dt\ + ... + o^ m ) dt m = 1st i + ■. • + = Ax^. 

我们看到，在这种情形， 一 切函数 ,^n 的一阶微分都是 常数， 都与 
…，。无关；因此，193证出的公式可以不加改变地取来应用.由此推得，将自 

变量 ^，巧，… ， x n 换成新变量 h ，^… ，( m 的线性函数以后，即使是高阶微分也能 

保持原来的形式.在其中微分 dxhdx 2 , … ， dx n 符合于增量 r 2 ，… ，△: r n ，但 
这些增量不是任意的，而是由增量△&，△&，... , At m 来决定的. 

这简单而重要的附注（属于柯西）我们在下一目内立刻就要用到它. 

195. 泰勒公式 我们已经知道 [126(13) ], 函数 F ⑴在它的前 n + 1 阶导数存 
在的条件之下，可以按照泰勒公式展开成下列 形式： 


F(t ) 二 F(to) + F’(t。）. (t 一 to) 

+ ^r^ // (^o) - (t — ^o ) 2 + … + —jF( n )(tQ).(t — to) n 

z\ nl 



______-f 0(t - to)) - (t 


亡 0) n+1 (0 < 6> < 1) 


28 ) 参看 177 目的脚注 24) • 
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(余项取拉格朗日式).令 

t — to = At = dt , F ( t ) — F ( t 0 ) = AF ( to ), 

就可以把这公式改 写成： 

△ F ( t 。) = ^(^ o ) + —( i 2 F (^ o ) + • • * + ~ d n F ( to ) 

+ ( n ^ 邱 。 + e.At) (0 < 0 < 1). 

3 k 时，须着重指出， 等式右边各微分式内具有各种不同幂次的数量出，确实等于参与 
于左边函数增量内的增量△，. 

最后形式的泰勒公式便被推广到多元函数的情形. 

为了简省书写的手续，我们以讨论二元函数 f ( x ， y ) 为限. 

假定在某一点 ( x 0 ， y 0 ) 的邻域内这函数有直到 (n + 1) 阶为止的一切阶的连续 

导数.分别给邱及加以增量&及但连接点（邱， y 0 ) 及（吻+ Z ^， 2/0 + △々）的 

直线段须不越出点 ( x 0 ， y 0 ) 的前述邻域之外. 

今将证明，在关于函数 f ( x ， y ) 的上述假定之下，下面的等式 成立： 

△/( 工 0 ，加 )=/|>0 + A.x,?/o + Ay) - f(x 0 ) yo) 

1 1 

= df(xo,y 0 ) + —d 2 f(xo,yo) + …+ —d n /(.T 0 , ?/o) 

2! n \ 

^(nTT )!^ 1 ^^ 0 + 0AX)Vo + 0 △ 以 ） <0 < x ) - ⑼ 

而且参 与在等式右边成为各种幂次的微分血及办，就等于产生左边函数增量的自 
变量的增量 Aa : 及 

为了证明，[如同183内的那样]可引入新自变量 t 令 

+ Ax , y = yo + t ■ Ay (0 ^ 1). (10) 

把这些 x 及 y 的值代人函数 f ( x ， y ), 则得一个变元 t 的复合函数： 

F ( t ) = f ( x 0 + t - Ax ., yo ^ t - Ay ). 

我们已经知道，这样引人的公式 （10) 在几何上表达着连接点 M 3(； r 0 , yo ) 与 M ,(xo 
+ A . x,?/o + Ay ) 的直线段. 

这样，我们就可以代替增量 

A /( x 0 , y 0 ) = /Oo + ^ x.yo + Ay ) - f ( x 0 , y 0 ), 

而考察辅助函数的 增量： 

AF (0)= F (1)- F (0), 
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因为二增量是相等的.但 F ⑷是一元函数,且有 [192] 直到71+ 1阶为止的连续导 
数； 因此,应用前已导出的泰勒公式，就得 

AF(O) = F( 1 ) - F( 0 ) = dF( 0 ) + ~^ 2 i^( 0 ) + …. 

Zr 晷 

+ _ L ^ F ( 0 ) + ^^ n +外）( 0 <^< 1 )； ( 11 ) 

这时,在右边出现的各种幕次的微分也就等于 At = 1 — 0 = 1. 

现在，利用下述性质：在变元的线性代换之下，高阶微分也保持其形式不变性， 
就可以写成 


dF(0)Oo ， y。）• cb + fy(x 0: y 0 ) - dy = df(x 0 ， y Q )， 
d 2 F(0)^f^ 2 {x o ,y o ) 'dx 1 + 2 ^(x 0 , y 0 ) - dxdy 

+f 心 ( x o ， yo) ■ dy 2 = d 2 f(x 0 ,y 0 ) 

等等.最后，对于 （n + 1) 阶微分，就有 

(T^Fid) = d 71 ^ 1 f(x 0 ^ 9Ax,y 0 ^ OAy). 

应特别注意的是，此处的微分血及兩/与以前取的增量 Ax 及 Ay 毫无差别.实 

际上， 

dx = Ax - dt = Ax^ dy — Ay - dt = Ay. 

把这一切代人展开式 (11), 就得出所需要的展开式 （9). 

读者应当了解，虽然取微分形式的泰勒公式关于多元函数的情况与关于一元函 
数的情况有同样简单的形式，但在展开时它的形式就繁复得多.请看，即使对于二元 
函数，它的前三项已显得是够繁 复了： 

/Oo + Ax,yo + Ay) — f(x 0 ) y 0 ) = [f^o^Vo) - Ax + /^(x 0 ,y 0 ) - △": 

+ ^[fx^( x o^yo) - Ax 2 + 2fJ y (x 0 ,yo) - AxAy + 以工 。，) ‘ Ay 2 . 

+ [/x3 Vo) - + 3f$ y ( x o ， yo) . Ax 2 Ay + ^fxy^( x o, Vo) - Aa:Ay 2 

+ / y 3(^ o ,^ o ) - Ay 3 ] + …. 

公式 （9) 当 n = 0 时也 成立； 我们已在 183 内考察过这一特殊情形. 

§5. 极值 • 最大值及最小值 

196. 多元函数的极值.必要条件设函数 


U = f ( x 1) x 2 , - - - , x n ) 
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定义于区域 P 中，且 …， O 是这区域的内点. 

若点 ( x ^. X2 , - • , X ^) 有一这样的邻域 

(. T ? - S . X ^ + S ] x ? 2 ; x ^- S . x 0 n + S ), 

使对于其中一切点都能成立不等式 

f ( x u x 2 r - . Xn ) < : x ° n ) : 

就说，函数 f ( x \. X 2 , - - - , X n ) 在点 ( x *5, X *2, * ' * ，0处有极大值（极小 值). 

若这邻域可以取得如此之小，以致等号可以去掉，即在除去点«成…， O 本 
身以外邻域中的每一点都能成立严格不等式 

f(x 1 ,X 2 r- ^n) < /(3：H …， O, 

(>) 

就说，函数在点 - ,4) 处有 真正的 极大值（极小 值); 否则，极大值（极小值) 
就称为广义的. 

极大值及极小值总称为极值. 

假定我们的函数在某一点处有极值.今将证明，若在这一点处 
存在着（有限）偏导数： 

则一切这些偏导数必都等于零，于是，一阶偏导数等于零就是极值存在的必要条件. 

为了证明这个论断，令: r 2 =巧，而々仍保持为 变量； 那么，我们 
就得到 A 的一元 函数： 

U = - ■ - ， 0 ‘ 

因为我们曾假定在点 （4,4, …， o 有极值存在（为了明确起见，设这是极大 
值)，所以由此推得，特别，在点 A = X ?的某 一 邻域 （4 - 4 + 6) 内必成立不等式 

/( xi , x ^, •• - , xl ) ^ /(« … , x 0 n ), 

于是上述的一元函数在点 A = 4将有极大值，由此按照费马定理 [109] 就推得 

,^ n ) =0. 

用同样方法可以证明在点（4,4, …， 4 ,) 处其他偏导数也都等于零. 

因此，对极值的“怀疑”就是那些点，在该点的一阶偏导数全等 于零； 它们的坐 
标可由解联立方程组 


f ， Xl (x U X 2 r- ， n ) =0, 

.0 ， Z2 ， ... ， : Tn) = 0, 


K 工 1，工2,… ，X n ) == 0, 
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求出 

像在一元函数的情形那样，这种点称为静 止点. 

附注 I . 在可微函数的情形，极值存在的必要条件还可以简 写成： 

df ( x u x 2 、 … , x n ) = 0, 

M 为，若 = / x 2 = * ■ * ^ fx n = 0, 则对于不论怎样的办 办 2 ,…，血… 恒有 

…‘, x n ) = f f Xi . dxi f f X2 ‘ dX 2 + * ■■ + / x n * ^ x n — 0- 

反之,若在所给点恒等地成立这条件，则由于 dxi , dx2 , - * * , dx n 是任意的，导数/丄、， 
/ i 2 ,…，/^就应该各别地都等 于零. 1 

II . 通常，被考察的函数/(%〜■••，〜）在整个区域内部都有有限偏导数，因 
此:, 使函数达到极值的点必定只能在诸静止点之中去找.然而，也会碰到这种情形， 
当在个别点处某些偏导数有无穷大值或全然不存在（而同时，其余的偏导数都等于 
零).当然，这种点也必须与静止点同样算作对极值“怀疑”的点[参阅下文： 201, 6)]. 

197 . 充分条件（二元函数的情形） 像在一元函数的情形那样，在静止点完全 
不能保证有极值存在.例如，若取简单的函数 z =抑来看，就有 < = %它 

们在唯一的点 一 原点 （0 , 0) 一 同时等于零，在该点又有^ = 0 . 但同时显见在 
这点的任一邻域内，函数既具有正值也具有负值，故并无极值.在图 92 上画着方程 
z = xy 的图像（双曲拋物 面)； 在原点的近处它具有鞍状，在一铅直坐标平面内向上 
凹曲，在另一铅直坐标平面内向下凹曲. 

这样，就引起关于在静止点极值存在（或不存在）的充分条件的问题.就是说 , 如 
何更进一步来研究这一点的问题. 

我们首先考察二元函数 f ( x ， y ) 的情形.假定在某一点 ( x 0) y 0 ) 的邻域内这函数 

有定义，连续，且有一阶及二阶连续偏导数，而且这点 ( x 0 , y 0 ) 就是静止点，即它满足 
条件 


fx ^ OjVo ) = 0, fy { x 0 , yo ) = o . ( la ) 

要确定我们的函数在点 ( xo ^ yo ) 究竟有无极值，自然须转而考察 

■ 

△ = /0 ，W - f ( XQ ， y 0 )‘ 

①对于二元函数 ; r = 它是可微分的——的情形，条件 

f f x( x ^y) = fy( x ^v) = ° 

有 着简单的几何 说明： 与曲面 z = f ( x , y ) 相切于对应于极值的点的切平面 [参阅 180(6)] 应当平行 
于平面. 
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按照泰勒公式 [195] 展开它到第二项为止.可是，因为假定（吻，加）是静止点，故第 
一项已消失，我们就得到 

△ = 士{/5 • △# + 2 ./V △，+ /$. Ay 2 ) ‘ (2) 

这时，±曾量 A : c ， 即由 x - x 0 ,y - y 0 充任，而一切导数都在某一点 

(xo + 8 Ax,yo + OAy ) (0 < 6 < 1) 

计算它们的数值. 

引入这些导数在受检点 ( x 0 , y 0 ) 的数值： 

= ft ( x o ， yo )， /^(- x 0 , yo ), ^22 = fy 2( x 0 , y 0 ), (3) 

并令 

f ^2 (xq + 6Ax^ yo + OAy) = an + o；ii ， 

Ixy (* . ■ ) = ail + ^12 ； fy 2 (* * * ) = 0,22 + 以22， 

于是，由于二阶导数的连续性， 

当 △：!； 4 0, △?/ — 0时，一切 a —^0. (4) 

把差 △ 写成 

1 

A = - {anAx 2 + 2ai2^xAy + a^l^y 1 + anAx 2 + 2a 12 A.xA?/ + a 2 2^y 2 }^ 

我们即将证明 ， △ 的性态基本上由表达式 

^11^22 — <^12的符号决定. 

为了使论证容易起见，我们引用极坐标，取 
( xo ^ o ) 作为极点，取通过它而且平行于 z 轴的 
半直线作为极轴（图 105). 设 p = y / △工 2 + ZV 
是点 ( xo ， yo ) 与 (^, y ) 之间的距离，而 w 表 tk 
连接它们的线段与极轴间的夹角，于是 △$ = 

pcosp ，Ay = psmip . 

这时我们关心的是将差 △ 写成： 

p 2 

A = — {an cos 2 + 2 a ±2 cos ipsiny ^ + a22sin 2 v ? 



图 105 


9 • n ^ 

+o；n cos (p + 2ai2 cospsinp + 0:22 sin" #}• 
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1 °首先设 ^11^22 - > 0. 


在这情形必有 a n a 22 > 0,于是 ail # 0,而在括号 {._•} 内的前三项可以表示 


为: 


an 


[(an cos(p + ai2 sin <p ) 2 + (a u a22 - d\ 2 ) * sin 2 #: 


⑸ 


由此很明显地，在括号内的表达式总是正的，于是上述的三项式对于一切 (^的 
值都不等于零，且保持着与系数 ail 相同的符号.它的绝对值，是区间 [0, 2 tt ] 内的 p 
的连续函数，它有（显然是正的）最小值 m [85]: 


r\ r\ 

an cos cp + 2ai2 cos (psimp + a^2 sin ip 彡 m > 0 . 


另一方面，若转而考察括号 { 


内的后 三项， 则由于 （4)， 对于一切#都有 


a n cos 2 (f + 2^12 cos Lpsimp + a'22 sin z ip 彡 |an | + 2 ai2 


2 



d‘22 < rrt 、 


只要 p (随之而 △% △々） 充分小 就行. 但那时，在括号 {••• } 内的整个表达式，这也就 
是说，差 △ 将保持着与三项式中第一项相同的符号，也就是与 a u 相同的符号. 

因此，若> 0时，则也有 △ > 0,即函数在被考察的点 (^, yo ) 有极 小值， 而 
当 a n < 0时，就有 △ < 0,即有极大值 • ：： / — r H i 〜 

2 。现在假定 a , iia22 — 0^2 < 0. ( ft « • Ci i . > ^ 

先讨论 an / 0 的情形，这时仍口」以利用 （5) 的变换.当# = pi = 0时，括号 
；-•] 内的表达式因为已变成0^，所以是正的.反之，若由条件 


CL\\ COS ip2 


a 12 simp 2 


0 


sin ( f 2^) 


确定 ^ 


^2,则⑸式的括号 


内将变成 ( ana 2 2 - al 2 ) siu 2 ip 2 , 因而是负的 • 



0 


充分小时，括号 { 


• ■ 


内的后三项，不论在# 


^1 





(^2 时都可成为任意小. 


故 △ 的符号即由前三项的符号来确定.这样,在被考察的点 ( xo . yo ) 的任意近处，在 
由角度 V ? = (^1 及 (f = ^>2 所确定的射线上，差 △ 将有异号的值.因此，在这点，函数 
不能有极值. 


若 


a n = 0 ,括号 } 内的前三项就变成 


2ai2 cos (/?sin(/? + a^i sin 2 ip — sin ip - (2ai2 cos^p + 吻 sin (/?), 


3 为此时必有 a 12 / 0,故可这样来确定角外 / 0,使 


0/12 sin(^i < 2 ai2 • cospi ， 

干是，当 p =外及 p = (^2 = - Wl 时,上述的三项式就有相反的符号，而讨论可同上 
面一样来完成. 
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因此，若 a u a 2 2 > 0,则在受检的静止点 ( x 0 ， y 0 ) 函数 f ( x ， y ) 有极值，就是， 

当 an < 0时有极大值，当 an > 0时有极小值.若 aua 22 — af 2 < 0，则函数没有极 
值. 

至于在 a n a 22 - a 2 12 ^ 0 的情形，要解决这问题，必须再研究其较高阶的 导数; 这 
个“怀疑”的情形我们将搁置不论. 


例题 1) 研究函数 


的极大值及极小值. 

计算偏导数： 



( p > 0, q >0) 




y 

V 


由此立刻看到，原点 (0,0) 是唯一的静止点. 
算出 flai ， ai 2 及 a 22, 得 



V 



CLV2 = 0 , <222 = 

Q 


由此， ana 2 2- a ? 2 >0. 因此在点 （0,0) 函数么有极 小值； 但这是明显而可直接证明的. 
在几何图形上我们的函数表示着顶点在原点的椭圆抛物面（比较图 93). 


2) z 



2 p 


2g 


(p > 0，g > 0); 




y 

Q 


在这里亦看出 （0,0) 是静 止点. 

算出 

1 n 1 

an = —， a\2 = 0. a22 = — ； 

P q 

由此 <211(222 — dl 2 < 0. 因此，函数没有极值. 

在几何上，我们这里遇见的是顶点在原点的双曲拋物面. 

3) z = y 2 ~{~ x 4 或 z = y 2 + x 3 ; 

在这两种情形静止点都是(0 ; 0),且在该点 d \ lCL 22 <2 i 2 = 0. 

我们的判别法并未给出答案：这时，显而易见，在前一情形有极小值，而在后一情形根本没有 
极值. 


附注以后 [236] 可以看出，本目的结果与关于曲线在奇异点近处的性态的几 
何问题紧密地关联着. 
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198. 充分条件 （一般 情形） 现在转而考察一般情形.设函数 f ( x u x 2r - , x n ) 
是在某一静止点 ( x ^ x ° 2 r - , x ° n ) 的邻域内定义着，连续，并有一阶及二阶连续导数. 

如同上面那样,按照泰勒公式展开 

△二 /(〜处，… ,^ n ) - /(工?乂-. ，心， 


得 




• A^i Ax 3 + …+ ^ fx ri _ lX 




Axi Ax 2 


式中的—切导数都在某一点 

(x^ + 9 Ax i ^2 + (9A.X2, - - - , x Q n + <9Ax n ) (0 < (9 < 1) 


计算它们的数值. 

在此处引入数值 



于是 

fxix k ( x i + 6* 心 1 ， … ,^n + 0 Ax n ) = a ik + a tk ① 

且 

当 Aii —()，■♦.， Ax n — 0 时 — 0. 
现在，我们所关心的式子 △ 可以写成 


n 


n 


A 


2 ^ 〉: a 认 ~h 〉: 


i，k = l 


k —1 


⑹ 



⑻ 


括号内的前一部分是函数 / 在所考察的点的二阶 微分; 它表示为变元 Ax l5 .*., Ax n 
的二次齐次多项式， 或即所谓二次型®. 下面将 看到， 我们所关心的问题的解答就与 

这二次型的性质有关. 

在高等代数内，变元 W •，如的二次型 

n 

〉: ^'ikViVk ifiik ~ (9) 

i ^ k =\ 

①显然， = ^ki (- S - = ^ ki ) * 

© 后一总和也有相似的形式 5 但其中的系数也是这些变元的函数. 
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若在各变元不同时等于零而取任何数值时恒有正（负）值，就称为正（负） 定的 .例如 

6乂 十十 14旧十 4?/ i ?/2 — 色 yiys — 2^2?/3 

就是正定二次型.只要把它表示为 

( 2"1 - ^ V 2,) 2 + 2(?/1 + 以 2 + 以 3) 2 + 3 ( 以 2 — 以 3 ) 2 , 

这事实就很明显了. 

在这种场合我们不能详述.单只举 出西尔维斯特 ( J . J . Sylvester ) 所发现的 （9) 式 
为正定的必要且充分的条件.它可以用一串不等式① 


flu > 0. 





an 

^12 

叫 3 

an 

^12 

> a 

) 






^21 

^22 

^23 

«21 

«22 








^31 

<^32 

勿 3 


> 0 , 


\ 






^\n 


^21 


^22 


以 2 n 


> 0 


^nl 


^n2 


nn 



来表 7 K . 

因为将负定二次型的所有项变号就得到正定二次型，反之也如此，所以容易由 
此找出负定二次型的特征，它可由一串不等式给出，这串不等式是由前面那一串不 
等式（从第一个开始）间隔改变不等式的方向而 得到： 


an < 0, 





an 

^12 

«13 

an 

&12 

>0 ， 






<^21 

^22 

<^23 

^21 

辽 22 






i 


^31 

^32 

«33 

n 


< 0 , 



an ai 2 

<^21 «22 

i • « » ■ ■ 

^nl ^ n 2 


^ln 


^ 2 n 



> 0 . 




利用这些概念，可叙述极值存在的充分 条件： 

①注意含有 VrV k {i + k ) 的项在⑼式内将遇见两次， 因此叫 = 0 如 就是队 训的系数的一半. 

对于刚才举出的例子，若算出 


an = 6, a 2 2 5 , a33 = 14 , ai2 = a 2 i = 2 , a 13 ^ a3i = — 4 , a 2 3 = a ^ 2 = — 1 ， 


检查条件的具备是很容易的. 
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若二阶微分，即二次型 




-其系数之值如 （6) - 是正 （负） 定的，则在受检点…，0函数有极小值 

级大值 )• 

为了证明，引人点（4,…， O 与 G T 1， 之间的距离 

P = \j 十…+ 


、人（ 8 )式的括号内提出 p 2 , 并令 

Ax 7 

— 

P 



改写 △ 的表达式成为 



一切&的数值并不同时等于零，因此，若二次型 （10) 是正定的，则在公式 （11) 
9括号内，前 一 和式恒有正号.进一步说，因为 


= (12) 

?=1 

=以必能找出这种正的常数 m ， 使对于&可能有的一切数值总有 

n 

i.k—1 

J 

实际上 ； 这一和式是变元&在全空间的连续数，特别，恠 I 茜足关系式 （12) 的点 
t …，60的集合人1(“球面”）中也是连续函数.但不难看出这集是闭集，即含有其 
二身的一切 聚点； 于是按照魏尔斯特拉斯定理 [ 173 , 参阅在它的证明后的附注丨所说 
3和式将在以中有最小值 m ， 它必然是正的，因为这一和 式在以 中的一切数值都 
正的. 

另一方面，从 （7) 看来， （11) 式右边括号内的后一和式当 P 充分小时显然在绝对 
I 上可小于 m ， 于是全括号内的值是正的.因此，在中心为点«…，的充分小 
:: J 球内 ； 差 △ 必取正值，由此可见在所说的点处函数/(以，…，〜）有极小值. 

同样，可以详尽地说明当二次型 （10) 是负定形式时函数有极大值. 
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1". 极值不存在的条件若二次型 （9) 能取具有相反符号的数值，它就称为不 
定的.这样的二次型如 

%i + W + 8yiy2 — Syiy3 — 2^2 2/3 - 

实 际上； 例如，当扒= l , y 2 = y 3 二 o 时它的值等于6, 而当扒 = l ， y 2 = -1,1/3 = 0 
时它的值等于 -1. 

现在我们可以给前目内已证明的命题以如下的 补充： 

若二次型 （10) 是不定的，则在受检点（4, … ,4) 处必无极值. 

设当△而 = / i 2 (?:= 1，2, …， n ) 时二次型 （10) 具有正值： 

n 

dikhihk > 0, (13) 

i,k — l 

而当 Ax ; = = 1，2,…， n ) 时具有负值： 

n 

〉: < 0. 

i , k=l 

首先令 

Axi = hit , t ^ 0 (i = 1，2,…， n )， 

它对应于沿着连接 （4 ，…， x 〖） 与 ( x ? + / ii , ■■- , x^ n + h n ) 的直线而移动.于是从⑻ 
式括号内提出（ 2 ,在这场合就得到 

t 2 ( n n 1 

^ ~ ~ \ 〉: ( Hkh 山 k + 〉: / - 

I i ,/ c=l i ， fc=l J 

由 （13) 知道括.号内的第一个和式是确定的正数.至于第二个和式，则当 t — 0时它 
的系数趋于零，因为在这时显然一切 — 0. 这就是说，在充分小的 t 时上述括号 
内的式子（随之而差 △ 的全部）成为正的，即在上述直线上充分接近于« …， O 
的点 ; 将有 ， 

/($1，‘ • • ， Zn ) 〉 /( 工1， ■ . ‘， $ n ) • 

另一方面，若取 


Axi = hit, 在 t / 0 时 （< =1 ， 2, …， n )， 

即沿着连接 （x〗，... ，0与 （W + Jii，... , x° n + h n ) 的另一直线而移动，则在其上充 
分接近于0?，…，40的点（即对应于充分小 的幻有 

/(工1,…，工 n ) < /0?，… ，心. 
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由此得证在受检点处不能有极大值，也不能有极小值. 

可能碰到这种情形，二次型 （9) 不取具异号的数值，但却不是正定或负定的，因 

为除变元的零值以外还有其他使它等于零的点：在这种情形，二次型称为半 定的. 例 

〜 — 111 

如，二次型 


yl J ryl^vl + 2?/iy 2 + 2yi7/3 + ^V 2 y：i = (yi + "2 + 从 3) 2 ; 

虽不取负值，但当每一次 


以1 + 2/2 + 以3 = 0 

时，例如说，当讥二妁=^ 而讥 = -I 时，它就等于零 • 

当二次型 （10) 是半定时，也是“可疑”的情形.在这种情形,可能有极值，也可能 
无极值，须视高阶导数的性质而决定，特别是当一切二阶导数在受检点都等于0时， 

应当引用高阶导数. 

对于“可疑”的情形我们不准备再研讨它. 

附注 对于一元函数 f ( x )， 二次型 （10) 变成一项 

/〃( x 0 ) • Ax 2 , 

式中的是受检点.这“二次型，’当 f ff ( xo ) > 0 时显然是正定的 ，当 /〃(吻）< 0 时 
是负定的.这样 ， 137 内的判定法就成为 198 内所述情形的特例. 

转到二元函数 f ( x , y ) 的情形，请注意 ， 197 的结果也包含在 198 及 199 所证明 

的情形内.容易看到， 197 内也已证明了二次型 

an Ax 2 + 2ai 2 AxA^/ + a22^y 2 

当^ 11^22 - > 0时是定型 （an > 0 时为正定 ， an < 0时为负定)，而当 ftn ^22 — 

a \ 2 < 0时是不定的. 

200. 函数的最大值及最小值.例题 设函数 w … ， x n ) 是在某一有 

界闭域 D 中有定义而且连续，并且在这域中（或许要除去某些个别的点）有有限偏 
导数.依魏尔斯特拉斯定理 [ 173 ], 在这区域中必能找出一点 （4, 成…在这 
点处函数取最大（小）值.若点 …， 4) 位于区域 P 的内部，则在这点处函数 
显然有极大值（极小值)，于是，在这种情形，我们所关心的点必定包含在对极值“怀 
疑”的各点内.然而函数 u 也可能在区域的周界上达到它的最大（小）值.因此，为 

了要找出函数 u 二 /( xi , •• - , x n ) 在区域: D 中的最大（小）值，必须找出一切对极值 
“怀疑”的内点，算出在这些点的函数值，然后再与区域周界上的函数值相比较；这些 
教值中的最大（小）值就是函数在全区域中的最大（小）值. 

用例题来说明上述的论点. 

1) 设需要求出函数 

u = sin x -h sin y — sm(x -f y) 
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在由 t 轴、 y 轴及直线 x + y = 2 n 所围成的三角形（图 106) 中的最 
大值.首先有 


U 


/ 

x 


cos X — cos(x 


y )、 


/ 


u 


cos y — cos(.x + y ). 


两导数在区域内部唯一的点 


3\/3 


2 n 2 tt \ 

u 


处同时等于零，在这点 u 


因为在区域的周界上，即在直线 






0，T + y 


2 tt 


我 


们的函数等于0,故上面求出的点 

2) 求函数 


2tt 2tt 


3 


显然使函数达到最大值 



H 106 


u = a 2 x 2 + b 2 y 2 - \- c ? z 2 — ( ax 2 + by 2 + cz 2 ) 2 

的最大值及最小值，其中变元: e , 仏 2： 由关系式 x 2 + 〆 + ? = 1所关联着（且 a > 6 > c > 0). 

由此关系式解出2： 2 ,并把它代人 IX 的表达式内，就得出函数 


u = ( a 2 - c ) x 2 + ( b 2 - c 2 ) y 2 + c 2 - [(a - c ) x 2 + (6 - c ) y 2 + c ] 2 , 

它是二自变量 z 及 y 在圆: r 2 + y 2 < 1 内的函数. 

导数 


u x — 2 x(a — c){(<2 + c ) - 2 [(a — c ) x 2 + (6 — c ) y 2 + c ]} ) 
u， y = - c){(b + c ) - 2 [(a - c ) x 2 + (6 - c ) y 2 + c ]} 


在下列各点同时等于零: 


⑴X 


V 


0 [u = 0 ), 


(2) z 




0 ，y 




土含 l" = i (6 ~ c) 


2 


(3) x — 




y 


u =-^ a ~ c ) 2 


现在必须转而考察区域的周界，即圆周 X 


2 



V 


2 


1. 由此方程确定？并把它代人 u 的表 


达式内，就得到区间[-1, 1] 内的一个变童 ： r 的 函数: 


U 


( a 2 


2 \ 2 . ^2 


X 



(a — b ) x 2 + b ] 2 . 


在这区间内部，导数 

u x — 2 (a — 6) 2 a:(l — 2x 2 ) ) 


当: r 为下列各值时等 于零： 

f 

( A ) x — 0 (u — 0), 
最后，注意在所考察的区间的端点有 



因此，必须比较数值 


(6) x = ±1 (u = ◦)■ 



200] 


§5. 极值. 最大值及最小值 


■ 369 • 


其中最小值为0,而最大值为 \( a - c ) 2 . 这就是所求的函数的最小值及最大值，它在下列诸点分 
別达到这些数值： 

( 0 , 0 ,± 1 ),( 0 ,,± 1 , 0 ),(± 1 , 0 , 0 ) 


及 

(士 万 0 ，* 忐) • 

一般说来，在二元函数 u = f ( x , y ) 的情形，区域通常是用一条（或几条）曲线为边界的.沿着 
2曲线（若有几条曲线，则沿着其中的每一条）变元; r 与 y 或是彼此之间存在函数关系，或是二 
音都是另一参变 M 的函数，于是函数 it 二 f ( x ， y ) 在域界上就成为一个变元的函数，它的最大（小) 
:直可用 139 已讲过的方法试求.例如，若曲线由参变童方程 


x = y = i ){ t ) 

给定，式中的 t 在区间 [ to , T ] 内变动着，则在这曲线上我们的函数就是 t 的（复合）函数: 

u = /(p(t )， 矽 ⑷) ， 

对于它，我们已能求其最大（小）值. 

3) 求四个非负数 x y y , z , t 的乘积 

u = xyzt 

的最大值，假定它们的和保持着常 数值： 


x + y^rz + t = 4 c . 

现在证明，当 U 的各因子相 等时 ： x = y = z = t = C ①、 它将得最大值. 
由所给条件确定 t : t = 4 c . — x — y — z , 把它代入 w 的表达式内： 

u = xyz(Ac — x — y — z ). 

茂们现在就有了一个三自变童 x 、 y、z 的函数，而需要求出它在由条件 


行确定的三维区域中的最大值.这区域在几何的形式上是一个以平面 x = 0 ,y = 0 ,z = 0, x-^y 
:= 4 c 为界的四面体. 

算岀各偏导数并使它们等 于零： 


du 

dx 


— yz(Ac — 2 x — y — z ) = 0、 


du 


xy(Ac — x — y — 2 z ) = 0. 


du 

dy 


zx (4 c — x — 2 y — z ) — 0. 


—三区域内部满足这些方程的仅有一点 x = y = z = c , 在这点 u = c ' 因为在区域的界面上^ = 0, 
= 〔在 X = y = z = c 这点函数确是达到最大值. 


力我们仅为了明确起见,取因子的数目等 于四； 其实对于任何个因子，结果总是相同的. 
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我们的论点已得证明（因为当 



V 



亦必 t 


) ①‘ 


般说来，在三元函数 w = f ( x ， y ， z ) 的情形，其区域通常是用曲面（或一系列的曲面）为界 
的，沿着这种曲面，变元 x , y ， z 就都成为某两参变量的函数（也可以就用这些变元之中的某两个 
作为参变量.例如 z = Ac - x - y ). 那时函数 w 也成为这两参变量的函数，于是怎样确定它在界 
面上的最大（小）值，已成为上面讲过的比较简单的问题了.其他由此类推. 


若函数 


U 


f{x U X 2 s' 



) 仅只给定在开的（或无界的）区域: D 中，则已不得预先断言它 


在区域中达到自己的最大（小）值.尽管如此，在个别情形这种最大（小）值仍能 存在； 我们将举例 
来说明如何证明这件事情. 


4) 求正数 x , y , z , t 的和 



x + y + z + t 


的最小值，假定它们的乘积保持着常数值: 


xyzt = c . 

将证明，当一切加数相等时 ： x = y = z = t = c ®， 获得最小值 • 

确定 t \ t — ,把它代入^的表达式内： 

xyz 

C 4 

u = x + y J rz -\ - • 

xyz 

我们需要找出这 x'y'z 的三元函数在由不等式 x>0,y> 0,2 > 0所确定的区域中（即在无界 
的，开的第一卦限内）的最小值. 

尝试应用以前的 方法： 若在区域中有一点，在该点我们的函数达到最小值，则如同以前那样这 
点应当是静止点之一.我们有 




= 0 , 


由此 ， 0 ； 二 y = z = 与此对应也有 t — c \ 这时 u = 4c. 

现在怎样检验这数值是真正的最小值？ 

显然，在接近界平面 Z = 0，^/ = cu = 0时，或是 ( x ， y ， z ) 趋于无穷远时，我们的函数从无 
限增大.因此可以把已求出的点用立方体 [ e . E ^^ Eis . E ] 围住，而取 E * > 0如此之大， e > 0如 
此之小，使得在这立方体之外以及它的境界上都有 u > 4c. 但在立方体中，如同在有界闭域中那 
样，函数^应当有最 小值； 现在已可明了，正是在上面求出的点处函数达到这数值，而且它也就是 
函数在全部原来区域中的最小值，这便是所要证明的. 


①由此结果推得，总和等于 4 c 的四个正数的乘积 xyzt 决不超过 c 4 , 于是 


xyzt ^ c 


x + y + 2 十亡 

4 


即几何中项不超过算术中项.这对于任何个数的数字都是正确的. 
②在此处可以重述前页的脚注. 
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附注 在例题1)，3)，4)所考察的区域中仅存在一个“可疑的”点.在这种情形，有时，虽然可 
以证明在这点函数有极大值（或极小值).然而，与一元函数的情形[参阅 139 的附注]不同，在此 

处，由这种只有一个极值的事实却不能作出结论，说这个极大（小）值必定就是函数在区域中的最 
大（小） 值. 


下面的简单例子说明这种结论实际上可能得出不正确的结果.考察定义于矩形 
中 的函数 

u = X 3 — Ax 2 -f 2 xy — y 2 • 

它 的导数 

u x = 3 x 2 — Sx - 2 y , u y — 2 x ~ 2 y 

在区域的限界内仅在点 (0,0) 都变为零.用 197 的判定法容易证明函数在这点有极大值（等于 0). 
然而这数值并不是函数在区域中的最大值，因为，例如在点（5,0)，函数 u = 25. 

因此，探求多元函数在区域中的最大值或最小值时，讨论极大值及极小值在实用上显然最 f 
p 要的. 7 


201. 应用问题 数学领域或其他科学和工程技术领域内的许多问题，常可归结于求某一函 
致的最大值或最小值的问题. 


下面的应用题 1) 至 4) 的解答与前目内讨论过的例题有密切关系. 

1) 在半径为只的已知圆的一切内接三角形中，求出其面积最大者 
囝 107). 

若用 x , y , z 表示三角形各边所对的中心角，则它们由关系式 


x y z = 2 tt 


互相联系着，由此 


z = 27 r — x — y . 


角形的面积 P 可借& y ， &丑 表示为: 



1 107 


P 


R 2 sin x H —— R 2 sin y H —— R 2 sin z 


2 


^[sinx + smy — sin(x + y )]^ 


交元: r 及 y 的变动区域在此处由条件 x ^0, y ^0 ,x + y ^2 jr 所确定.现在就需要求出使括号 
^的式子有最大值的那些变元的值. 

我们已知道 [ 200 , 例题 1 )] 这数值是 r ^ / 因而 z = ¥:得出的是等边三角形. 

2) 在已知周长为 2 p 的一切三角形中，求出面积尸为最大的三角形. 

设 x , y,z 表示三角形的边长；按照海伦公式， 


P = 



巨然，我们可以把 z 二 2 V - x - y 代人，将 P 改写成为 


p = \ j p(p -^)( p - y )(^ + y — v )、 
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再求这函数在某一三角形区域内的最大值，关于这区域在（160, 6) 内已讲过了. 

我们现在用另外的方法：把问题变成求几个正数的乘积 

u = (p - x)(p - y)(p - z ) 


的最大值，而设它们的和是常数： 

( p - x )^( p - y )^( p - z ) = 3 p -2 p = p . 

我们已经知道 [200, 例题3儿要达到极大值，一切乘数都应相等，于是 z ^ 得出的 

仍是等边三角形. 

3) 在已给椭球面 



的一切内接长方体（各边都平行于椭圆面的对称轴）中，求出有最大体积的长方体. 

若用 x ， y , z 表示长方体的一个顶点的坐标，这顶点位于第一卦限内，则其体积为= Sxyz . 
先不考察％而考察量 


— ” 2 =工 2 ^ ^ 

U 64a 2 6 2 c 2 a 2 b 2 c 2 5 

因为它们显然如同那样，在有同一数值时达到自己的最大值.关于 u 的最大值，问题又归 
结于前目例题 3) 去了. 


答案: 




y 





C 

7 !' 


4) 假定有某种气体（例如，空气）被压缩于唧筒压缩器内， 从大气压力 Po 增至压力 p > p 0 . 
这时压缩1千克气体所耗费的功，表示为 


A = 





其中是“气体常数”，： Tq 是气体在压缩前的绝对温度，而7是与压缩器构造有关的某一常数 
(> 1). 原始温度愈小时显然功亦愈小.要达到高度的压缩，这时节省所费的功是很要紧的，可 
以把全部压缩过程分成几个阶段，而在每两个阶段之间使被压缩的（同时亦在发热的）气体冷却. 

例如，设我们有三阶段的压缩器，附有两个中间冷却器，在冷却器内温度仍还原至: r Q . 若用 
pi 及 P 2 表示在第 一 及第二阶段末的压力，则压缩所耗费的总功就是 



于是就引起这样的 问题： 当给定 po , p,To Bt , 若要使所耗费的功的数量为最小，应该怎样选择 
中间压力 Pl 及 P 2. 

若弃去并不影响所求数量外及: P 2 的常数因子及常数项，则事情就变成去研究函数 




\Pl ) 
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的最小值.因为乘积 


一 1 


Pi 

Po 


P2 

Pi 


P _ 

P2 


PO 


呆持着常数，故利用 200 的例题 4)， 立刻看到，在一切被加数相等 


— 1 


Pi 

Po 


P 2 

Pi 


P _ 

P2 


即 


Pi 

Po 


P 2 

Pi 


P _ 

P 2 



U 达到最小值.由此知道相继的压力作成等比数列.因而 


Pi 


Po -P) P2 


PO ‘ p 2 . 


5) 在平面上给定一个边长为 a ， b,c 的三角形（图 
108); 在它上面可作无数个有已知高/ I 的锥体.要在 
其中求出有最小侧面积 S 的那一个. 

问题变成要去求锥体顶点的投影它的位置由 
-ZI a , 6, c 上的三条垂线％ y ， 2的数量所确定.若这点 
亏三角形本身位于边的同侧，则垂线之前附以正号，否 
别附以 负号.数量 x,y,z 由下列关系式联系着 （ P 表 
云三角形的面积)： 


ax + by + cz 


2P. 


/ h 


y 

X 




M 


i 


此 


2 P 



ax — by 


图 108 


我们所关心的侧面积 s ， 现在就可表示为 


a 




2 + h 2 + ^y 2 + h 2 + -yjz 2 + h 2 , 


弍中的 2 应当用求得的表达式 代人； 自变量的变动区域就是全部抑平面.我们有 


2S ： 


ax 


cz 


a 


x 



F 


z 


TIP 


o , 


2S ： 


by 


y 2 + h 2 


cz 


+ 7? 


0, 


或 


z 


h ? 


2 2 + / l 2 ’ 


由此 


X 


y 


z 


_?_ — y — Z rh 卟 - - 


- - -- _ , — , - s UM 上 Hj 山 — U — 厶 • 

\/x 2 + /i 2 ^Jy 2 + h 2 \J z 2 + h 2 ’ 

: f 应于此的点 M 是三角形的内切圆的中心. 

如同前目的例题 4) ，容易证明，与这样 x 及 y 的数值相对应的5 1 是最小值，由于当 z 或^/ 
弋限增大时 S 也无限增大. 
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6) 设在平面上给定不在同一直线上的三点 M 1 {a u b l ), M 2 ( a 2 , 6 2 ), M 3 ( a 3 , 6 3 ).要求出在这平 
面内的这样 一点， 使它至此三定点的距离之和为最小. 

取任意点 令 

Pi = \/ (x - a,) 2 + (y - bi) 2 (z = 1 , 2 , 3 ). 

于是，应该研讨函数 



除了在三个给定点以外，它到处存在着偏导数 

du x — a i ^ /, du v — r y — bi ^ 八 

& = 成， ~ = 喊， 

式 中的氏 表示直线 1VUM 与 x 轴间的交角. 

这样，对极值“怀疑”的点，首先要算 M u M . 2 ， M 3 在该处导数并不存在，其次是导数同时等 
于零的点 M 。 （我们将看到，它并不一定存在).因为当 z 或 y 无限增大时函数 w 显然也无限增 
大，故函数在上述各点中的某一点必能达到其最小值. 

要找出静止点 Mq , 可令二偏导数同时等 于零； 它给出条件 

cos + cos 62 + cos 63 = 0 , sin 0\ + sin 62 + sin 63 = 0 . 

一^式乘以 sin 62 ^ 第二式乘以 cos 02 ，相减，得 


sin(< 9 i - 0 2 ) 


sin (沒 2 — %)， 由此 0 \ — O2 




沒 2 — 汐 3 • 


同样，可得 


6-2 — Os 




O3 — 6 \. 


2tt 


这样，三直线 MiM 0 , M 2 Mo 5 M 3 M 0 中每二线之间的夹角应当等于而点 M 0 可由下列方法 

o 

求得：在三角形 MrM 2 M 3 的三边上各作一含弓形角#的弧，三弧的公共点即点 Mo . 


O^r 

若这三角形没有大于或等于 f 的内角，则此三弧确能 
在三 角形之内相交而确定 A 4, 这时，名边显然都对着顶点在^ 

2tt 

Mo 的等于 y 的角（图 109). 在这种情形，就必须比较 

在这四点的四个数值.我们将证明，在静止点 Mo 处^的数 

值必小于其他三个数值（这就是说，总是最小值).实际上，依 
“余弦定理” 


P 3 









O 


Mi M ? 


+ 9 MqK12 


> 


丨 M0M2 + 纟 


2 


Mo Mi 


图 109 


于是 


M\M2 > IVIqM 2 + —lidoAdi 


同样 


M\Mz Mq^[3 + A^oA/i 
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相加，得 

> MoA4i -\- iV/oJV /2 + AioiV /3 , 

即 

u ( Mx ) > u ( M 0 ). 

显然，此处的点可能换成 M2 或 M 3 , 这样证明便已完成. 

但当三角形 Mi M 2 M 3 有一内角等于或大于$时，情形就不同了.那时静止点根本不存在， 
而函数在所给点 M , , Mo , M 3 之一处，也就是在钝角的顶点处达到其最小值. 

这一问题的奇特性说明，在探求函数的最大（小）值时，除了静止点以外，导数不存在的点也 
须考虑在内丨参阅196,附注 iq . 

7) 推广应用题 1): 现在要求内接于所给圆（半径为丑）而有最大面积 P 的 （n + 1) 角形. 

用 Xi,X2, - • - , X n , X n +1 表示多角形各边所对的中心角；则有 

工 1 + 工 2 + … ■ + + ^n-\-l — 27T ， 


由此 

面积 P 等于 


Xn +1 = 2 tT — (xi + 5 C 2 + • ■ ♦ + ^ n )- 


P 


2 


R ♦ sinx] - {- — % sinx2 + • ♦ ■ + — * sina^. + ■- • siiix n +i; 

2 2 2 


苦把 $ n + l 换成它的表达式，则问题变成要探求函数 


u — sinxi + sin 2:2 + ■ ■ ■ + sinx n + sin[ 27 r — (.xi 十 X2 + ■ ♦ • + x n )\ 

的最大值，其中自变量 , a ; n , 的变动区域幻由不等式 

Xi 彡 0, 0；2 > 0,… ，工 l n > 0, XI + 工 2 + …+ 彡 27T 

确定，即 P 为 n 维单纯形 [162]. 

按照一般法则求岀导数并使它们等于零： 

COSXi — COs(a?i + $2 + …+ x n ) — 0, 


COS X n — COS(X\ + X2 + … • + Xn) = 0； 


区域内满足这些条件的唯一的内点是 

X\ = X2 = ^ = Xn 


2 n 

n + 1 


€因而也有 x n+1 



与它对应的是 


u 


(n + 1) sin 


27 T 


n + 1 


要证明它实在是 u 的最大值，需利用数学归纳法.当 n = 2时我们的论断在前目的例题 1) 内 


已经 证明. 现在假设它对于 n 项正弦之和的情形是正确的（这样它们的和的最大值就是 n.sin 


2 tt 


n 


要证明它对于 (n + l ) 项正弦之和也是正确的. 
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根据前面已作出的一般指示，必须把数值 ( n + 1) - sin ^pj 与函数在区域的境界上的数 
值相比较.例如，取“单纯形的边界”〜= 0;在它上面， u 将只是 n - 1个变元的 函数： 


u — sin XI + sin x 2 H -+ sin . T n _i -f sin [27 r - (,xi + 心 + •… + x n - i )], 


而且按照假设，在这里的最大值就是 


2 tt 


n • sm —— 

n 


• 对于其他的“边界”也可以证实同样的事情.但因 


n-sin^ 


n 


< (n + 1) • sin 


2冗① 




故我们的论点已证明，正多角形有最大的面积. 

8) 考察并联的电力输送网•图110是电路的草图，其中乂及 S 是电源的两端，而 A ， P 2 

Pn 是用电器，各需要电流 iuhin . 预先假设在线路上容许总的电位降落是 2 e , 现在需要确 
定导线各部分的截面积 5 使在全线路上用铜的分量为最小. 



图110 

显然， 只要考察导线之一，就说是 AA n , 已经够了，因为另一导线处于完全类似的条件下.用 

Jn 表示各部分 AA 1 , A 1 A 2) * - - , A n _ iyl n 的长（用米计)，用 gi ，奶， • • ■ ，如表示它们的 
截面积（毫米 2 )，那时表达式 

u = llQl + ^2Q2 + •… + InQn 

即表示所用铜量的总体积（厘米 3 );我们需要求出它的最小值，并注意着在导线 AA n 上电位的总 
降落应当等于 e . 

容易计算在线路的各段■■ - , A n - l ^ n 将流过怎样的电流 Ji , J 2 , •■ - , Jn ： 

Jl = M + ^2 + * * •+ in) J2 = $2 + … + in ， …、 J n = i n * 


若用 P 表示长 1 米截面 1 毫米 2 的铜导线的电阻，则这些线段的电阻就是 


ri 


ph 


^2 


ph 

Q2 




n 


pin 

Qn 


于是按照欧姆定律，在这些线段上对应的电位降落依次为 


ei = riJi = pllJl ， e 2 = r 2 J2 

Qi 


PI2J2 

Q2 


5 


. e 


J n 


pin Jn 

Qn 


为了要避免繁复的计算，代替变量 gi ,^ 2 , * * * 我们就导人 ei , e 2 , ■ * ■ , e n 它们是用如下简 
单的条件联系着： 


e i + <22 + …+ 1 + e n : = e ， 由此 = 6 一 6 i 一 62 一 _ • ■ 一 €n — l - 

①因为当 Z 从0增大至 7 T 时_是％的单调减函数（这不难用微分学的方法证明) 
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于是就有 


Qi 


pl \ J \ 


ei 


Q2 


phJ‘2 


62 


Qn 


plnJn 


n 


P^nJn 


e — ei 一 62 一…•一 6n-l 


因而 


u 


p 


Jl 


ei 


+ 


+ 


In — \Jn 


-1 


n 


Jn 


n 


e — ei — ■ • ， 一 e n — i 


其中自变量 ei , e 2 


71 


i 的变动区域由不等式 


ei >0,62 > 0 , 


>f « # 


) <2n-l 〉 0^ + 62 4 - 


• » V 


— 1 〈6 


(开的单纯形）确定. 

使^关于一切变元的导数等于零，得方程组 


Wl 


I 2 

U rtn 


Jn 


(e — ei — …一 e n - i ) 


0, 


U2 


/ 2 

U 


Jn 


(e — ei - e n - i) 2 


0. 


—1 Jn — 



n 


InJn 


(e — ei — …一 e n — i ) 


0, 


由此 I ； 仍引入有 


lh 


HJ2 


n 


J n, 


ei 


用 ^(A > 0) 表示这些比的公共数值.则 


ei 


A/i vJl ^ 62 


A ^2 V ^2^ 


. e 


n 


\ln J7i 


而且很容易由条件 ex 十 e 2 + ♦ • • + e n 




A 


Zl \J~J\ + ^2\/^2 + k • ■ + ln^/Jn 


因为当点 （ ei ， e 2, ♦…， e 


n 


) 接近于区域的边界时， u 就无限地增大，所以上面得出的 ei , e 2 , 


, e n _!( e n ) 的数值确使函数 w 获得最 小值. 

最后，回到原来的变量奶, g 2 , …，如，我们求得 


qv = q2 = 


P 


) 


Qn — y / Jn 


月此知道导线的最适当的截面积显然与对应的电流强度的平方根成正比例. 

9) 最小二乘法 所谓最小二乘法就是广泛使用的修正观测的方法，它的要素包括在下文内 


9) 最小二 

设要确定 


兽① 


m . x / y , z 的数值，若对于它们建立 n > 3个线性方程 


叫工十 biy + Ci,z = di (i = 1 ， 2,… • ， n )， 

①我们以三个为限，仅是为了写起来简便. 
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在 o ^ bi ' Q ' ch 之中某些系数从经验方法得出，只知其为近似值.这时，我们假定其中至少某三方 
程有异于零的行 列式； 例如，设 


(21 bi Cl 
Cl2 &2 C-2 
«3 C3 


# 0. 



然而由前面三个方程算出的 X ) V ) Z 的数值，一般说来，并不就精确地满足其余的方程（或则 


由于方程的系数内有着不可避免的误差，或则由于方程本身仅表示着近似等式).我们没有任何根 
据可以偏重其中某些方程而看轻其他式.而不论怎样选取 X, y, Z 的值，必须估计到有不可避免的 


误差 


S t = a t x + b z y + CiZ - di, 


我们只望达到这样的目的 5 使这些误差的平方之和: 


n 


n 




E 拉 


^^{aiX + biy + — d L ) 


2 


i 


为最小（最小二乘法即由此得名).换句话说，使函数 W 二 W(x,p,z) 获得最小值的 x ， y、z 的值 
就认为是最符合于实验结果的数值， 

按照一般法则，要求出这些 x )V) z 的数值，可使关于 x,y,z 的导数等 于零： 


n 


2 ^2 Odi^iiX + biy + c 2 z — di) 


0, 


i = l 


n 


2 ^ bi(aiX + biy + az — di) 


0 


% 


n 


2 ^ Ci(aiX + biy + az - di) 


a 


高斯 ( C . F . Gauss ) 引用其他记号来表示仅具相异下标的同类型项的总和，如 


71 


n 


aa] 代替 


2 


_db] 代替 〉 ' CLibi ， 等等. 


上述确定 X ) V ) Z 的数值的三个方程用高斯的记法就可改写成 


aa]x + [ab]y + [ac]z 


[ba]x 



[bb]y + [bc]z 


ca]x + [cb] y + 


cc 


7 . 




\bd}. 

cdh 

m 


它们称为标准方程组. 

为了要证实用这些方程可以单值地确定 x , y , z 的值，需要先证明方程组的行列式异于零.但 
按照已知的代数定理，这行列式的平方可表示为 

[aa] [ab] 

[ba] [bb] 

[ca] [cb] 


ac 


be 


cc 


2 





Oj% 


a j 


bi 


Ci 




Cfc 


2 
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其中右边的和是关于从 n 个下标1，2,…， n 中每次取三个的一切可能的组合 ( ij , k ) 而取的.因 
为按照我们的假定，右边诸行列式内至少有一个异于零，故由此推得左边的行列式也不等于零. 

尚需证明由标准方程组所确定的变元之值确能使函数 W 获得最小值.为此，例如，只要证明, 
在半径足够大的球体之外， W 可成为适当的大就够了. 

为此目的，考察在 W 的表达式中前面三个括号内的数值： 

aix + biy + dz - d\ = uu a^x + b^y 4 - C2Z 一 cfe = 乜 2 * + b^y -f c^z - = m. 


由于 （14)， Xd ，2 也可用这些数值 U U U 2, U 3 线性地表示出来，并且带有完全确定的常系数，因此当 
u u u 2 , u 3 全部为有界数量时，: c ， 仏 2 本身也必定是有界数量.由此已很明显，当 r 2 = x 2 + y 2 + z 2 


无限增大时， 



ul +以(随之而也必无限增大. 
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§1. 函数行列式的性质 


202. 函数行列式（雅可比式）的定义 在本章内（在本书的其他部分也如此)， 
一 种由偏导数所组成的特殊行列式是我们研究问题的重要工具.我们先来研究它的 
基本性质. 

设已给71个变元的 n 个函数 


Vi = /l($U2,. … ,^n), 

V 2 = /2(工1，工2,…，工 n )， 



Vn ~ /n($l ， 工 2, 



它定义于某一 n 维区域 D 中，且在这区域中有关于一切变元的连续偏导数.我们用 
这些导数组成行列式 


dyi dyi dyi 

dxi 8x2 dx n 

dy2 dy 2 dy 2 

dxi dx2 dx n 

■ ■«« * » « 參參蠢 

dy n dy n dy n 

dxi dx2 dx n 


这行列式通常称为方程组⑴的 雅可比函数行列式， 或雅可比式， 以纪念首先研 
究它的性质及应用①的德国数学家雅可比 ( C . G . J . Jacobi ). 为了简明起见，用类似于 

①与雅可比同时奥斯特洛格拉得斯基 ( M . V . Ostrogradskii ) 也引用过雅可比式. 
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导数标记的记号 

D ( y u y 2 , … ， yn ) 

D(Xi,X 2) - - - ,X n )' 

来表示它.雅可比式有着与普通导数相似的一系列性质. 


203. 雅可比式的乘法 在函数组 （1) 以外，再取在区域 P 中有定义且有连续 
偏导数的函数组 


工1 =沪 1( 亡1， 七2,… ，亡 n )， 
工 2 = 中 2 ( 亡 1 ，力 2 ， •… ，尤 n ) ， 


~ Wn (亡1， f 2， ■ ‘ ’，力 n)，J 


⑵ 


假设当点 （ ti ， t 2 ，… ， i n ) 在 P 中变动时，对应点 ( xi , x 2 . ■•- , x n ) 不越出区域： D , 于是 
就可以借 X !, x 2 r - - , x n 为媒介而把 yi ， y 2, …） y n 看成是 t \ M , •■- 的复合函数. 

现在要把方程组 （1) 的雅可比式乘以方程组 （2) 的雅可比式： 


0 a ; 1 dxi dxi 

dti dt 2 dt n 

3 x 2 dX2 dx2 

dti dt2 dt n 

_»» %響》 Ak 參 4 » • 

dx n dx n dx n 

dti dt 2 dt n 


由行列式理论中我们已经知道行列式乘法的定理 5 它由公式 


^11 

Cb\2 •… 

^ln 

^21 

a 22 … 

<^2n 


^nl a n 2 ' ^nn 


6 n bri … bi n 

^21 ^22 … ^2 n 



C 11 

C 12 • ■ • 

^ln 

021 

參 i> * 

C22 ■ . • 

» « 鲁 參參. 

^2n 

參 * » 

^nl 

Cn2 … 

Cnn 


表达着，其中最后一个行列式内的一般元素是 


^ik ~ H - ^i2^2k H~ • • • H~ ^in^nk ( 义， ^ = 1 ， 2 ， •… ， 71) 
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(按照“行乘以列”的规则相乘).应用这公式于函数行列式，则得 


dyi 

dxi 

dij2 

dx 飞 


dyi 

dx 

dy2 

dx 


dyi 

dx 

dy2 



dy n 

dx 


l 


dy_ 

dx 


dyi dxi 

dxi dt\ 

dy2 dxi 


+ 


+ 


dyn 

dx 
dyi dx 


dxi 

dti 

dx2 

dti 


dxi 

dt 2 

8X2 

dt2 


dxi 

dt 

dx 

di 


dx 

dti 


dx 


dt 2 


dyi dx 


dxi dti 


+ 


+ 


dx n dt 
dy 2 dx 


dx\ dt 
dy 2 dx 


+ 


+ 


dx 

dt n 

dyi dx 


dx^ dt 


dxi dt n 


+ 


+ 


dx n dt 

dy 2 dx 




dy n dx 


dxi dti 


+ 


+ 


dy n dx n 

dx^ dU 


dy n dxi 

dx 1 dt n 


+ 


+ 


dy n dx 


dxr, dt 


注意到复合函数的导数公式后，就知道这行列式的一般元素是 


dyi dx 


1 


dx\ dtk 


+ 


+ 


dyi dx 


dx n dt k 


dyi 

dtk 


k 


M ， 


■ • 


，几)， 


我们就可以把最后的行列式改写成 


dyi 

dyi 

dyi 

dti 

dt 2 

9t n 

dyo 

dy2 

dy2 

dt\ 

钃 to 4 

dt 2 

■ ■鼴 ■ ■ 

dtn 

■ • « • 

dy n 

dy n 

dy n 


dti dt2 


dt 


刚才所证明的是雅可比式的第一性质，可以简写成 


D(y 1) y 2 , 


> Vn) 


D { x u x 2 


) 



D ( yi ) y 2 


Vn) 


D(x l) x 2 , 


) 



邱 1 八 2 


亡 n ) 


D(t U t 2 


，’ n ) 


(3) 


如果 y 是: r ： 的一个函数，其中 x 又是 f 的函数，则我们就可由此得到已知的复 
合函数的导数公式：这样，刚才导出的雅可比式的性质就成为复合函 

ax dt at 

数的导数公式的推广. 

请注意当变元 h , t 2 , … ， t n 恒等于扒，於 ，…， 如的特别情形，这时函数组 （2) 就 
是函数组⑴的结果 ©. 于是刚才所得的关系式便是： 

D(yi,V2, - - - ,Vn) _ 1)( 工 1 ，工 2, … ,X n ) = 1 

D ( xi , X2 , - - - , x n ) D ( y u y 2 、 … , y n ) 


® 我们在此处假设这种转变有可能，参阅下节. 
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或 



1 

P ( x 1 ) x 2 , - - - , x n ) 
D(y u y 2 r- ^Vn) 


在这种形式之下，它类似于反函数的导数公式. 


⑷ 


204. 函数矩阵（雅可比矩阵）的乘法 设有 n(n > m ) 个变元仏町，…，〜的 

m 个函数 yi ， y 2, … , Vm - 


Vi = h { x u x 2 r - ，〜)， 

V2 = /2 ( 工 1 ， $2 ，•… ， 工 n) ， 


\ Vm = fm (工 1 ，工 2 ， $n ) ， 

其中变元 Xi , X 2 , ■■- , x n 又是 m 个变元- - - ytm 的函数: 

^1 = (亡 1，力2 ,… ， im)) 

^2 = ^2(^1 ^2-…， t m )， 


y 工 n 二 ^Pn {^1 、七 2, ■ . • ' irri) - 

假定在两种情形下都存在连续偏导数，今将求出 奶，於，•…， .作为，…， 
t m 的函数时的雅可比式的表达式. 

在行列式的理论内曾证明关于矩阵乘法的一般定理（上面所用行列式乘法的定 
理是它的特殊情形).现在我们来考察两个矩阵 



叫做它们的 乘积， 它的元素由公式 


Cik = H - ^i2^2k "l - * * * H - ^in^nk /c 二 1 ， 2 ， • ‘ . ， 771) 
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来计算 • 对应于这方阵的行列式等于 和式: 


^ l 2 i CLli 2 


. E 

(i 1 ，… )^m ) 


a 2i Y Cl2i 



^mii ^ mi2 



a 2i m 





bi'2 ■•’ ^ii77i 

^ 2 1 bi 2 2 bi 27n 

■鲁鲁 蠱 ■蠱 

~ m i b im 2 … b ‘ m 


这和式是从 n 个标号 l ， 2 , …， n 内每次取 m 个的一切可能组合 （ h ， i 2 , …， i m ) 而遍 
取的. 

应用这结果于“函数矩阵”(即“雅可比矩阵”） 


/ dyi 

dxi dx2 

dy2 dy 2 

dxi dx2 
* ♦ • # # ■ 

^Vm ^Vm 

V dxi 8x2 

我们得到 




dyi dxi 

dxi dti 

dy2 dx l 

dxi dti 


+ 

+ 


dy\ dx n 
dx n dti 

dy2 dx n 
dx n dti 





dyi dx n 

石亡 m 




dy2 dx n 

己工 71 Otjrfl 


^Vm d 工 n 


' E 

($1，《2 ，… ，么 m ) 


dyi 

dx h 

dy2 

dx {l 

■ » • 

^Vm 

dx Zl 


dyi 


dx l2 

dy2 


dx i2 


^Vm 


dXo 


义 2 


dyi 

dxi m 

dy2 

dx ^ 

°m 

■ _ ■ 

^Vm 

dx ^ 

v m 


dx h 

dx n 

dti 

dt 2 

dx i2 

dx t2 

dti 

dt 2 

• * # 

钃 》 _ 

dx irn 

dti 

dt 2 


dt m 

dx i2 

dim 

dx iTn 

dt m 


若再回忆复合函数的导数公式，则在这等式左边的行列式可以 写成: 


dyi dyi dy^ 

dti dt 2 dt m 

dm dy2 dy2_ 

dti dt 2 dtm 

■■參 》#■ ■»» ■鲁 ■ 

dy m dy m dy m 

dti dt 2 dtm 
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等式右边的和式是从 n 个标号1，2,…， n 内每次取 m 个的一切可能组合而遍取的. 

当 m = 1时所证明的公式变成熟知的（借若干中间变量的）复合函数的微分 


公式 


dy dy dx { 


因此就成为它的推广. 

还须注意当 n = 3而 m = 2时由我们的公式所得出的一种特殊 情形: 


Djyuy^) = Djy u y2) . D (工 1 ，工 2 ) D(yi^V2) . D(x 2 ，： r 3 ) 

D(t u t 2 ) D(x 1 ,x 2 ) D(t u t 2 ) D(x 2 ,x 3 ) D(t u t 2 ) 

D(yuy2) ♦ Djxs.xx) 

D(x 3 ,xi) DitxM) ' 


这公式经常特别地有用. 

我们已建立雅可比式的（类似于普通导数的） 一 系列的形式的 性质； 再有将在 
210 , 8) 中导出的一个公式也属于此.但在隐函数理论（参看下面 §2) 中，尤其是在 
二重、三重以及一般多重积分（参看第三卷）的变量变换的问题中，导数与雅可比式 
之间表现出更深刻的相似性. 


§2. 隐函数 


205. 一元隐函数的概念 假定二变元 x 及 y 的值用方程互相联系着，若把这 
方程的一切项都移至左边，则在一般情形，其形式为 


F ( x , y ) = 0. (1) 

此处的 F ( x , y ) 是在某一区域中给定的二元函数.若对于每一: c 值——在某一区间 
内——存在一个或几个2/值，它们与 x 同时满足方程（1)，则函数 y = /( x ) 由此确 
定是单值的还是多值的，于是，方程 


便成为关于 z 的恒等式. 

例如，取方程 


F ( xj ( x ))=0 



( 2 ) 
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它显然确定 y 为 x 在区间[- a ， a ] 内的双值函数，即 



又若把这函数代换方程 （ la ) 内的％ 则得恒等式. 

在这里我们可以用 z 的初等函数写岀 y 的很简单的解析表达式.然而事情并非 
常常如此顺利的.若取我们曾经遇见的方程[仅变元的表示法有不同， 83] 

y - x — esiny = 0 (0 < e < 1)， 

来看，我们知道，由这方程确定 y 为 x 的单值函数,虽然用有限形式它却不能用初等 
函数表达出来. 

若函数 y 二/0)是由未曾解出（关于 y ) 的方程⑴所给定，它就称为隐函数; 
若研究其中 y 对$的直接关系，它就成为显函数.读者当能明了，这些术语仅叙述 
函数= /( x ) 的表示方法，而并未涉及它的性质.[严格地说，函数的隐示式与显示 
式的对立性仅当显示式被理解为显的解析表示式时始能显得十分 明确； 不然，若把 
按照任何规则 [ 4 5] 所给定的函数都看作显函数，则借助于方程 （1) 以确定^ /为: r 的 
函数并不劣于其他任何方法」 

在最简单的情形，当方程⑴是代数方程时，即当函数 F ( x , y ) 是: r 及 y 的整多 
项式时，由此而确定的 z 的隐函数 y (—般是多值函数）称为代数函数.若方程（关 
于以）的方次不超过四，则代数函数总可以表示为含有根式的显函数，在幂次高于四 
时这样的表达式仅在例外的情形始为可能. 

目前我们仅关心于“隐，’函数的存在及单值的问题（以及它的其他性质)，不管 

它能 否用解析公式表示为“显”式与否. 可是这样提出的并非新的 问题； 当涉及反函 
数的存在及性质时我们已讨论过这问题的特殊情形，那时曾用方程 



确定0：为 y 的“隐”函数. 

上述问题的几何解释是大有教益的.方程 （1) 在某 
种场合下表示平面曲线[例如大家知道方程 （ la ) 表示 
着椭圆（图 111)]; 在这种情形，它称为曲线的隐示 方程. 
问题归结于 ：曲线 （1)( 或它的一部分）能否用右边单值 
函数的普通方程 y = /(： r ) 来表示？几何意义是，曲线 
(或它的一部分）与平行于轴的直线仅相交于一点. 

若我们希望得到单值函数，则像在椭圆的例子内所 
看到的，不仅需要限定 a ; 的变动区域，还要限定 y 的变 
动区域. 


少个 




图111 
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为了简明起见，我们就说， 在矩形 [ a ， tr , c ， d ) 内方程⑴确定 y 为： r 的单值函数， 

如果对于区间 ( a ， b ) 内的: r 的每一值，在区间 ( c ， d ) 内方程⑴有一个，且仅有一个 
根"_ 

通常我们将只关心于满足方程 （1)( 位于曲线上）的某一定点 ( x 0 ,2/ o ), 并取这点 

的一个邻域作为上述的矩形.这样，例如在椭圆（图 111) 的情形，显然可以断定，方 

程 ( la ), 除椭圆长轴上的顶点 A , A ; 以外，在橢圆上任一点的充分小的邻域内确定纵 
标2/为横标 o : 的单值函数. 

206. 隐函数的存在现在将建立保证单值连续隐函数存在的条件. 

定理1 假定 1) 函数 F ( x ， y ) 在以点 ( xo ^ yo ) 为中心的某一邻域 


V = [xq — A , xq + △; 如 — + A ’ 

■ 

中有定义而且 连续； 

在这点等 于零： F ( x O ) yo ) = 0; 

3) 当 z 为常数时，函数 F ( x ， y ) 随着的增大而单调增大（或单调减小).那么， 

a ) 在点 ( x 0 , y 0 ) 的某一邻域内，方程⑴确定 y 为: r 的单值 函数 ： y 二 /(>); 

6 )当 x = xq 时这函数具有数值 2/0 : f ( x 0 ) = yo ； 最后， 

b ) /( x ) 是连续函数. 



0 


II 

II 


义0 


X 0 


一 (5 0 又 


x 0 


0 +5 0 


图112 




证明先令 （A y ) 沿着通过点 Mo ( xo ^ yo ) 的铅直线（图 112) 而移动，即固定 


X 


于是函数 F ( x , y ) 就变成一个变元 y 的函数 F ( x 0) y ). 根据2)，它当 


Vo 


时等于0,同时按照条件3)，函数随着 y —起增大，于是当 v <加时函 


数值小于零 



y > yo 时函数值大于零.因此，特别，它在点 


△ 


及 


△/) 将有异号的函数值，就是 


F ( A 0 ) = F ( x 0 ,yo - A 7 ) < 0, F ( B 0 ) = F ( x 0 , y 0 + A ; ) > 0. 
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现在再看点 ( x , y ) 沿着通过与％的两水平直线而移动的情形，就是固定 
y = yo — 或 y =如+ ZV . 于是得出两个: r 的函数1(：1：,如 —ZV) 及 F ( x , y 0 + A 7 ), 
我们已看到当 ：r =抑时第一个函数有负值,第二个有正值.但按照条件1)，这些函 

数均为连续因此必能找出点吻的某一邻域（吻-‘耶+知 )(0 〈如彡 △)，使在 
这邻域内，二函数都保持着自己的符号[80,引理]，于是当吻 - 如< a : <吻+如时， 

有 

F ( x , y 0 - A') < 0, F ( x , y 0 + A 7 ) > 0. 

换句话说，在原矩形的下底及上底上，有以点 A) 及％为中心而长为2如的线段 
A； l ^4 2 及 B 1 B 2 , 沿着这些线段，给定的函数 _F(x，y) 在 A ± A 2 上有负值而在迅执上 

有正值. 

在区间 （x 0 - (5o,x 0 + ^o) 内固定其任一值 x = x, 考察连接点I々，训 -ZV) 与 
B(x,yo + A0 的铅直线段.沿着这线段，我们的函数又变成一个变元 y 的函数 
因为根据 1) 它是连续的②，而且曾说过，在区间[如-△、如+斤]的两端有异号的函 

数值： 


F(A) = F (元训 —A 7 ) < 0, F(B) = F(x, 加 + △，） > 0, 

所以依布尔查诺-柯西定理 [S0]， 这函数 F(x,y) 必在介于加 -ZV 及如+ W 之间 

的某 一 值 y = y 处等于零： 


由条件 3) 又推得，在这里当 y ^ y 时就要各有 F ( x , y ) $ 0,于是豆是区间 （y 0 - 
A\yo + A 7 ) 内唯 一 '的 y 值，它同: c = 5 — 起满足方程 （1). 在每 一 铅直线段 A S 上 

仅能找出一点使方程的左边等于零. 

这样，在点 ( x Q ) y 0 ) 的邻域 

(x 0 — 6 0 y x 0 + So\yo - △ / ，yo + △’） 

内，方程⑴确实确定 y 为 X 的单值函数: y = f(x)_ 

同时，由于2)，前面的论断也表明 f ( x 0 )= y 0 . 就是说，由 F ( x 0 y yo ) = 0可知如 
正是区间 （yo - A / ) yo +A 7 ) 内那个唯一的 y 值，它与 x = x Q 共同满足方程 （1). 

剩下来仅需证明函数 W = /(x) 在区间（吻-‘吻+如）内为连续.对于点工=吻, 

函数的连续性可由前面的论断直接得出，这论断对于以点 M 0 ( x 0) y 0 ) 为中心的任意 
小的矩形都能适用：把 ZV 换成任一数 e < △、和前面一样我们可以求出这种 


① 我们假定了函数 F [ x 、 y ) 对于变元 ： r ， y 是连 续的； 在这种情形> 它对于个别的每一变元也必为 
连续. 

② 参阅上页的脚注！ 
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使对于区间 （Xo - S , x 0 + (5) 内的任一: r ， 有对应于它的唯一的2/值，它与：£共同满足 
方程（1)，而且它刚好落在加 — e 与加+ e 之间.这样，当 lx - Xol < 6时，将有 

/W - yo\ = 1/( 工） - f(xo)\ < e, 

这就证明了函数/( X )在点 X - X 0 的连续性. 

对于任意点 X = X 函数的连续性的证明与对于点 X = x 0 的证明类似.点 
M ( x , y ){ 其中的 S = / ㈤ ）和 M 0 ( x 0 ,2/ o ) 满足着同样的条件，因为 F ( x , y ) = 0.因 
此，同上面一样，在点 M ( x , y ) 的邻域内，变元 y 由方程⑴而确定为 rc 的单值函数， 
它在点工=元为连续.但正由于它是单值函数，它必重合于/ ㈤ ，由此得证/ ㈤ 当 

X = X 时为连续. 

我们已证明隐函数的存在定理，但并未提出关于计算它的数值或关于它的解析 
表示式等 问题; 我们将在第十二章内再研究这些. 

已证明的定理显然是 83 中定理的推广. 

■ 

207. 隐函数的可微性 现在我们将加强关于函数 F ( z ， y ) 的假定，那时就可证 
明函数 y = /( z ) 的导数也存在. 

定理 2 假定 1) 函数 F ( u /) 在以点 ( x 0 , y 0 ) 为中心的矩形 

V =[ x 0 - A , x 0 + △; 2/o — ，加 + △" 


中有定义且连续； 

2) 在 D 中偏导数 g 及 g 存在且 连续； 

3) 尸($，々) 在点 ( x 0 , yo ) 等于零： F (> o ， yo ) = 0; 最后， 

4) 导数 F ^( x 0 , yo ) 异于零. 

那么，除了定理1的结论 a ), 6 )， b ) 成立以外，还可以证明 r ) 函数 f { x ) 有连续 

导数. 

证明 （图 113) 例如 ， 设 F ^ yo ) > 0;因为根据2)，导数 F;(x ， y ) 是连续的， 
所以可以作岀这样的正方形 

xq — 6 / ,xo H- 8'\yo — S f H- (V < A^A 7 ), 

使对一切属于它的点有 K ( x ， y ) > 0®. 于是对于这正方形而言 ； 定理1的一切条件 
都得满足：由 g > 0就能推得当 x =常数时 F ( x ， y ) 是 y 的单调函数 [ 132 ]. 因此， 
结论 a )，6)， B ) 可以作为是已证明为真实的了. 

转而证明论断 r )，现在把 y 理解为由方程 （1) 所确定的，且恒等地满足它的隐 
函数 W = /( x ) .给 x 以一增量△: r ; 与自变量终值 a : + Aa ; 对应的函数的终值是 

①因为与80中对于一元函数的引理相类似的论断对于多元函数也真实. 
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y + Ay = f(x + Ax ) ) 它们共同满足方程 ( l ): F(x + Ax,y + Ay ) = 0. 显然，增量 


AF ( x ) y ) = F{x + / + Ay ) — F { x ^ y ) = 0. 

用 178 的公式⑴表示 AF ， 就得 


0 = AF ( x , y ) = F ^( x , y ) - Ax + Fy ( x , y ) - Ay + + f 3 Ay , 


式中的 a 及 [3 依赖于 Ax ， Ay ) 且当△: c 及 Ay 同时趋于零时也趋于零.由此 

△V = F , x {x,y) + a 
△x F^(x,y) -h /?* 

使 Ao : 趋 于零； 根据已证明的函数2/ = / ㈤ 的连续性[参阅 b )] 这时 Ay 也趋于零， 
于是 a — 0，/? —0. 因为# 0,故右边的极限存在，从而^/关于: r 的导数也 存在： 



lim ^ 

Ax— ^0 


K ( x ， y ) 

Fy{x,y) 


(3) 


用 /(>) 代换2/，就有 


/㈨ 


C ( 工， /㈤) . 

f 认 x,f(x)y 


因为等式右边分子及分母中都是连续函数的连续函数，且分母不变为零，故由此可 
知 f ( x ) 也是连续函数.定理就已证明. 

值得注意的是：由直接给出的函数 F (:的性质，我们可以判断不能直接给出 
的函数 2 /= /( a ;) 的性质. 
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208. 多元的隐函数同研究方程 （1) 一样，也可以研究更多个变元的方程 

F{xi,x 2 , - - - ， : r n ， y) = 0, (4) 

在已知的条件下，由这方程确 定以为 n 个变元 : rusr - . x n 的“隐” 函数： 

y = /( 工 i ，$ 2 … ，〜) ， 

一般地说来，它是多值函数.若用它代换 y ， 就得到关于 x l 5 ^ 2 , …， x n 的恒等式 

F { xi , X 2 , - - - ) X n ) f ( xi ) X 2 , - ' - , x n )) =0. 

我们说， 在 （n + 1) 维 长方体 

( ai ,6 i ； a 2 ,6 2 ; * * • ; a n ,6 n ; c , d ) 

中，方程⑷确定 y 为:0：2,…，$71的单值函数，如果对于 n 维长方体 

( ai , 6 i ； a 2, &2;…； a n ， bn ) 

中任一点 ( xi , X2 ^ * ■ * , x n ). 方程⑷有 一 个且仅有一个根 y 位于区间 ( c ， d ) 之内. 

通常我们总取所论之点 - > - , x ° n ) 的一个邻域作为这种长方体. 

今将叙述关于方程 （4) 的一个 定理. 

定理 3假定 1) 函数 F { xi , X2 , - - * ， x n ， y ) 在以点«… 为 中心的 （71 + 

1) 维长方体 

D = [$? _ △ ： [ ，尤 ? + ^l; . ■ . : x n ~ + ^n ； VO — 2/0 + △’■ 

中是有定义且连续； 

2 ) 在 P 中偏导数…存在而且 连续； 

3) 函数 F 在点«…，4，加）等于零；最后， 

4 ) 导数在这点不等于零. 

贝 1 J，a ) 在点 （ x ?， … , xt ， yo ) 在某一邻域内，方程⑷确定 y 为 xi , ••- , x n 的单 

值函数：= f ( x u … ， x n ); 

6) 当 X ! = - , x n = 时这函数具有数值妁: /( x ?， … , x ^) = y 0 ; 

B ) 函数 /( xi , - - - , X n ) 关于其所有的变元为连续，且 

r ) 有连续偏导数 ， f Xn . 

我们不拟再加以证明，因为它与定理1及2的证明完全类似. 

最后，在最一般的情形，可以给出带有 n + m 个变元的 m 个方程组 

A (工 1 ，… , x n ; y ir - , ym ) =0，1 

祝工 1 ，…，^;扒，… , y m ) = 0, 


Frn ($1 ， • ‘ • ， ^n] J/l ， . . ■ ， llrri) = 0- 


/ 


( 5 ) 
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在这里要问的是：用这方程组能否确定 m 个变元 y u y m 为另 n 个变元 x 1) x 2 , 
…，的“隐”函数： 

2/1 = (工1， …: x n ), …， y m = p m ( xi ， … , x n ), 

使当上列各式代入 （5) 内时能得恒等式 

FlOl ， …，〜;外<>1，…，〜)，•■• WrnOi ，… ， X n )) = 0， 

F : (工 1 ， • . ^ (工 1 ， ■ • • ， Tn ) ， ■ ■ • ， (工 1 ， ... ，工 n )) = 0 ， 


Fm ($1 ， • . •，工 n ， Wl (工1 ， . • • ， $ n ) (工 1 ，.‘ ■ ， ^ n )) = 0* 

r 

常说，在 (n + m ) 维长方体 


(< 2 ! , 61 , * * * 3 Qjji , b^i 5 C\ , d\ 5 " * * 5 ) 

中，方程组 （5) 确定仍， . … ， y m 为 xx , ■ • • , x n 的单值函数，如果对于 n 维长方体 

((2]_，6]_， * * * 5 CLji , bji ) 

中的每一点( X !, ■• - ， x n ), 方程组 （ 5 ) 有一组且仅有一组属于 m 维长方体 

( C ]_ ，也5 * " 1 > Cm : ) 


的解2/1，… ， ym . 


我们已看到，在由方程⑴或⑷所确定的单值隐函数的存在问题中，导数 g 
在满足方程 F ^ O 的点不等于零的这一要求起了决定性的作用.至于在我们即将讨 
论的，在由方程组⑸所确定的单值隐函数 yi y m 的存在问题中，起同样作用的 

是左边各函数关于变元奶，…， y m 的 p 可 比 式： 


乃 ( Fi ， …， F m ) 

， • • • ， ym ) 


dF, 

dF x 

dF l 

dF x 

dyi 

dy 2 

^Vm — X 

^Vm 

8F 2 

dF 2 

dF 2 

dF 2 

dyi 

麄 ■赢 

dy2 

^Vm — l 


m W W 

dFm^ 

籲鲁秦 # 蠡 ■ 

5F m -! 

• ft 4» 

» * 參 

dF m 


1 


dyi 

dy 2 

^ Vm—l 

dF m 

dF m 

dF m 

■ 蠡 4 

dyi 

dy 2 

^ Vm—l 


dy r 

dF m 

dy 


⑹ 


定理 4 假定 1) 一 切函数 F u …， F m 在以点 （ x ?， …，…， <) 为中心的 
n + m ) 维长方体 



+ A n 


△。， Vm + 
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中有定义而且 连续； 

2 ) 在 D 中这些函数关于一切变元的偏导数都存在且连续； 

3) 点«.•.，<)满足方程组⑸； 

4) 雅可比式 J [见 （6)] 在这点异于零. 

则， a ) 在点 （ x ?， …， O 的某一邻域内，方程组 （5) 确定奶 ，… ，?/ m 为以，…, 
x n 的单值函数： 

"1 — /1 (^1 5 ' * ' ； ^n)) . . . ， 2/m — 1 = /m — 1 (工 1， . . ■ ， ^n)? Vm — /m ( 工 1， .. ‘ ，工 n); 

6 ) 当 ： n = z ?， …，；= 4时，这些函数各具有数值 丸 …: 

/办?，…，4) … ，心 ■• - 5 ^ n ) = 2/ m ； 

B ) 函数 / l , …， / m 都为连续，且 
r ) 有关于一切变元的连续偏导数. 

证明（用数学归纳法）当 m = 1时方程组变成一个方程，定理是正确的（这就 
是定理 3). 现在假设，由 m - 1个方程所成的方程组来确定 m - 1个隐函数时定理 
正确，要证明它对于 m 个方程所成的方程组也正确. 

由于雅可比式 J 在点（ X ?，... ， 沾 J 异于零，那么，在最后一行内至少有一个元 
素在这点不等 于零; 例如，设 

dF m ( x 0 ir .. ，<) 一 0 

dym ' 

这时 .， 按照定理 3 , 方程组⑸的最后一个方程，在点 (>?,■•. ，<)的某一邻域 
P 内，确定为其余变元的单值函数： 

Vm = W 0 l ， … AH … ,2/ m - l ), (7) 

于是就有（关于这些变元的）恒等式 

-^m (*^1 ’ . • . ，$72 •， y 1 ， . … ， Vm— 1 ’ W ( 工 1 ’ • • ’ ， Vm—l) ) ~ 0 - (8) 

这函数^是连续的，且有连续偏 导数; 此外 

咖? ，…… ，4-1) =2/ m - (9) 

必须着重指出，由于我们以后的讨论也以上述的邻域： D * 为限，方程 


F m (Xi ) ■ * * , X n Vm) = 0 


• 394 . 


第六章函数行列式及其应用 


[208] 


与方程（ 7 )是等价的：因为在的范围内，变元:^，… 、 x n ， y u …， y m 的同一数值 

组也满足方程 （7). 

用方程（ 7 )代替方程组（ 5 )中的最后一方程，并把函数 w 代入方程组 （5) 中其 
余方程内的 y m ， 我们得到具有 n + m —1 个变元的 m - 1个方程的新方程组 

伞 1( 工1，…… ， y m _ i ) = 0， 

亞 2 (工1， • • . ， $ n ; yi ， • ‘ ’ ， Urn— 1) ~ Oj 


否 m — 1 (工 1 ， ■ • •，工 n ; J / l ， ■ • ■ ， Um —1 )=0， 

其中为了简便起见，记（当 j = 1，2, …， m — 1 时) 

^3 (^ 1 ， . ■ ■ ， ] y 1， ' • ■ Vm — l ) 

— Fj (Xi, ‘ . • ) X n ] Hi) ' ， J/m —1 ， W ( 工 1 ， ■ • . ) Vm — l) ) • (11) 

若不越出邻域 P * 的范围，则方程组 （5) 等价于方程组 （10) 连同附加的方 程⑺. 
因此 , 假如我们能证明，方程组 （10) 在点 （ re ? ，… 的充分小的 邻域# 内确定 
m - 1个变元 2 / 1 ， … , y m -i 为 xu …， x : 的单值函数： 




则根据（7)，变元也被确定为这样的单值 函数: 



( 12 ) 


— W ( 工 1， ■ ■ . ，5 fl (*^1 )***5 *^n) ， . • • ， fm~l ($1 ， ‘ . ■ ， $n )) ， （ 12 a) 

从而结论 a ) 就是完全真实的了①. 

转而讨论方程组 （10), 将证明在点( X ；,...的邻域内它能满足类似于 
1),2),3),4) 的条件.前二条件的正确性可以根据 （11) 由函数 A 及^的性质直接 
推得.条件 3) 也完全 一样， 因为由 （11) 及⑼给出（当 j = I，... ， m — 1) 

=Fj (x?, * * * ? Vm-l^ Urn) ~ 

①要说明的是 和 + m - l ) 维（开的）长方体#应假定为如此之小，使得确定它的诸区间各包含 
于确定 (n + m ) 维长方体的对应区间内.而在结论 a ) 内所讲到的那个点（4, ■■■ , y ^) 的邻域 
则由与#有联系的一切区间以及与 D * 有联系的最后一个区间共同确定. 
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剩下来仅需考察雅可比式（类似于 J ) 



D (龟 u 


D(yu 


• ，屯 m —1) 


• ， 2/ m —1) 


d^ x 


a^>i 

dyi 

dy2 

^Vm — l 

d^2 

d 由 2 

d^2 

dyi 

dy2 

^Um — l 

_ » « 

dh 

mum 攀 ♦學 

d^m-l 

m m m 

d^rn-i 

dyi 

dy2 

^Vm—\ 


并证明它在点（ X ?， 


,2/ m - l ) 异于零. 


为此目的，就须将行列式 J 变形，依次用 


d(p 


d(p 

’ dym - 


乘第 m 列的各元素，然后分别加到前 m 


1列的每一行去: 


dFi dFi dip 

dyi dy m dyi 

9 F 2 + dFi d(f 

dyi dy m dyi 


dF x 

dym — 

dF 2 

8 ym - 


+ 


dF x 




d(p 


^Vm ^ Vm — 


+ 


dF 2 




d(p 


dym dy m — 


dF\ 

^Vm 

dF 2 

^Vm 


J 


dFm ^ 


dyi 



dFm^i dip 


dy 


rrt 


dyi 


dF m + dF m d(p 

dyi dy m dyi 


dFm—i 


^ Um—l 

dFm 



+ 


dF m - 


dFm 


d(p 


Dym — 

d(p 


dym dy 


m 


dF ^ 

^Vm 

dFm 

^Vm 


在此处若视 


( p ( Xi ， … , Pm - l ), 则除最后一 1 行及最后 


列以外的一切元素都是 


函数％ (关于2/1,… , Vm - l ) 的偏导数.就是说，根据 （11), 把％当作复合函数，分 


别对2/1，…， 2/ m - 

d^ j 

dyi 


而微分它[应用181的法则]，可得（当 j 




1， 


攀 哪 


) 


m 


1 ) 


dFj dFj dip 
dyi dy m dy x 




，dy 


m 


dFj 
^Vm — 


+ 


dF ^ 



m 


dip 

^ Vm — 


另一方面,若分别对 y u … n 而微分恒等式⑻®，则得 


dFm + dFm dip 

dyi dym dyi 


0 


dF m 


， dy 


+ 


dFra 




d(p 


rrt 


^Vm 


0 


这样，在最后一列内的元素（除最后一个外）全部等 于零. 结果就得到 


J 


赢 ■ 

d^i 

dF 1 

dyi 

^ Vm —1 

dym 

9 伞 2 

▲ ▲ ▲ 

9 少 2 

dF 2 

dyi 

^Vm — l 

^Vm 

參籲 ■ 藝 ■參 

谷企 m -1 

■ ▲蠢 

■ 學癱 

d ^ m -1 

dF m -i 

dyi 

^ Vm—l 

^Vm 


0 


0 


dFm 

^Vm 


①需知，若⑻式左边的（复合）函系恒等于零，则它关于任何变元的导数也必为零- 
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按照最后一列展开这行列式，就得岀结果 



最后，在此处令:^ = X ?, ■■- , y m -l = 则根据⑼， 2 /m = ( p ( Xl ， …变为 

2/ m * 但在这情形按照条件 4 )， J 异于零，故也不能为零，这便是所要证明的. 

对于包含 m - 1个方程的方程组（10)，我们的定理已假定为正确.因此，这方程 

组在点（巧,… 的邻域内确定单值函数 （12), 它们是连续的且有连续 导数; 此 
外，这些函数又都满足条件 6): 

/ i « …，4) = "?，■••，4 )二 yi-v (13) 

由此推得，第 m 个函数 (12 a ) 也是连续的且有连续导数，而最后，根据 （13) 及⑼， 
推得： 


= ，…… ，工 2)，… ，/ m - l ( X ?， …, 

=咖?，…，4;2/?，… ， h ) = y ? n - 
定理证明完毕. 


附注 请读者注意一切隐函数存在定理的局 部性： 我们始终仅涉及被考察点的 
某一邻域■但即使在这种形式之下这些定理也已很有用；例如，读者在第七章内可以 
看到，当研究几何图形在已给点的性质时，只需以这点的直接邻域为限就够了. 


209. 隐函数导数的求法 用以证明隐函数存在定理的推论过程，在一般情形， 

并未给出隐函数 （ 一^阶）导数的求法的启 7 K . 关于高阶导数则根本完全未说及.现在 
我们将专门讨论这些重要问题. 

从最简单的情形如方程⑴开始.假设定理2的条件在被考察点的邻域内都能 
获得 满足; 在以后，条件 F ^ O 将起决定性的作用. 

今将指出导数 <(若预先已知它的存在）的简单 求法. 我们知道，若把隐函数 
V = /(^)代人方程⑴内，它就化为恒等式[参阅 205,(2)]. 因此，若理解 y 就是这 
个 x 的函数，则⑴式左边的 F(x,y) 就成为恒等于零的 z 的复合函数.那时，它关 
于2：的导数也必 为零. 若按照 181 的法则而微分这函数，就得 




由此（因为5 — 0)， 


Vx 二 


f 认 x， y y 


①实际上，我们在前面已经有过这种形式的推论了.参阅前一个脚注. 
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我们就得出熟知的公式[比较 206,(3)]. 

现在可以继续讨论下去.若函数 F ( x ， y ) 有连续的二阶导数，则公式 （15) 右边 
的式子可以对: r 而微分，因此，< 的导数也存在；即隐函数 y 的二阶函数心存在. 
施行微分以后再把每一 '个 y ’ x 代以它的表达式 (15), 求得： 









由此可见，二阶导数也是 z 的连续函数. 

若函数 F ( x ， y ) 有连续的三阶 导数; 则显然隐函数的三阶导数^也 存在； 它的 
表达式仍可以由直接微分 的表达式而得出，其余由此类推.用数学归纳法容易 

证明，函数 F ( x , y ) 有直至 / c(/c >1) 阶为止的各阶连续导数，就保证隐函数有连续的 

k 阶导数存在. 

这样，当已证明了隐函数的逐次导数都存在的事实以后，它们的求法就很简单， 
只要把^看作: c 的函数，而逐次地微分恒等式 （14) 就是了.例如，这恒等式的第一 
次微分，给出 





把迖代以它的表达式（15)，仍得刚才求出的 的表达式，其余由此类推. 

在有许多个变元的方程 （4) 的情形，也可以类似地处理.在此处假设定理3的 
条件都能获得满足.若把2/理解为由方程 （4) 所确定的隐函数，则 （4) 化为恒等式. 
固定的，…， x n 的数值，把2/看成仅是: n 的函数，对^而微分这恒等式，得 






0，由此 





同样可得 









/ 


FL 


等等 


若需要求一阶 





所有各阶导数，则以直接计算 dy 、 d 2 y , •… 较为简便. 


求恒等式的全微分，即使它的左边的全微分等于零[这时利用一阶微分的形式不变 



1851: 


8F 

dxi 


dx 



dF 

dx2 


dx2 + * • • + 


dF 

dx 


dx 



dF 

dy 


dy 




0 , 
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于是 


同时 


dy 


dF 

dxi 

~dF 

dy 


dxi 


dy 


dy 

dxi 


dxi + 


由于 dA ，… 、 dx n 是任意的，由此很明显地， 


dy 

dxi 


dF 

dxi 

ap 5 


dF 

dx 

w 

dy 


dx 


* * ■ 


OX 


dy 


dF 

dx 

~dF 1 


dy 


dy 


像我们上面所得出的 

再微分 一 '次，则得 


样 


d 2 F 

dxi 


dxi + 


p ■ » 


+ 


d 2 F 


dx\dx 


dx 



d 2 F 

dx\dy 


dy 


d Xl + .- + d ^y 


dy 



由此确定 d 2 % 即可得出 


d 2 y 


d 2 y 


_ d ^ y _ 

’ dxidx 2 5 dx\ 



的表达式，其余由此类推.我们看到，在这一切运算中，条件 



dF 

dy 


/0 


起了主要的作用. 

今转而考察方程组 （5). 我们假定，在所取点的邻域内定理4的条件都能获得满 
足.请注意条件 J 一 0在以下所要起的作用. 

我们知道，隐函数2/1, ■• - , ym 有关于 A ，… ，〜 的偏 导数. 要计算它们，只需把 
(5) 式中的的 ，…， 理解为就是上述的隐函数，然后微分所得的那些恒等式.例 
如，对 X ]_ 而微分它，给岀 




dF m 

dX \ 


+ 


dF m 




dyx 


dyi 

dxi 


dFra 

dy m 


dy m 

dxi 



这是关于未知数 | g ， …， g 的线性方程组，它具有异于零的行列式 

…， F m ) 

D(yu … ， y m ) • 
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至于 yu …， ym 关于 化，… ，〜的导数，也能得出同样的表达式. 

若函数 巧 ，…，有连续的二阶偏导数，则以上所得诸公式的右边都能有关于 
一切变元的（连续）导数，因此，隐函数有（连续的）二阶导数存在. 一 般地说（这是 

容易用归纳法证明的)，若函数 A ，...， F m 有直到 A ： 阶为止的各阶连续导数，则隐函 
数的一切 k 阶导数也存在且连续. 


隐函数导数的求法，在一般情形也 相同： 或则对这些或那些变元而微分诸恒等 
式（5)，或则求它们的全微分，如此得到的用以求诸导数或微分的线性方程组的行列 
式常是异于零的雅可比式 J . 这些附注在例题内显得更为清楚. 

210. 例题 1) 设 2/ 与 a : 是由方程 


In + y 2 


arc 


tg- 


x 


联系着 . 两边各对 x 微分（其中的 y 看作是 rr 的函 数)， 就得 


x 2 + y 2 


xy 


f 


V 


x 


2 


+ y 2 


或 x + yy' 


xy 


f 


V 


再微分一次得 

， ■ /2 ■ " // 

i + y + yy = xy ； 


其余由此 类推. 由前一方程求得 



工 + y 

x — y 、 


由第二式（若代入所求得的 2/ 的数值）得 


// 

y 



n x2 + v 2 

(xi ) 3 


其余由此类推 . 

2 ) 已给方程 

F(rr, y) = x 3 y 3 — 3axy = 0. 

需要求出由它所确定的 : c 的隐函数 y 的 极值. 

在此处有 

F' x = 3(x 2 — ay), F' y = 3(y 2 - ax). 

由于 （ 15), 知道要使 y f x =0 必需 K = 0. 解联立方程组 F = 0 及 g = 0, 求得： r 及 y 的两对 
对应值： 

x = O^y — 0 及 x = a\^2,y = a\Z4. 

但在第一点％也变为零，于是就不能断定，我们的方程在该点的邻域内能否确定点 y 为 x 
的单值 函数； 因此把点 (0,0) 搁在一边 . 
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在第二点 


3 a 2 ^/2 > 0, 对于它适用定理 2. 要证实有极值存在，可算出当 


的 



最简便的方法是从 （16) 着手，令其中的 yi = 0,就得 


// 

Vx 2 


F 


// 




① 


因为当 x = 时 F 


n 


6 x > 0,故 


// 



< 0,因而有极大值存在 


3) 设;2为的隐函数，由方程 


工 2 V 2 z 2 


a 


2 



b 2 



c 


2 


=1 


确定. 


随即我们有 


xdx 


a 


2 



ydy 



zdz 

c 2 


于是 


dz 

dx 


一 0, 

dz 

c 2 x 

— 9 dx 
a z z 

c 2 x 

dz _ 

c 2 y 

a 2 z ) 

■ 

dy ~ 

b 2 z ) 


c 2 y 

b 2 z 


dy, 


以后再有 


dx 


2 


a 


2 



dy 


2 



dz 

c 2 


2 



zd 2 z 


0, 


由此（若利用已知的心的表达式）得 


d 2 z 


c 


z 


3 


x 2 z 2 


dx 


2 


2 


a 2 



c 


2 


a 


2 



^ dxdy+ (h 


z 


2 


这就给出 



c 2 


dy 


2 


) 


d 2 z 

dx 2 

d^z 

dy 2 


c 4 

fx 2 

o ? z ^ 

\ a 2 

4 

/ ^ 2 

C 

y 

b 2 z 3 

U 2 


Z 


2 



C 


2 


d 2 


z 


dxdy 


z 


2 



C 2 


等等 • 


c 4 xy 

a 2 b 2 z 3 ^ 


4) 设由方程 

$ 十 y • w ⑷ 

确定 z 为 x 及 y 的函数.假定 1 — y • （ z ) ★ 0, 求证 


dz , dz 

= 咖） ■ 


dy 


dx 、 


我们有 


dz 

dx 


1 


dz 


咖) 


1 ~y • cp ’ z ’ dy — l - y - ( p ; ( z )' 


由此就推得所要求证的 

5) 设由方程 


V 




①这不是 的一般表达式，它只能适用于我们所关心的点 ( aV 2 } a ^4) 
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确定变元 z % xRy 的隐函数.假定 x • +少 ㈤ # 0,求证这函数满足微分方程 

d 2 z (^ z \ 2 2 (^ z \ 2 — 0 

dx 2 \dy ) dx dy dxdy dy 2 V 

为简明起见，约定 

dz dz d 2 z d 2 z d 2 z 

石1，恥 = g ， ㉟ = r ， 硕=、 d ^ =t - 

则上一微分方程可改写为 

V q — 2 pq • s + t ■ p 2 = 0， 

对 rr 及对 y 而依次地微分所设方程，则得 

( f ( z ) + [x - ( f 1 { z ) + i >'{ z )] • p = 0, [x - ( f 1 [ z ) + ^\ z )\ ' q — l , 

其次有 

2( p \ z ) ■ p + [x ■ ( p n ( z ) + O )] - p 2 -[x ■ cp ’ ( z ) + ^( z )] * r = 0, 

^{ z ) ■ g + [x • ip " { z ) + i > u { z )\ ^ pq-\-[x ■ ( p f ( z ) + i >\ z )\ ‘ s = 0, 

[x - < p n ( z ) + O )] ■ q 2 -\-[x ■ ( p f ( z ) + ^( z )] ■ t ~ 0. 

最后三等式依次乘以 q \-2 pq , V \ 然后相加，就得出所要求的关系式. 

6) 设已给方程组 

x -^ y -\- z-\-u = a , x 2 y 2 z 2 u 2 = 6 2 , x 3 -\- y 3 z 3 u 3 = c 3 , 

它们确定 y ， z 、 u 为 x 的函数.我们就有 


\ y -\- z -\- u = 0^ x + yy + zz + uu’ = 0, 

x 2 + y 2 y , + z 2 z' + u 2 u = 0 . 


假定行列式 


1 


1 


1 


y 


z 


u 


y 2 z 2 u 2 


(z-y)(u-y)(u- z 


不等于零，由此就有 


y 


/ 


(z — x)(u — x) 
z-y){u-y) 


等等 


7) 设变元 x ， y,z 与变元 r,0,(p 间由关系式 


x 


r • cosdcos(p ) 


y 


r ■ sinOcoscp^ 


x 


r • sirup 


联系着，式中 0 <r <+ oo ，- 吾 <0< 吾，-吾雅可比式 


J 


D{x,y,z 

D(r,e,(p) 


cos 6 cos ^ 


r sin 6cos(p 


r cos Osirnp 


sin 6 cos(p r cos 6 cos<p —r sin 汐 sin ip 


smcp 


0 


r cos<^ 


2 


r cos cp > 0 
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前述诸关系式也确定 r ， <9 ， p 为 x 、 y 、 z 的函数 • 要求出这些函数的导数，可求这些关系式的全 
微分： 


cosO cos ipdr — r * sin<9cos^c?^ — r - cosdsirupdip = dx ) 
sin 0 cos ipdr + r - cosOcosipdO — r - sinOsincpdcp = dy 、 

sin cpdr + r - coscpdcp = dz . 


由此确定 dr ) dO, dip: 


dr 


r 2 ■ cos 沒 cos 2 cp , r 2 sin ^cos 2 <^ 


J 


dx 


J 


dy + 


r 


2 


smpcosf 


J 


dz 、 


dO 



r sin u 7 r • cos^ 7 

dx H - 1 — dy, 




dip 


r • cos^siiKpcosc/? . r • sin^sirKpcoscp 

dx --- -dy 


2 


J 


J 



r . cos (p 



dz 


由这些式子已经能求得我们所关心的导数（若把上面算出的 J 的值代 人 ): 


dr 

dx 

dO 

dx 

d(p 

dx 


cosO COS(f 


sin <9 


r • coscp 


) 


dr 

dy 

dO 

dy 



0 coscp , 


dr 


dz 


sm 


cos 



r . cos(p 


> 


dO 

dz 


0, 


cos Osincp 


r 


5 


d(p 

dy 


sin ^sin</? 


r 




dip 

dz 


cos cp 


r 


由原设三方程甚易解出 r, 6 } ip: 


r — \/x 2 + y 2 + z 2 ^ 6 = arctg —, cp = arctg — f 

x y^x 2 + y 2 

可以由此算出一切导数，用来核对已求出的结果 . 

8) 当作隐函数的微分法的最后一个例题，我们再导岀一个公式，它将又一次着 
重说明函数组的雅可比式与单独一个函数的导数之间的相似性. 

设已给具有 2 n 个变元的 n 个方程所成的方 程组： 

F i (xi ) x 2 , - - * ，工 n'yuU2, … ， yn) =0 (i = 1 ， 2,… ， n). 

假定雅可比式： 

^(^1-^2) …， F n ) 

Dijm … ， yn ) 

异于零，把扒，於，…，如看成由这方程组所确定的的函数，因此它们 

也能使这方程组化成恒等式.对每一％而微分这些恒等式，结果可以表示为下列 
形式： 


dFi dFi dyi dFi dy 2 

- 二 -+- 

dxj dyi dxj 9y 2 dx) 


+ mdyn 

dy n dxj 
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由这些等式的左边所组成的行列式是 

( 1广 乃⑺， A ， …，仏) ■ 

D { xi , x 2) * - - , x n ) 5 

至于由这些等式的右边所组成的行列式，显然可表示为行列式 

D(Fi,F2, …， F n ) 及 P(y 1 ^y 2) - - - ， y n ) 

D(y u y2, … ， :? /n) D(x 1 ,x 2 r- ，工 n) 

的乘积[参阅 203(3)]. 由此得公式 


D(yii, … ,y n ) 

, x n ) 



D ( F ir -, F n ) 

，… : x n ) 
D ( Fi ， …， F n ) 

D{yu … iVn) 



它与公式 （15) 相类似. 

若已给的方程为关于 ,^ n 而解出的方程组: 


Xi = (fi(y 1,V2, …， 2M) (i = 1 , 2 ,…， n). 


则这也可以变成刚才所研究的情形，只需令其中的 F % = 叭— 
-1 或0,依照 i = j 或 i 參 j 而定，故分子变成 v 



x ,. 因为在这里 P 

OXi 




而前面的公式就成为 

D(yu … ,y n ) = 1 

工 1 ， • • . ， *^n) 1 ) • •. ，工 n) 

D(yu … , yn ) 

这结果是我们所已经知道的 [203(4)]. 


§3. 隐函数理论的一些应用 

211. 相对极值 设有 n + m 个变元的函数/(町，…， : c n+m ) ，并假定这些变元 
还满足 m 个联系方程 

电 i(W • ,x n ,x n+ i, • - * ,x n+m ) = 0 (f = 1 ， 2,… ， m )， (1) 
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现在我们研究这函数的极值问题.我们先来明确一下这种相对极值的概念，并指出 
检定它的方法. 


常说，在满足诸联系方程的点 -- 



， 山 n 七 mJ 、 


函数 f(x ir - ,x n+m ) 有相对 


的极大（极小）值，如果在点 Afo 的某一邻域内，对于一切满足联系方程的点 
X n+ m) 都能成立不等式： 


f (^1 5 ，工 n+m) ^ /( 工 ? ，…’ 



n+m 


我们将假定，函数/及％在被考察点的邻域内都有关于一切变元的连续偏导 
数.再设,从偏导数所成的矩阵 



d^i 
dxi 
d 佥 2 

dx \ 


d^m 

dx l 


d^i 观 

3 工 n 

d 电 2 

dx n dXn ^ 

■ 4 參 參 ■ » 

d^m d^m 

1 


8 工 n+m 

9 尘 2 

8 工 n+m 


d^m 


dx 


n+m 



⑶ 


内取出的 m 阶行列式中至少有 一个， 例如，行列式 


D ( 尘 


5 






5 工 n+m) 




dx 


n+l 




dx 


n+l 




dx 


n+l 




dx 


n+m 


d 屯 


dx 


n+m 




dx 


n+m 


(3) 


在点 Mo 异于零 ®. 

于是，若以点 M ) 的充分小邻域为限，按照定理4,方程组 （1) 就等价于方程组 

^n+l ― ^Pl {X\ , ' * ■ ) ^n)) ' ' ' ) $n+m = ^Pm ($1 ， ’ … ，尤 n ) ， (4) 

式中的外，…，是由方程组 （1) 所确定的隐 函数. 换句话说，变元 Xi ,-.. , X n) 

工/1+1，… ，工 n + m 满足联系方程⑴这一条件，可以用变元 X n + i ， …， X n + m , 是 Xi ， …， 

x n 的函数⑷这一句话来代替.这样 ， n + m 个变元的函数 f ( x lr - , x n+m ) 在点 
:，« +1 ，…， 4 + m ) 的相对极值的问题就变成 n 个变元的复合函数 

/( A ，… , x n ；( p 1 ( x ir - ，〜)，•.. ,( p m ( x 1} - - - } x n )) (5) 

在点 Po (^,-- . x ° n ) 的普通（绝对）极值的问题了. 

①在这种情形，常说，矩阵 （2)( 在点 Mo ) 的铢为 m . 
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这种想法也指出了探求使函数 /(& ，… ，〜 + m ) 达到相对极值的点的现实 途径: 
若事实上我们能够解出联系方程，例如关于变元 x n +1 ，… ,. x n + m , 而求得函数 （4) 的 
显示式，则问题就变成求复合函数 （5) 的绝对极值了.实在说，在先前已解出的一系 
列问题内 [200,201], 例如，当我们在条件 xyzt = c 4 之下求 x 十 y + z + (的极小值等 
等时，就已这样做了. 

现在将指出求点 ㈣ ，… ,^ + m ) 的另一途径，并不假定（隐）函数⑷有显示 

式，虽然在这里我们仍须利用 这些理 在性. 

--- ^— _ _____ _ _ 1 ，一 丨— 

因此，设函数/(〜，••• , x n + m ) 在点娜有相对极值，或同样地，复合函数⑸在 
点 Po 有绝对极值.于是，按照196的附注 I ,它的微分在这点应变为零，并且关于自 
变量的微分 dxh … 木 应当是恒等的.按照一阶微分的形式不变性 [185], 这条件 
可以 写成： 

n+m rv r 

E 知:叫 = 0 ， ⑹ 

j=i 3 

其中 Cb n+1 ，… , dx n ^ m 要理解为函数⑷在点的微分，同时要像各偏导数那样 
都在点 M ◦计值，因为（由定理4可以明白） 

, x ° n ) = x ° n +1 , …，…， 4) = 4+ m - ⑺ 

当然，由 （6) 式不能断定诸微分前面的系数都等于零，因为这些微分并非全是 
任意的.为了要使问题只涉及可以任意选取的微分，即自变量的微分 , dx n) 
我们企图由此去掉各个因变量的微分 dx n + l r - , dx n + m . 这是容易做到的，只要把 
x n+1 ,-.. 5 x n + m 理解为函数⑷®，而取联系方程 （1) 的全 微分： 

n+m 月必 

^ ~ dx LdXj = ° ( i = 1 ， 2 ，‘.‘， m )* (8) 

i=i 3 

在此处如同上面一样，由于（7)，各偏导数在点 Mq 计值.因为按照假定，行列式 （3) 
在这点不为零.故血 n + 1 ， …， dx n + m 可以由此用 dxi ^- , dx n 的一次式来表达.若 
把这些表达式代人 （6) 内，则得形如 

A \ dx \ 十 ■… + A n dx n — 0 

的等式，其中 ，…， 是诸函数％的偏导数的 n 个有理式，且在点 Mq 计值.因 
为在这等式内只涉及自变量的微分& i ，…，也 n ， 故在点 M 0 有 


Ai = 0 ,… ， A n = 0 . 


①准确些说，我们要微分那些恒等式，它们是从方程 （1) 内把4+1，… ， x n+m 代以隐函数 （4) 
而得出的.我们在以后将采用相似的说法. 
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这些方程连同 m 个联系方程共有 n + m 个方程，由此就可以确定未知量❽，…, 

当然，我们已得到的仅是…， x 〖 + m ) 为极值点的必要条件.但是在这种 
形式下，这些条件甚至对于检定函数/在条件 （1) 之下的最大（或最小）值都可能是 
有用处的，只要按照问题的性质能预先知道，在所考察的区域内部应当有达到最大 

(最小）值的点存在，或是在推论的过程中作出这样的假定，使所求的点能从其他方 
面的考虑来认定. 

例题在下面 214 内. 


212. 拉格朗日不定乘数法 在上述的方法内，变量的对称性受到 破坏： 其中一 

部分当作自变量，另一部分当作因变量，一些微分需去掉，而另一些微分却保留着. 

有时这就会引起很复杂的计算.拉格朗日提出一种方法，使一切变量都保持着同样 
的地位. 

把⑻中诸等式依次乘以暂时任意的 （ “不定的”）乘数 A 2 (i = l ,2，...， m )， 然后 
把所得的结果与 （6) 相加.即得等式 



式中的 dx 斜 ，6 b n + m 仍旧都表示着隐函数 （4) 的微分（在推论时我们将暂时保 
持着变量的不平 等)； 一切导数都是在点 Mo 计值的. 

现在将如此选择乘数\ = A?(i = 1,…， m ) 的值，使得因变量的微分血 n+1 ，…， 
dx n + m 前面的系数刚好都等 于零： 

+ A 1 * + … + 入 m * = 0 0 = n + l ,-- ,n + m ). (10) 

这是能够做到的，因为为了确定 A !, A 2 ,..-， A m 所获得的线性方程组有异于零的行列 
式 （3). 在选定了这些乘数以后，等式⑼成为 




dxj = 0 . 



在这里我们所讨论的又只是自变量的微分了，因此，它们前面的系数必须都等于零, 
即与 （10) 并列，我们又有 




0 (j = l ，2 …， n )_ 


( 10 *) 


于是，为了要确定 n + m 个未知量 xi ， …，: r n + m 以及 m 个乘数，…， A m ，刚 
好就有同样个数的方程，就是 m 个联系方程及 n + m 个方程 


5/ 

9xj 



d^i 

dxj 


+ 



入 m 




dxj 


0 
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[参阅 （10) 及 (10^)]. 

为了要使这些方程容易书写，通常引人辅助函数 


F 





那时，上述诸方程就可以写成 


dF 


0 



2, 


， n + m 


(ii) 


这些方程好像是函数 f 有普通极值的条件.但这仅能看成是便于记忆的一种方法 

由拉格朗日法也只能得出必要条件.此外还可以重述前目末尾所说的话. 


附注 在上面讲过的理论内，关于矩阵 （2) 的秩的假定起了决定性的作用，我们 
已经三次利用过了.在用上述方法之一来解问题时，为了要证实使函数达到相对极 
值的点一个都没有漏掉，应当预先肯定，在所考察的区域内满足联系方程的一切点， 
实际上这一假定都能成立.在简单的情形下我们将为读者证明. 


213. 相对极值的充分条件 关于相对极值的充分条件,这里我们只作简单的论 
述.假定函数/及 (j = 1，2,…， m ) 的二阶导数存在且连续.现在设点 Mq « …， 
4 + rn ) 连同乘数 A ；,--- 都满足于上面已建立的必要条件. 

在这点是否有（相对）极值存在，如同在 198 内那样，仍取决于差 




n+m 



的符号，但须附以重要的限制，即点 ( x ir ■- , a : n + m ) 也应满足联系方程 （1) 或与它相 
同的 （4). 容易了解，对于这种点，函数/的增量可以用函数 F 的增量代替（式中一 
切乘数\当作等于 A ?): 


△ = F ( x 1) …， x n+ m) - F ( x ^, … ， 4 +m ). 


因为在点 Mo , 条件 （11) 能获满足，——正由于此，所以转而考虑函数 F 更为方便 
——这增量，按照泰勒公式可以写成[参阅 198, (8)]: 

1 j n+m n+m | 

A = - < Aj^AxjAxk + ^2 , 

一 = l j,k=l J 

其中 



5 



n+m 




而当 — 0,…， Ax n — 0 时 c^，/c — 0( 其余的增量 Ax n+1 
(4) 的连续性，在这时也都是无穷小). 


, Ax n+m 由于函数 
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若在此处把一切增量△: Cj 各换成对应的微分则对于自变量而言,全然没有 
变动； 对于因变量，由代换所引起的变动不过是把系数 a # 换成其他的无穷小 


n+m 


n+m 


A 



Aj^dxjdxk + ^ Pj^dxjdxk 


j，k = l 


j，/c = l 


换成微分是有益处的，因为因变量与自变量的微分是由 （8) 中诸线性关系式联系着 
的.因为行列式 （3) 在点 Mq 依假定并不为零，故因变量的微分可以由此用自变量的 
微分的线性式来表示.把它们的表达式代入△内，代替第一个和式，我们就得出关 
于微分 dxi ,- - - , dx n 的二次型. 

现在，如同 198 及 199 内那样，可以证明:若 这二次型是正 （负） 定的，则在受检 
点有相对极小值（极大值 ) ；若二次型表现为不定的，则无相对极值 . 

可是这检定法的实用价值并不大（比较200的附注). 

以下将考察一些例题及应用题. 


214. 例题及应用题 1) 设需要求函数 f = x -\- y -\- z -\- t 在条件$ = xyzt - c 4 = 0 之下 
的 极值； 变量的变动区域由不等式 x >0, y > 0 ,z > 0 ,i > 0所确定.在190,4)我们已经解过， 
这一 问题， 那时是用 < E > = 0 来确定 （ 的表达式，而后代入函数/之中.现在，求这等式的全微分， 
得 

dx dy dz dt ^ 丄 u t ( dx dy dz \ 

— + — + — + — =0, 由此也 =-q — + — + —. 
xyzt \ x y z J 

bK 等式 df = dx ~^r dy dz dt — 0 内消去出，得结果 

主 ]'• dx ' dy 、 dz 是任意的，它就分解为三个式子： 



于是得 X — y = z~ t = c . 

应用拉格朗日法于这一 问题， 引入辅助函数 


并写出条件 

由此 

于是 


F = x + y + 2 ： + t-f \xyzt®, 


F f x — 1 + Xyzt = ()，.■■ ，/ ^二 1 + \xyz 


yzt = xzt = xyt = xyz 、 


x = y = z = t = c . 

$若回忆起这函数所起的作用，就能明了,伞内的常数项 可以略去而并无妨碍. 

| . —— —— ^ ■ ■ ■ ■ ■ 
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为了要利用前段的结果，算出 A = 而考察函数 

F = x + y … t — 号 ‘ 

它的二阶微分（在点 x = y = z = t = c ) 为 

2 

d 2 F = — (dxdy + dxdz + dxdt + dydz + dydt + dzdt ). 

微分联系方程（在同一点)，得 


dx + dy + dz + dt = 0. 

若由此确定也并把它代入前式内，最后就得 

2 I 

— [dxdy + dxdz + dydz — (dx + dy 十 dz ) 2 ] = - [(dx + 办 + dz ) 2 + dx 2 + dy 2 + dz 2 • 
c c 

因为这二次型显然是正定的，所以在所求的点有相对极小值. 

(然而不能由此作出结论，说这极小值就是函数 f = x + y + z + t 当它的变元之间有如上述 

ha 

的联系时的最小值；参阅 200,4).) 

2) 再求函数 

u = a 2 x 2 + b 2 y 2 + (? z 2 — ( ax 2 + by 2 + cz 2 ) 2 (a > b > c > 0) 

在条件 

x 2 + y 2 z 2 = 1 

之下，即在这方程所表示的球面上①的最小值及最大值[参阅 200,2)]. 

为此目的，先用拉格朗日法求函数的一切相对极值.辅助函数 

F — a 2 x 2 + b 2 y 2 + x 2 z 2 — ( ax 2 + by 2 + cz 2 ) 2 + A ( x 2 + y 2 + z 2 ) 

给出 条件： 


x [( a 2 + A ) — 2 a ( ax 2 + by 2 + cz 2 )] = 0, 
y [( b 2 + A ) — 2 b ( ax 2 + by 2 + cz 2 )] = 0, 
z [( c 2 + A ) — 2 c ( ax 2 + by 2 + cz 2 )] = 0. 

在它们之外必须再附加联系方程（即条件).由此解出 


(1) x = 0, y = 0^ z = ±1(^ = 0); 

(2) x = 0 ,y = 士 1 ，2 = 0 (u = 0); 

(3) x = 土 1) 以= 0, 2 ： = 0 (u = 0); 



(5) x = ± 






1 






⑹： r 


土 




V 





Z 


0U 


-(a - 6) 


2 


①由于球面是有界闭集 5 在它上面使函数达到最小值及最大值的点必存在，这由魏尔斯特拉斯 
定理知之（参阅173末的附注). 
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在括号内所指出 u 的数值内，选取其最小值及最大值，就得出问题的解答[参阅 200,2)]. 

3) 回到并联的输电网中导线的最经济截面的问题 [201,8)]. 保留那里曾采用的表示法，就是 


要求函数 


/(仍，< 72 , qn ) = hqi + hq2 + ‘ • * + Z n g n 


在条件 




Qn) 


pl\J\ 

Qi 



phJ2 

Q 2 


+ 


響響 ■ 


+ 


pin Jn 

Qn 


e 


之下的极值 • 现在我们已不必像前面那样做法引人其他变元来代换 q u . q 2 n 了 ,因为用了我 
们的新方法，问题就简单地解决了. 

因此，求方程否= 0的全微分，就可由此求出微分向 n 的表达式 


dq n 



hJi 


n 


JTi 



dqi + 


» ■ _ 


丨 n—1 Jn—1 y 

H - ^ - dq n - 


ql-i 


l 



把它代入方程 d / = hdqi + … + In - idqn-x + l n dq n = 0 内，得出结果 


h 



hJi 


Jn 



dqi + ■■•+( ln—i — 



n 


— 1 Jn — 


1 


Jn 


Ql-l 


dq n 一 


1 


0 


因为 dq u … . dqn - i 已经是任意的 29) ，故在它们前面的系数必各别等 于零， 由此有 



Ji 


^2 

Ti 


Qn — 1 

Jn — 1 



2 


J n 


A ' 


而 


仍， 


A VJi , q 2 = 入 V ^， …， 


Qn 


^ V Jn 


( 12 ) 


比例因子 A 容易由联系方程确 定它: 



若应用拉格朗日法，就须作出辅助函数① 

F(qn •• - + . • ‘ + Uqn + A 2 (^ + .. • + l -^) 

'V Qi qn J 

而使它的导数等 于零： 


dF 


dF 


A^/ n t/ n 

ql 


In 



由此仍得出 （12)， 等等. 

4) 作为更复杂的例题，我们考察这样一个问题：三轴椭圆面_十^ > 6 > c ) 

被一个通过其中心的平面 Lr + m V + nz = 0 所截； 需要确定所得 It 圆截线的车轴.换句话说，需 

要求函数 r 2 = x 2 + y 2 + z 2 的极值，如果它的变元满足上述的两个联系方程. 

①为了方便，我们取“不定乘数”的形式如 A 2 , 其中并含有常数 p . 

29 )参看220目的脚注 30). 
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消去因变量的微分的方法 [211] 在这里将引致复杂的计算，因此我们就立即运用拉格朗曰法. 
为了要证实在椭圆面与平面的截线上的一切点，矩阵 



的秩等于2①，我们用反证法.由一切二阶行列式等于零必将推得上下两列的元素成比例；但那时 
等式 lx my nz = 0 将导致= 0,这是不可能的. 

a z 

作辅助函数 


/ 2 2 2 \ 

F ( x , y , z ) = x 2 + 7/ 2 + 2 ； 2 H - A ^ 十 + *) + X lx + + nz )， 


使它的导数等 于零： 

x + 入 —2 + /ii = 0， y ^ H - [ivn — 0, 2 + 入 . p 二 。‘ （13) 

这些方程分别乘以: r , y 而后相加，就得出（利用联系方程 ) A = - r 2 . 

为了明确起见，若假定 Z ， m , n 没有一个等于零，则由 （13) 可以看出 r 不等于 a , 6或 c . 那时 

方程 （13) 就可以改写成： ’ 


la 


2 


mb 2 


nc 


2 


X 




a 2 — r 2 ) 


V 


M 


b 2 — r 


2 


z 




c 2 - 


r 


2 


由此容易求出 M ， 于是也连带地求出但避免这样做，也可以把这些等式预先分别乘以 
m , n 而后相加，就得方程 


l 2 a 2 m 2 b 2 n 2 c 2 

q 2 _ r 2 + 匕2 _ 厂2 + c 2 _ 厂2 



由此可直接确定出我们所关心的 / 的两个极值. 

因为预先已知这些极值存在，故在此处问题已获得完全的解决. 

5) 最后，需要求二次型 


n 


/( 工1，奶， 


，工 


n 





^ki) 


i } k 


在条件 

X 2, … ，工 n ) 三 4 + ^ + • • • + 4 = 1 ② 

下的最小值及最大值. 

作出拉格朗日函数 

F ( xi , X 2) ' - * 5 Xn ) = /(0；1，工2,… 5 ^ n ) - K X l + d + …十 ^ n )- 



① 参阅212的附注. 

② 此处可加附注如同第409页下的脚注①. 
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由条件 


1 dF 

2 dxi 


= ( a n — A ) • xi + a \2 ■: T 2 + • • • + ai n ■ x n = 0, 


1 dF 

2 dx 2 


三 ^21 - Xi + (<222 — 入） • T 2 + … + a 2 n * X n = 0, 



1 dF 

2 dx n 


Clnl h X\ + a n 2 * + . . . + (flrm — 入 )* = 0. 

J 


消去: ru 2, …就得出关于 A 的 n 次方程 


ail — A a\2 ■ ■ , CLln 

0^21 Cl22 — A • • ■ Gb2n 

1 • ■ » ♦ 4 « 畚 ■* 

^nl dn2 • • • CLnn _ 久 



若 A 是这方程的 一根， 则可以由不全为零的 , x n 满足线性方程组 （15); 它们乘以适当 
的乘 数后，就能使条件（ I 4 )获得 满足. 然而确定这些数值并非我们所关心的事，因为就可看出> 不 
去确定它们也可以解决函数/的最小值及最大值的问题. 

实际上，依次以: ci ,; r 2 , ■ •. 乘 （15) 中各式而后逐项相加，就得等式 

> 

/( CCU 2, ■ • . , x n ) - X(xi + X 2 + ■ « ■ + = 0 


或根据 （14) 而得 


f ( x 1) X2 ) - - ' , x n ) = A . 

这样，若 A 满足方程（16)，则函数/在对应点（: ci , X2 , * * • , x n ) 的值就等于 A . 

我们就得出一个优美的 结果： 在遵守条件 （14) 之下所求的函数/的最小值及最大值恰为方 
程 （16) 的最小及最大的（实）根①. 

215. 函数的独立性的概念 考察函数组 


yi = fi(^ 1 : x 2) ■- ,x n ), 

V 2 = /2(工 1，工2,…，工 n )， 



Um = fmi^l 5 ^2) • 




它们连同自己的偏导数都是在某一 n 维开域 D 中有定义而且是连续的. 

今将考察其中一个函数的数值,例如％,可由其余诸函数全体数值 


(" 1 ， … ，％ - 1 ，％ + 1 ， … ,Vm) 

而 mm 註翻道虹娜一^斟 i . 

〜.人 ]V r - Hj , j 八 
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手谭堆确定的情形 • 更准确地说，若心是对 应于乃 中一切可能的点（％… ，〜） 的 
丄述土种 ( m -1) 维点的集合，则将假 定在心 内成立函数关系 

Vj — ^ p { Vi ，■… )Vj — i ) Pj 十 1 )***5 2/ m ) ， (18) 

而且，如果把一切糾换成函数（ I 7 )，这等式在： D 中就成为关于诸: c 的恒等式®.这 
时我们说 ，函数 yj 在区域： D 中与其余函数有关. 然而，为了使我们有应用微分学的 
可能，在这定义内再加上一个条件 ：函数 p 在含有集心的 （m - 1) 维空间的开域5 
中是有定义的，它连同自己的偏导数都是连续函数. 

特别情形，若函数（ I 7 )中之一函数％变成常数，则它显然与其余函数有关：在 
此处可以简单地令 # =常数. 一 般说来，函数 y u y 2) ... & 称为在区域乃中彼此 
相关，如果其中之一 （哪一 个都是一样）与其余有关. 


例题 1) 若令 

I Vl = ^1 + 2^2 + ' * • + 工 n ， 

< 1)2 = ^1 + ^2 + * * ' + 5 

、？/3 = 尤 1 心 + m 3 + 22X3 H - h Xn-rXn, 

则不难核对，在全 n 维空间内成立恒等式 


V 2 


2 


沒 1 — 2y 3 • 


2) 类似于此，关于函数 


/ 


yi 

V 2 

V3 


在三维空间内有恒等式 


XiX 2 - X 3y 
X1X3 + x 2) 



+ 1)(^2 + x z) — (^1 — 1) 工 2$3 — 2^1 [x\ 


^1), 


ys = yl - yiy2 + yl 


成立.它们是相关函数. 


若形如 （18) 的恒等式 既不在区域 D 中成立，也不在包含于 D 中的任何部分区 


域中座 立，则函 



二二 ,V 


要得出函数的独立性这 
数所组成的 雅可比 矩阵： 


就称为在区域: D 中彼此 独立. 


问题的解答，可考察这些函数关于一切自变量的偏导 



dyi 

dxi 

dm 

dxi 


dyi 

dx 


dy 



2 


dm 

dx 


2 


dx 

dm 

dx 


dy 


dy 


dy 



dxi 


( 19 ) 


dx 


2 


dx 



①重要的是，函数^在它自己的直接变元中不包含那些 


X 
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假定 n ^ m 首先就有这样的定理： 

定理 1若由矩阵 （19) 的元素所组成的 m 阶行列式中至少有一个区域卩中异 
于零，则在这区域中函数 y 1 , y 2) , ym 是独立的. 


证明 设 


dyi dyi 

dx\ dx2 


^Vm ^Vm 
dxi 8X2 


dyi 

鼴蠡蠱 

^Vm 

己工 ra 


7^ 0. 



假如不等于零的行列式不是这一个，而是任何别的一个，那么，只要调换变元的 
序号，就可以把问题变成 （20) 的情形. 

定理的证明我们用反证法来进行.假定其中之一个函数例如 2/ m ， 可以用其余函 
数来表示，于是 


Vra =咖1，"2,… (21) 

即使在区域: D 的某一部分只)中是如此也行. 

对每一个变量= 1，…， m ) 微分这恒等式，我们得出一系列的恒等式（在 2)(3 
中）其形状为 

dym = dym dyi dy m dy 2 _ dy m dym-i (. , 

dxi dyi dxi dy 2 dx { dym-i dx^ ’ ’ ’叫 

我们看出，行列式 （20) 的最后一行的元素可以由前面 m - 1行的元素预先分别 
乘以^，…再相加而得.这种行列式当然是等于零的.这便违反了定理 

oyi ^Um-l 

的条件.所得的矛盾就证明了等式 （21) 是不可能成立的. 

216. 雅可比矩阵的秩 转向一般情形，我们引人下面的定义.所谓雅 可比矩 
阵 ( I 9 )(在区域 P 中）的秩，这是指由矩阵 （19) 的元素组成的在 P 中不恒为零的 
行列式的最高阶数.当然，可能遇到这种 情形： 矩阵 （19) 的所有元素都恒 为零； 这 
时我们说，矩阵 （19) 的秩是0;但这种情形不值得我们注意，因为这时所有的函数 

ym 都干脆成为零 [183]. 如果矩阵 （19) 的秩是 1， 则由矩阵 （19) 的元 
素（当然，这要假定 m > m 和 n > W 所组成的/ X 阶行列式中至少有一个在 D 中不 
恒等于零，同时所有阶数高于/ X 的行列式（如果有的话）都恒等于零.我们说矩阵在 
区域某点达到秩只要上述的#阶行列式在这一点异于零. 

定理 2设雅可比矩阵在区域 P 中的秩是 fi ^ l 且在这区域内一点 

M 0 ( x ^, x ^ r - 
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达到秩那么，在点 Mq 的某一邻域 P 0 内, m 个函数之中的 / i 个（就是那些函数, 
由其导数组成的 / i 阶行列式在点 Afo 不等于零）是独立的，而其余则与它们有关. 

证明不失一般性，可以假定在点 Mq 异于零的行列式就是 


D(yu … ，:^) 


dy^ 

dy^ 

dy^ 

dxi 

dx 2 

dx^ 

dfi 

dfi 

dfi 

dxi 

dx 2 

dx^ 

df 2 

df 2 

df 2 

dxi 

dX2 

9 x m 

參 4 4 

dU 

ft ■ ■ 钃 4 蠡 

dU 

» ■ ■ 

dU 

dxi 

dx 2 

dxp 


dyi dyi dyi 

dxi dx 2 dx ^ 

dy 2 dy 2 dy 2 

■ I ■ ■■国 ••- BP»WW«>PP<_ 

dxi dx 2 dxp 


( 22 ) 


由于偏导数的连续性，所以在点 Mq 的某一邻域内也如此，因此,按照定理1，函 
数 奶， 約，…， y M 在这邻域内是独立的. 

现在用 ylvl -^ vl 记这些函数在点 Mo 的数值.根据 208 的定理4,在某一 
(n + M ) 维的长方体域 

0? - 5 1 ) x° l +(5 i ；--* - 6 n) x° n + 5 n \yl - A l 5 y ? + Ai ； ••- \y^ - （23) 

中方程组 （17) 的前 / i 个 

AOl ， .‘. ，3 ^; 0 ^ +1 ，._. ,X n ) - yi = 0 , 

/2O1，■ ■ ■ ，工 〆 a; M+1 ， •… ， x n ) -2/2=0, 


/ M Oi ， … ，〜； 工 


/U+ 1， … 5 


^ n ) — V\i 


0 


确定 




为其余变量 yu … ♦，: r M + i ， …，的单值函数，记为 


XI 


^ i{y 


1 


， Vf ! 5 工 /U+l ) • 


，： r 


n 



\ 


^2 = 中 2 [y 


工 M +i ， •… ,x n ), 


X 




> * * * 5 Ufi ] ^/i+l 5 ''' ，工 n 


/ 
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在上述区域中方程组 （ 24 ) 与 （ 25 ) 是完全等价的， 即它们被变元 A ，…，: ^和讥 ，…， 
y n 的同样数值所满足.由我们所根据的定理本身得出，如果将函数 （ 25 ) 代人 （ 24 ) 以 
代替 x l 5 x 2 ,--- ，&，则得出关于 y u … u 叶 u …、 x n 的恒等式.但是对于我们现 
在重要的还有另一方面：如果将函数 A ,/ 2 , … ，八 代入 （ 25 ) 以代替 奶，奶 ，…，^， 
则得出关于变元以 ，化， ， x n 的恒等式——至少在点 M 0 (xlxl ... ，4)的某个 

邻域内是如此.就是只要选取这个邻域 

T>0 = (Xi — S[^Xi -i- S[ ； X2 — ^2) x 2 + ^2> ' * ' 5 — ^n' X n + ^n) 


使得 


0 < 5^ ^ ^ i ,0 < 82 ^ ^ 2 ) ''' , 0 < 5^ ^ 5 n , 

此夕 h 还要求对于它的各点由 （24) 定出的 yi ) y 2^ ••- ,Vix 的值，即 A ，/2, …， / M 的 
值，与之差分别小于 匕山、… > 〜①. 实际上，这时点 ( xi , 
x n , yi , P 2 r - ，^)落在 M ) 上，并且与等式 （24) 同时等式 (25) 也应当满足 • 

现在从 （17)( 如果 m > fx ) 的其余函数中任取一个,例如 y ^ u 我们证明，它与前 
M 个函数 …如 有关.如果将 （25) 中的诸函数代人等式^+1 =/ M + i ( x !, ■■-, 
工 n ) 中以代替: Ti , …，; T n 则 ％+1 就成为 HU …，如， 〜+1,…，工 n 的（复合）函数的 

形状： 


= ffj -+ 1 (^1 ( Z/l 5 * * * ， IZ / x ，， . . *^ n ) ， 

^ Pfj , (jjl 5 * ■ ' 5 Vfj , j 工 / Li +1 ， ■ - ■ ，工 n ); T / u +1 ， • ■.) 工 n ) 

= \ {yi 5 * " ■ ? U/j. j ， ^n) * ( 26 ) 

根据上面所作的附注，如果在这个等式中分别以函数 hj :， …山， t^irn 
的，奶,…，“ ka ， 则它在区域中关于诸 Z 成为恒等式 • 

为了证明函数 如 +1 与函数 yn •、如 相关，剩下只要证明 （26) 中的函数 
f m +1 实际上与变元 ； +1 ，… ，〜 无关.为了这个目的> 只要证明，关于…， 如， 
I / x +1 , . . . ) 的恒等式即： 

^±1 =0 ^±1 =0 … dF — = 0 

dx^ + i ， dx^2 ， ， dx n 

成立就行了 [比较 183]. 下面讨论第一个等式作为例子，其余可以同样证明. 

对方程 （24) 关于 x M+ i 微分 ，把: r l5 x 2 , …，〜看成是 yi ， …，〜 + i , • … ，工 n 

的函数,我们就得出关于 

dipi dcp ^ 

--- • • • — 

dx ^ i ' ， <9 x m+ i 


©由于函数 fuf 2, / M 在点 M 。 取值 y Q ^ yl … 5 沾并且连续，所以这是可以实现的 • 
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诸量的线性等式: 


dfi 

dxi 

df 2 

dxi 


d(pi 

d(pi 




+ dfi 

+ df 2 

dx^i dx^ + i 



二0, 




dU d^i | | d ( p ^ + df 、 = o 

dxi dx^i dx^ dx^i 9x M+1 • 

作为这 M 个线性等式的推论，得出第 & + 1) 个线性等式 

df^+i _ + …+ 9 / m+i . d ( P ^ + ^/ m+i 

dxi 9 x m+ i dx^ dx^i 



(27*) 


因为由 （27) 和 （271 共 m +1 个等式中的上述诸量的系数及自由项所组成的 (M + 1) 
阶行列式，即行 列式： 


dfi 

dfi 

dfi 

dxi 

dx^ 

dx^i 

df 2 

df 2 

df 2 

dxi 

dxp 


4 • ^ ■蠱 》 

dU 

■ » I 

dU 

» 蠡 》 

dU 

dxi 

dx^ 

dx^i 

dU+i 

df^i 

9/ m +i 

dxi 

dx^ 

占工 V+l 


恒等于零（因为矩阵 （19) 的秩是 M ). 但按函数的定义 (26), 等式 (27*) 的左边 
就是导数由于 (27*), 这个导数确实等于零. 

0 X ^1 

于是，在函数内并不含变元 Tp + l , •.. ,工 n ; 而 Vfi + i 只与 yu …， Vtx 有关， 
这便是所要证明的. 

在215的例 1) 内，雅可比矩阵的形式为 



1 1 

2 xi 2 x 2 

工 2 十尤 3 + • ■ • + + X3 +， • ■ + 


1 

2^ n . 

Xi + X 2 ~\ - + X n -1 





若第三行各元素依次加以第二行各元素的 l 则得出（类似于第一行的）由相等的元素所组成的 
列.由此已很明显， 一 切三阶行列式为零.矩阵的秩等于2,实际上，三个函数中的两个互相独立， 
而第三个函数就与这两个函数有关. 

类似于此，上述的定理也可以应用于215的例题 2). 

末了，须注意，有时可以在所论区域的一部分内成立诸函数之间的一种相互关系，而在另一部 
分内成立另一种相互关系，或是彼此独立，等等. 



• 418 ■ 


第六章函数行列式及其应用 


[ 217 ] 


3) 例如，设扒及仍是二个自变量的 函数， 在平面 X 1 X 2 上由下列等式 确定： 

若 ； n > 0, f :■，若 x 2 ^ 0, 

yi = < y 2 = < 

[ 0, 若 xi < 0. [ 0, 若 X 2 < o . 

容易验证，这些函数连同自己的导数在全平面上是连续的. 

在本题的情形，雅可比矩阵的秩在第一象限内为2,在第二、四象限内为1，在第三象限内为 
零.只有在第一象限内，函数彼此独立. 

§4. 换元法 

217. 一 元函数 这一节的目的在于使读者熟悉换元法的形式上的步骤.因此我们在这里不 
准备多去解释，使得这种演算成为合法的一切条件（而那样做也并无任何困难). 

本节内容的主要部分可能在以前都已讲过了，然而现在把有关换元的全部材料集中在一处似 
乎是适时的. 

设已给含有自变量: r ， 其函数％以及 y 关于 x 的直至某阶为止的一系列导数的某一表达式 

有时需要将它变换成新的自变量 t 及其函数^的相同的表达式，而新旧变 M 之间则由确定的关系 
(名 为变换公式） 互相关联着.准确些说，要把 W 表示为 以及 u 关于 t 的导数的函数. 

通常使用这 种换元 法的动机或则由于在所讨论的问题内变量 t 及^特别值得采用，或则由于 
把这变换公式引入表达式 W 后可使 w 简化. 

首先讨论只是自变量受到变换的情形，且已给出 a ; 与新自变量 t 之间的直接变换公式. 

假定，这变换公式关于 x 而解出： 


z = W ⑴‘ (1) 

若 y 是 X 的函数，则用 Z 做媒介，它就成为 z 的函数.我们在 121 内已有用: T 及 y 关于 t 的导 
数来表示 y 关于 X 的导数的 公式： 



因为可以作为 Z 的已知函数[它们可以由 （1) 式微分而得出]，故只需再把 W 
内的 yLy ^ r - 用上述诸表达式代换成纟的函数 y ' t , v % 等等即可. 

若已给的变换公式关于： r 为未解出的形式： 

jm 


伞 ( M ) = 0， (3) 

问题在本质上是可以同样解决的，只是导数 ，■… 须按照隐函数的微分法去求出它们①. 


® 可是，这样在 VF 的最后表达式内仍可能包含有 o ;， 那时就必须借助于 （3) 式来消去它. 
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转而讨论一般情形.设二变量都需变换，但假定变换公式可以写成关于旧变量而解出的 形式: 

工 = y = Huy (4) 

若2/与 Z 间存在函数关系，则由此知 U 与 i 间也将存在函数关系，由是根据 ⑷及 y 就成为 t 
的复合函数.按照复合函数的微分法则，就有 

X t = M W = 砍 + «' 

" // , r% // / , // /2 , / // " / // , , / / // 

^t2 = 外 2 + 2(f t uU t + 十 W u U t 2 、 y t 2 = + •… + WuW 、 … 

读者须注意，我们用等等表示: T 及2/关于 t 的“全”导数，即已把 U 当作 t 的函 数了; 
&之 n … 只表示关于 t 的偏导数，因为在函数叭也…内 t 只是二变元之 一 • 

把这些式子代人公式（2)，就得出用 以及 u 关于 t 的导数来表示 y 关于 x 的导数的式 
子‘ 

若变换公式不能关于$及^/而解出： 

电 (x,y,t 、 u) = 0, ^/(x,y,t,u) = 0, (5) 

就须按照隐函数的微分法则求出导数 …. 例如对; t 而微分 （5)( 这时，不仅把 o ; 及 
y 、 就是把^也当作 （ 的函数)，就得方程 

Kx[ + Kvt + + 二 0 ， Kx[ + ^yVt + + « = 0 , 

由此就能求出 x f t 、 y ’ t 等等. 

在变换公式可以关于新变元而解出的那种特别情形： 


t = Oi{x,y), u = 0[x 、 y )、 


⑹ 


首先可以利用刚才讲过的一般方法.例如对 t 而微分公式 （6)( 这时把 x 、 y，u 都当作6的函数), 
就得 

1 二 OL x X^ H~ (Xyyi , — Px^t Py Vt 5 

由此得 ，，， 

/ 一 (^y _ / — _ Ar 

AS ^y~ OL^ ’ OL^'y- Oi'y^ ’ 

最后得 f f f 

/ 以 X 从 t 一 0x 

Vx = p， y - « 

然而在这种情形，更简单的是这样来做：正好像是反过来要把变成:的一样.对 x 而 
微分公式 （6)( 把^/当作 x 的函数)，就得 



Px + PyVx) 


于是 

u / _ u， x _ Px + PyVx 

t’X Otx (y. yl/x 

由此也能得出同上面一样的％的表达式. 


⑺ 
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在这里我们也这样区别导数 tK 与: 前者表示关于: r 的 “全” 导数，已把 y 当作 
x 的函数了，而在后者只是把: r 当作函数 o ：，/3 的二变元之一. 

注意，按照公式 （6) 把变元换成变元可以几何地解释为一种平面（或它的一部分) 
上的点变换：若把看成平面上一点 M 的坐标，把看成一点 P 的坐标，则这变换就把点 
M 迁移到点 P . 再取平面上的任何曲线 / C ， 其方程为 y = /( x ); 对应于 x 与 y 之间的这种函数 
关系，在〖与 u 之间也得到一种函数关系％ = g ( t \ 它也确定平面上的某一曲线 £. 这样，在所 
考察的变换之下，曲线 / C 转移成曲线乙若作前一曲线在 A // 点的切线，其斜率 为％, 则第二曲 
线在对应点 P 也有切线，其斜率就是由公式 （7) 所确定的4这样，由曲线 K 上一点 M 的坐标 
及在 M 切线的斜率就单值地确定了变换后的曲线/：上对应点 P 的坐标及在 P 切线的斜率.因 
此，若经过点 M 作相切于这点的二曲线，则变换后的两曲线也必相切于对应点 P . 故所考察的平 
面上的点变换保持相切关系[比较下面的例题 5)1. 


218. 例题 1) 设&给方程 x z 心 + g +々= 0;令 a ; = <求变换后的方程. 
按照公式 （2) 有 

/ 一 t 丨" —21 / // /、 

Vx= e - y t) y x 2 = e - (y t 2 - y t ), 

而方程就变成更简单的形式： 

y't^ + y = o. 

2~)令 x = t - y 、 变换表达式 


W 


Vx2 - ‘(1 十 y ’ x ) 2 

(1 + y ' x ) 2. 


若写成 x = t — u,y = U , 就可以由一般方法完成这变换.按照公式（2)，得 

w = - ^y't - y'tjx't + y't ) 2 

~ d y’tY ‘ 

另一方面，变换公式给出 x' t = 1 - 代入，最后得 W / = A - 

3) 互换变元的任务假定要把自变量: r 与其函数 y 所担任的任务 互换: 则只需令 x = u )V = 
t 、 就可以由一般方法完成这变换.试提出这样的 问题: 用 z 关于^的导数去表示2/关于^的 导数) 

仍利用公式（2)，用 y 代 t . 若注意％ = 1( 又 = <;=…= 0)，则立刻得出 




// 

Vx ^ 




例如，若应用这变换于表达式 W 


/ /// 


VxV 


可得 W 



/// 


换成极坐标若把：看成点的直角坐标，则方程 


亇/5 A 

丄 y 


fix ) 表示曲线.有时常需把 


x ， y 换成极坐标 r ，0， 而改用极坐标方程 



9{0) 来表示曲线.那时，自然会有必要，要把由 


… ，表示的曲线的各种几何元素改用 hr ，4,7^ 2 ，... 来表示. 
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r 


在这种情形，大家知道，变换公 式是 ： x = rcosO,y = rsin 义对 (9 而微分它们（在这时，注意 
是沒的函数)，就得 


Xq = tq cos 0 — r sin 沒 5 


Ve 


tq sin ^ + r cos 6 


n 

x e 2 

n 

Vq 2 


r 6 2 cos 6 — 2 r e sin 6 ~ r cos 0， 
Tq2 sin 沒 + 2 tq cos 6 — r sin ^ 5 


由此，按照公式 （2) 用 0 代 t )， 得 


/ r G sin 0 r cos 



2 


/2 


Tg COSO 


rsinO ) 


n 

Vx ^ 


〆 + 2ry — rr^ 2 

{tq cosO — r sin^) 3 


用这种方法，例如，切线的斜率便是 


tga 




Vx 


Tq sin Q 七 T cos 6 


r’Q cos 沒 


rsinO 


而切线与向径的延长线所成的角 o ; 的正切（图 114) 


tga; 



一的 


tga - tgg = xy f x - y 
1 + tga^tgO re + yy ; x 


现在可以用更简单的公式 


tga ; 


r 



来表示，由于这缘故，当曲线用极坐标方程给定时，切线 
的位置最好就用角 w 来确定它. 



x 


再考察表达式 


R 


(1 + Vx) 


以后 [251] 将看到，它表示曲线的重要的几何元素（“曲率 半径， 1若把上面求出的关于％及％; 2 


的式子代入此处在化简后可得 


R 


(r 2 + 



r 2 + 2r 


02 


TV 


n 


5) 勒让德变换在前目内所提出的换元问题可以把它推广到在变换公式内已出现有导数的 
情形去.我们限于讨论这类变换之一作为例题： 


t = y’x, u 二 i • y’x - m 

这变换称为勒让德变换. 

对 rr 而微分第二变换公式，把左边的 w 看成是以 i 为媒介的 re 的函数 （ t 与0；的函数关系 
由第一公式给出)： 

/ " / , " / " 
u t • y x 2 =y x ^rX^y x 2 -y x = X .y x 2‘ 

由此（假定 A # 0) i 4 = o :. 这样，若写出两个变换公式，就有 

1 = 叫， y = t • Ut — u 、 
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这就表明变换的相互性：是怎样用 x ， y ， y ， x 表示的，则后者也完全同样地用前者表示着. 

用类似于前的方法，对 x 而微分 W = a 则得 



继续微分给出 



0,于是2/3二 



等等. 

须注意，若以平面上的变换来做勒让德变换的几何说明，则它决不是点变换.若要知道点 P 
的坐标 tu ， 单知道点 M 的坐标 x , y 是不够的，还需要知道所考察的曲线2/ = f ( x ) 在这点的切 
线的斜率％.纵然如此，曲线在此处仍变成曲线，且 仍保持相切关系①. 


219. 多元函数.自变量的变换 现在转而讨论除自变量以及它们的函数^以外， 
还含有 z 关于其变元的（达到一定阶的）偏导数的表达式 



的变换问题. 


和前面所说过的简单情形 一样， 在这里也可能需要利用联系新旧变元的变换公式把它变成新变 


量的表达式.若有 h . 表示新自变量，用 r 表示它们的函数，则问题就成为用 ; t 






以及 



关于其变元的导数来表示显然，只要学会如何来变换旧导数 


dz dz 
dx ^ dy ’ 


d 2 z d 2 



dx 2 ' dxdy ’ 


成为新导数就够了.为了书写简单起见，我们将假定自变量只有两个：旧的是 x ， y ， 新的是 

先从只变换自变量的情形开始，而变换公式直接联系着旧变元: r ， y 与新变元 A 〜 
假设变换公式可以关于旧变量而 解出： 





y 


佩乜） • 


⑻ 


Ux 及 y 为媒介把 z 看成 t 及 m 的复合函数，按照复合函数的微分法则就得 


dz 

di 


dx dz dy dz 
dt dx dt dy ' 


dz 

du 


dx dz 
du dx 



dy dz 
du dy 


⑼ 


这样，我们就得到旧导数 
出来： 


及_所满足的线性方程组；由此旧导数就可用新导数线性地表达 

ox oy 


dz 

dx 


A^^B dz 


dt 


du 、 


dz 

dy 


C^+D dz 


dt 


du 


( 10 ) 


这时必须注意系数 A c ， 乃是 由公式 （8) 中的函数 W 及0的导数所组成，但却 完全与 Z 无关. 


①保持相切关系类似的变换在各种几何及分析的领域内起了重要的作用.这种变换称为 切线变 
换或接触变换. 点变换及勒让德变换只是其特例. 
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因此我们也可以把公式 （10) 应用于导数 


dz dz 
dx’ dy 


(代替 z ). 例如由此，对于 


d 2 z 

dx 2 


就能得到 


dx 2 dx \dxJ dt \dxJ du \dx) 

_ , ( a ^ 2z I r> dA dz dB dz \ 

V dt 2 dtdu ^ dt dt ^ dt du) 

B . d 2 z d 2 z dA dz dB dz 

V dtdu du 2 du dt + du du 


把 （10) 应用于二阶导数（代替 z )， 可以得出三阶导数的表达式，等等. 

若变换公式能关于新变量而解出： 


t = ^(z ， y )，u = P(x,y), 


则更方便的是应用反逆法，即以;为媒介把2看成: r ，?/ 的复合函数，再对旧变元而施行微分. 
这时立即得出形式如 （10) 的 公式： 


这次，系数 


dx 


A 


dt dz 

du dz 

dz 

dt dz 

n 

du dz 

dx dt dx du 、 

dy 

dy dt 

dy du 

dt du 

▲ ■ — ^ 

C 二 


du 

dx) 

dx 1 

dy ) 

dy 


M x , y 的函数 ，但同样与 z 无关. 

累次应用公式（11)，仍可以得出以后各阶导数的表达式.例如 


d 2 z — d ( a^ z \ r>^ z \ _ dB dz d (^ z \ R d /<9z\ 

dx 2 dx \ dt du) dx dt + dx du + dx \dt) dx \du) 

= 9Adz,dBdz A { A d l± , B \ , B ( A , B ^\ ① 

dx dt + dx du +A \ A dt 2 dtdu) ^ B \ A dtdu +B d^J 


最后，在一般情形，对于任意的变换公式 


( 11 ) 


伞 (x ， y，t 以 ） = 0 ， ^{x,y,t,u) = 0, (12) 

可以用直接法或反逆法按照隐函数的微分法则算出偏导数 

dx dx dy dy dt dt du du 

dt' du 5 dt 5 du ^ dx' dy 、 dx、dy 

220. 微分的求法 如果在 w 内出现的不是个别的导数，而是已给阶次的全部导数> 那么 
我们可以讲一种用新导数表示旧导数的特别方便的方法.这就是全微分的求法.它同样可以表示 
成两组公式，看我们是用还是用: c ， y 当作自变量而定. 

先设 t , u 是自变量，一切微分就是关于这些变量而取的（直接法).求变换公式 （12) 的全微 
分，血及办就可以由出及如线性地表达出来： 


dx = adt + dy = ^ydt + Sdu] (13) 

①在此处应再作出类似于第 217 目的脚注.因为用新导数表示旧导数的表达式内含有 o :， y ， 故 
把它们代入 W 以后，可能还需要再依靠变换公式来消去％&读者注意在下一场合中也有类似于 
此的情形. 
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以后再微分这两个式子，可以把及 表示为 dt 及 du 的二次齐次多项式 


d 2 x 


edx + Qdtdu + rjdu \ 


d 2 


y 


Odt 2 + rdtdu + xdu 2 , 


(14) 


等等 ■ 系数 


丁， X 是 X , y , t , u 的已知函数 • 


现在（利用微分的形式不变性 ） 把双关地表示为 


dz 


dz 7 dz . dz . dz . 
dx + —dy = —at + ^-au. 


dx 


dy 


dt 


du 


(15) 


若把如及办换成它们的表达式（13)，并使等式两边汾及也之前的系数相等®，则得线性方程 



dz +i dz 


dx 


dy 


dz R p dz 


dt 


dx 




dy 


dz 


由此可以确定导数 $ R dz 


dx 


dy 


同样，可以双关地表示(记住，自变量不是而是 


d 2 



^ Z dx 2 + 2 ^ Z dxdy 



d 2 



dx 2 


dxdy 



dy 


dy 2 



dZ d \ + ^y 


dx 


dy 


d 2 z dt 2 + 2 dtdu + h 



dt 2 


dtdu 


du 2 


(16) 


若把 dx , dy , d 2 x , d 2 y 换成它们的表达式 （13) 及（14)，并使等式两边 


之前的系数 


相等这就给出三个线性方程的方程组，借此可以确定导数 
经知 道)； 等等. 


d 2 z d 2 z d 2 z 
dx 2 ’ dxdy 5 dy 


(因为 


dz dz 
dx ’ dy 


已 


在实施时，用反逆法更为简便.这时把 x 及 y 当作自变量，于是就须对这些变量而取一切 


微分‘ 


由变换公式 （12) 求得的历次微分为 


dt 二 adx + bdy 、 du = cdx + ddy\ (17) 

d 2 t = edx 2 + fdxdy + gdy 2 , d 2 u = hdx 2 + idxdy + jdy 2 (18) 

等等 . 且此处的系数 a ， b ， … ， i,j 是 x ， y ， t ， u 的已知函数 . 

若在 （15) 内把出及 du 换成它们的表达式（17)，并使等式两边 dz 及兩/之前的系数相等， 
则直接得岀 

dz dz dz dz dz dz 

dx a dt + C du、dy dt + du 

① 请回忆，等式 Adt + Bdu = A'dt + B'du 仅在 A = A',B = B' 的场合方才可以对于任意的 30 ) 
dt 及 du 成立 . 

② 等式 Adt 2 + Bdtdu + Cdu 2 - A'dt 2 + B'dtdu^ C ， du 2 仅当 A = A^B = B\C = C ' 时方才可 
以对于任意的 卿 dtRdu 成立 . 

3Q ) 在所考虑的等式中右边与左边都是函数，由两个函数的等式总可以得出对任意固定的自变量 
的值 , 这些函数的值相等所以实际上在任何正确的包含自变量微分的等式中，愿意的话，这些微 
分可以认为是任意固定的数 .） 
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在这一情形，代替 （16) 就有 


d 2 


Z 


U dx2 



d 2 z d 2 z o 

2 d ^ dy dxdV + 


U dt2 十 2 ik dtdu + U du2 + % d2t+ 


把 (17),(18) 式代入，使等式两边 dx ' dxdy ’ dy 2 的系数相等，便直接得出导数 
的表达式，等等. 


d 2 


Z 


d 2 z 


d 2 


z 


dx 2 5 dxdy ’ dy 2 


221 . 换元的一般情形 

关于旧变量而 解出： 


最后回头讨论当自变量及函数都变换时的一般情形.设变换公式能 


X 




y 




Z 




(19) 


若 z 是 x 及 y 的函数： 2 = f ( x , y ) 、 则把此式中的 z 用 （19) 中的各式代人，就得到新变量 
之间的函数关系，于是^成为 t 及^的函数. 

把*及 u 当作自变量（直接法)，且借: r 及 y 为媒介把2看成 t 及 w 的函数，就可同上面那 


样，得到等式 （9), 由此又得 (10). 但在此应把 


dx 

dt ' 


dz 

，冗 


理解为 x ， y ， 2：对于 t 或的“全”偏 


导数，它们可以由 （19) 式顾及 v 本身也是 t 及^的函数而 得到: 


dx 

dt 


dcp d(p dv 
dt ^ dv dt ^ 


dz 

du 


d \ dx dv 


(10) 中的系数 A 、 B ' C、D 内不仅含有 t ) U ) v , 而且含有导数 
累次应用公式 (10), 就可由此引出二阶导数的表达式，等等. 

若变换公式能关于新变量而 解岀： 


dv dv 
dt } du 


后者是以有理方式出现的. 


a{x,y,z), 


u 




V 


7(%；^)， 


( 20 ) 


则通常可应用反逆法，即把^及 y 当作自变量.就有 


dv 

dx 


dv dt dv du 
dt dx du dx 5 


dv 

dy 


dv dt dv du 
dt dy + du dy 


此处的 


dt 

dx ^ 


dv 

，瓦 



要换成它们的表达式，只需对 xRy 微分公式（20)，并计及 z 是: c 及 y 


的函数，就可以得到这些表达式: 


m 

dx 


da da dz 
dx dz dx ^ 


dv 

% 


d^f d ^( dz 
dy + dz dy 


对 


这样就可得出关于 ^ 的线性方程组，由此这些导数很容易用 XJZ ， 皂々 表达出来. 

ox dy at du 

求以后的导数最简单是这 样做： 借 t 及 u 为媒介把导数€及^看成是 xRy 的函数再 

at du 

(对 w 微分所得的〔或的表达式，等等. 

ox \ dy) 

在变换公式为 一 般形式 


A ( x ) y ) z ) t , u,v 

T ( x ) y ) z ) t ) u ) v 


0 ,B 

0 


( x ， y ， z , t ， u , v ) 



(21) 
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的情形，可以利用上述的任何一种方法，并应用隐函数的微分 法则 . 

要解决所考察的一般换元问题，也可以应用全微分的求法 • 我们限于在旧变元 : r 及 y 的自变 
量的假定之下来叙述这一方法（反逆法），于是对这些变元而取一切微分 . 

由公式 （ 21) 出发，累次求微分，可以得出 


dt — a\dx -a^dy + a^dz^ ) 

du = bi dx + & 2 办 + b^dz ) 

dv = cidx 十 C 2 (iy + czdz; 
d 2 t = didx 2 4- d^dxdy + dzdy 2 + d^dxdz + d^dydz + d&dz 2 + a^d 2 z, 

xi = C\dx^ • • * + B^dz^ + 
d 2 v = fidx 2, + ■… + j^dz 1 + c^d 2 z m y - ■ - 



( 22 ) 


(23) 


若在等式 


dv 


d Udu 


dt 


du 


内把 dt 、 duAdv 换成它们的表达式 （ 22 )， 则得 


Qy Qy 

Cidx + C2dy + C3dz = —(a\dx + a 2 dy + a^dz) 4 - -^(bidx + b 2 dy + b^dz), 


由此有 

式中的 A,B 以有理方式包含导数 


dz = Adx 4 - Bdy, 

rjo) r)o) 

= 及 # . 把这式与公式 

at du 


dz 


dz 

dx 


dx + 


dz 

dy 


dy 


(24) 


对照，看出 

今在等式 （〖及 ^ 不是自变量 ) 


dz 

dx 


A 


dz 

dy 


= B . 


d 2 



d 2 v 

W 



d 2 v 

dtdu 


dtdu + 


d 2 v 

du 2 



dv 

dt 


d 2 t + 


dv 

du 



中把 dt, du, d\d 2 u, d 2 v 换成它们的表达式 （ 22) 及（ 23) ，再把心换成它的表达式 （ 24 ). 从所得 
的等式可以确定 dPz: 

d 2 z = Cdx 2 + 2Ddxdy + Edy\ 

式中的 C ， D ， E 以有理方式包含导数 浩 把它与公式 

at du ot z dtdu du 2 

d 2 z = + 2-^-^-dxdy + ^Ady 2 

ox 1 oxoy oy l 


对照，得出结果 


d 2 



dx 2 




d 2 z 

dxdy 




d 2 z 

dy 2 


= 五， 
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变量的变换问题在此处也可给以几何的意义.若把变量 (x 、 y 、 z) 及 (t ， u ， v) 看成是点 M 及 
P 的空间坐标，则变换公式，例如其形式如（20)，对每一点 M 有某一对应点 P ， 即表示 着空间 (或 
其一部分) 的点变换 . 对应于 x,y,z 之间的函数关系，就可以得到 t 、 u、v 之间的函数关系，于是每 


一曲面 <5在这时仍变换成某一曲面 T . 

我们已看到，的值由 

at ou 

[180 ⑹ 1: 


4 2/,之， 


dz dz 
dx 5 dy 



dz 〜 、 dz 

(X - x) + 


dx 


dy 


的值单值地确定.回忆切平面的方程 

Pi ). 


由此容易推断：在所考虑的变换之中，相切于 M 点的二曲面&及&若对应于二曲面71及 T 2 , 
则71及 T 2 也必相切于 P 点. 故空间点变换保持相切关系 [比较下面的例题 7)]. 


222 . 例题 1) 换成极坐标设2是平面上的点函数2 = /( M ). 点的位置通常由它的直 
角坐标 (x,y) 确定，于是 2 就成为变量 x 及 y 的函数.然而用极坐标 r ，0 来表示点的位置，有时 
显得更为方便，于是就有换成新变量的必要.这种变换可由各种不同的方法实现. 

直接法 把当作自变量.由变换公式 


X 


r cos 0 ， 


y 


r sin 汐 


出发，依照公式 （10) 的模样，就有 


dz 

dr 


cos.^+sin^" 


dx 


dy 、 


dz 

d $ 


rsin0^^rcos6 dz 


dx 


dy 、 


由此， 


dz 

dx 


cosO 


dz 

dr 


sin 沒 dz 
r 86 ^ 


dz 

dy 


sin 



dz 

dr 



cos 沒 dz 

~ V ~ dO ' 


于是^^仏一^^匕仏^在这里就作为系数汔尽^从以后，有 


r 


r 


d2z =cos6t(cos^ Z 


dx 2 


dr 



sin 6 dz 


dr 


r 


d0 


sm6 d / .dz 

cos 6 


sin 9 dz 


r 


86 


dr 


r 


de 


cos 0 


2 ^ d 2 z 


2 sin 0 cos 0 d 2 z 


dr 2 


r 


drdO 



r 2 d0 2 





de 


同样求得 


d 2 z 

dy 2 


sm 


2 


d 2 z 

dr 2 



sin 6 cos 6 d 2 z 


r 


2 sin 0 cos 6 dz 

r 2 86 


cos 


2 



drdO 

Odz 



cos 2 0 d 2 z 


d 0 2 


r 


2 


r 


dr 


等等. 


(25) 


sin 2 0 d 2 z 2 sin 6 cos 6 dz sin 2 0 dz 



r 


dr 


反逆法 把当作自变量.为了要利用公式（11)，需要知道导数 


dr 80 dr 80 
dx’ dx’ dy、dy 


. 只要把 


联系新旧变量的方程预先解出新变元，就可以求出它们.但也可以不必解方程而应用隐函数的微 
分法求出它们.若对 xAy 而微分变换公式，把 r 及0当作: r 及 y 的函数，就得 


及 


1=cos ^_ rsin ^, 

OX ox 



sin 汐 


dr 

dx 



r cos 0 


do 

dx 


0 二 


cos ^_ rsin ^, 

dy dy 


sin^+rcos^^ 


dy 


dy 
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由此得 


dr 

dx 


cos 



dO 

dx 


sinO 


r 


5 


dr 

dy 


sm 





dO 

dy 


cos 0 


r 


于是，按照公式 （11)， 我们又重新回到表达式 (25), 等等 

微分的求法 如同刚才那样设：是自变童. 
求变换公式的全微分 
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dx 


cos 6dr — r sin QdQ 、 


dy 


sin Odr + r cos 6d6\ 


由此 


dr 


cos 6dx + sin Qdy 、 


dO 


— sin Odx + cos Ody 


r 


) 


于是 


dz 


dZ dr^^d6 


dr 


00 


cos 



dz 

dr 


sin 6 dz 

r dO 


dx + ( sin 



dz 

dr 



cosO dz 

t 36 


dy 、 


又重新得出表达式 (25). 


对 dr 及洲的公式再微分，给出 


d 2 r — — sin OdOdx + cos 6d6dy 


sin 2 Odx 2 — 2 sin 0 cos Odxdy + cos 2 6dy 2 


r 


y 


d 2 0 


—r (cos Odx + sin Ody)dO — (cos Ody — sin Odx)dr 


r 


2 


sin OcosOdx 2 


2(cos 


2 



sm 


2 


0)dxdy 


2 sin 沒 cos Ody 


2 


r 


2 


于是对于就有 


d 2 


z 


Z - 2 . r, O^z f „ . d 2 z _ 2 


° 2z dr 2 + 2S^ ： drdO^ 


dr 2 


drdO 


d6 2 


d/d 



dz 

dr 


d 2 


r 



dz 

86 


d 2 0 



COS 


2 




d^z 

dr 2 


sin 2 6 dz 2 sin 0 cos 0 dz 


2 


r 


drdO 



r 


2 


dO 2 



r 


dr 



r 2 


dO 


dx 


2 


+2( 


• » 


)dxdy 



) dy 2 ) 


¥ • 


由此对于二阶导数 


a 2 


z 


dx 2 ^ 


，可以得出与前面同样的表达式. 


例如，考察这一表达式 




dz 

dx 


2 



(dz 

\dy 


2 


5 


W 2 


d 2 


Z 


d 2 


z 


dx 2 



dy 2 


借助于已求出的公式，它们变 换成: 


Wi 


dz 

dr 


2 



r 


2 


dz 

06 


2 


w 2 


d 2 z 

dr 2 



d 2 z 1 dz 

H — 




r 2 d6 2 


r dr 


2) 换成球面坐标在空间类似于平面上的极坐标的，就是所谓球面坐标 p ， a 仏它们与直角 
坐标 A % ^之间的关系是 


x = psin^cos^, y = psinpsin 沒， 2 ： = pcos<^. 
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设有表达式 





d 2 u d 2 u d 2 u 
dx 2 dy 2 dz 2 5 


其中 ^ 是一个空间的点函数.试将旧变元％仏 z 换成新变元 pje . 

若变换分两步进行，首先令 z = rcosO y y = rsin 0( 保留 2 不变)，再令2 = pcosip , r 

(保留 (9 不变)，就可以利用例题 1) 的结果. 

例如，对于第二式就有 


d 2 u d 2 u 1 d 2 u 1 du 
dy 2 dr 2 r 2 d 9 2 r dr ^ 

' d 2 u d 2 u \ 1 d 2 u 1 du 
、 dz 2 dr 2 ) r 2 d 6 2 r dr 

再根据例题 1)， 把括号内的式子改写成 

■ 

d 2 u 1 d 2 u 1 du 
dp 2 p 2 dip 2 + p 5 〆 


d 2 u 
dx 2 + 

W 2 = 


最后 


du 

dr 


把这些式子代入前式中，最后求得 


sirup 



cos dv 
P 


m 


d 2 u 


1 d 2 u 



p 2 dcp 2 



p 2 cos 2 <p d 6 2 


A + ! du 


P dp 



ctgcp du 
p 2 d(p 


同样， 



3) 求证，表达式及在直角坐标换成直角坐标的任何变换: 


x = aix + biy + c±z, y = a 2 x + b^y + c 2 z, z = a^x + bzy + c 3 z 

之下保持着原有的 形式， 式中的系数 a , 6, c 满足已知关系式 

f 1 . 当 i j 时， 

diCij + bibj + CiCj = < 

I 0 当 < # J 时 . 

微分的求法把： r ， y 当作自变量，就有 

dx = a\dx + b\dy + c\ dz^ d 2 x f = 0, 
dy’ = a^dx + b^dy + cidz 、 d 2 y — 0, 
dz — a^dx + bsdy + c^dz, d 2 z f = 0. 


于是 


du 


du 

dx J 


(aidx + b\dy + c \ dz ) + 


du 

dy ; 


(a2dx + b2dy + C2dz) 



(asdx + b^dy + c^dz)^ 


=psxrup 


( 26 ) 
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由此 


du du du du du L du , du , du 

石二以⑥+奶‘+奶一 ， -^ bl — +b2 -- + bz ^^ 

du du du du 

al + C2 a7 + C3 a? ; 

各自平方再相加，根据 (26), 就得 


W \ = 



以后， 


d 2 


u 


^^(aidx + brdy + cidz ) 


2 


d 2 u 


+2 dx , dy , ( a id x + bidy + cidz )( a 2 dx + b 2 dy + c 2 dz ) + 


^2 就是 dx 2 : dy 2 ) dz 2 之前的系数的总和，借助于 (26), 不难证明 


d 2 u 
dx ,2 


W 2 



d 2 u 

dy ’ 2 



d 2 u 

dz ’ 2 


4) 方程 


X 


2 


d 2 w 

dx 2 


+ y 


2 


d 2 w 

dy 


2 


+ Z 


2 


d 2 w 

dz 2 




d 2 w d 2 w 

+ zx 


dydz 


dzdx 


+ rry 


d 2 w 

dxdy 


0 


按照公式 


x 


nv,y 


vt、z 


tu 换成关于新变元 t )U ,V 的方程 


直接法把 t ， ％ W 看作自变量，就有 


dw 

dt 


dw dw 
v + 


dy 


dz 


乜， 


dw 

du 


dw dw t 

v + — t , 


dx 


dz 


dw 

dv 


dw dw 
u + —— t . 


dx 


dy 


由此 


x 


y 


dw 1 丄 dw 1 dw 1 dw 

dw 一 1 dw 1 dw 1 dw 

矿作] m ， 


z 


dw 

dz 


dw 1 dw 1 dw 


其次 


X 


2 


d 2 w 

dx 2 


d 


x 


dx 


dw 

X ~ d^~ w 


x 


d / 1 dw 1 dw 1 dw 

dx \~2 t ^i + 2 U ^^2 V ^~ W 


2d 2 w 1 od 2 w 


^ dt ^ 




1 2 9 2w 


— d 2 w 1 d 2 w 

2 V dvdt 2 ^ U dtdu 



3 dw 

4^ 


d 2 w 

2 UV d ^ 

dw 1 dw 
- u — — — — v — 

4 du 4 dv 
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yz 


d 2 w 

dydz 


d 


t-T/- 


z 


dz 


y 


dw 

9 y 


d (1 ± dw 1 dw 1 dw 


2 


d 2 w 


2 


r -- — 二 — 

4 dt 2 4 du 2 4 dv 2 


2 d 2 w 1 d 2 w 

+ 2 UV d ^ 


dw 1 dw 1 dw 


等等.把一切同类的表达式相加（弃去数字乘数)，则得变换后的方程如下: 


2d 2 W , 2 


dt 2 


― U 


d 2 w 

du 2 



v 


2 


d 2 w 

dv 2 


0 


到现在为止只变换自 变量； 再举几个问题，其中函数也要变换. 


5) 变换方程 x 


2 如、 _2 如 ‘2 


dx 


+ y 


dy 


〆 ，设 


x 


y 


1 -\- tu y 


z 


+ tv 


直接法 


自变量为把变换公式的第三式对〖及对 tx 施行微分，这时把 z 及 r 看成 


的函数（前者借 X ， y 为媒介)，就得: 


dz 


dz 

dx 



由此得 


dz 

i — 

1 r 

1 1 dt 

dz 

- t 2 

t 2 dv 

dy 

(1 + tu ) 2 

- ( i +^) 2 . 

dy 

(1 + tu ) 

2 (1 + tv ) 2 du 

dz _ 

1 

fi t 2dv 

dv \ 

dz 

(1 + tu ) 2 dv 

dx 

(1 + tv ) 2 

l 1 t dt 

du ) 

’ dy 

(1 + tv ) 2 du 


变换后的方程经化简就成为 


dv 

dt 


0 


试用他法解同一问题. 

反逆法 由变换公式解出新变元 


t 




u 


y 


X 


5 


V 


Z 


X 


) 


而把4 2/看作自变量.对: r 及对 y 微分第三式 h 借的媒介而成为 xRy 的函数）求得 


Z 


1 dz 


dx 


2 



X 


2 


dv 

m 


dv 1 


dz 


dv 



du x 2 5 


z 2 dy 


du y 2 


或 


6) 表达式 


dz 

dx 


z 


2 


x 


2 


dv 

dt 


dv 
x 2 du 


dz 

9y 


z 2 dv 
y 2 du 


等等 


M/ = ^_ 2 a2z 


dx 2 


dxdy 



d 2 z 

dy 2 


换成关于变元 = l 的式子. 


微分的求法 自变量是: r ， y . 把变换公式施行微分，得 


dt 




dx + dy , du 


y 


x 


2 


dx H —— dy , dv 


x 


- A ： dx -\- —dz 
x z x 
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通过为媒介若把 w 看成 x 、 y 的函数，则微分 dv 可以写成 


dv 


dv dv 』 

m dt ^d^ du 


dv 

dt 


(cte 十 dy) 



dv 

du 


y 


x 


2 


dx + — dy 


x 


把 dv 的两个表达式互相对照，求得 


dz = —dx + x^-(dx + dy) 

X OTj 



dv 

du 


— dx dy) 


求新变元的二阶微分 


d 2 t 


0 5 d 2 


u 


2y dx 2 


2 


x 


3 


X 


2 


dxdy. 


d 2 


V 


X 


2 dxdz + ^dx 2 + -d 2 


2 


x 3 


z 


X 


另 ^ ^面， 


d 2 


V 


d 2 V 2 

w dt + 


d 、 dtdu+tdJ 


dtdu 


du 2 



dv 

di 


d 2 t 



dv 

du 


d 2 u 


d 2 


v 


dt 2 


{dx + dy) 2 + 2^^( 也十办 ) 


dtdu 


i dx + l dy 



d 2 v 

du 2 


y 


2 


X 


2 


c/x + — dy 



x 


dv 

du 


2 y dx 2 


2 


x 


3 


X 


2 


dxdy 


d 2 v 的两个表达式相等，把 dz 换成前已求得的它的表达式，就可以得到确定的表达 


式: 


d 3 z 


2 


dx 


x 


Z -dx 


+ 


.X 


X 


dv 

dt 


(dx + dy) + 


dv 

du 



2z 

x 2 


dx 2 


+x 


d 2 v 

W 


(dx 



dy ) 


2 



2 



d 2 v 

dtdu 


(dx + dy) 


2 



dv ( 2y 
du \x 3 


dx 





由此可以确定导数它们就是 dx\2dxdy 、 d y 2 之前的系数.但我们所需要 

的结果还可以用更简单的方法求得，只要注意到，若取血=1，办 = -l,d 2 z 就变成％用此法 
可求得: 

_ (x + y) 2 d 2 v _ (1 + ^) 3 d 2 v 

x 3 du 2 t du 2 ’ 

7) 勒让德变换仿照 218 5)， 我们在此处引入勒让德变换，作为一个更一般的变换的例子， 
这时联系新旧变元的变换公式内已经含有导数.令 


, dz dz dz dz 

U= 瓦， V = X d^ +V dy~ Z ' 

把 z 理解为 x 及 y 的某一个确定的函数 ： z = f(x ， y), 并假定对于它有 


D(t y u) _ d 2 z d 2 z 
D(x 、 y) dx 2 dy 2 



# 0. 


(27) 
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对 z 及对 y 微分变换公式的第三式（这时通过为媒介把〃看成: rj 的函数)，就得 


dv d 2 z dv d 2 z 
dt dx 2 du dxdy 

dv d 2 z dv d 2 z 

dt dxdy + du dy 2 


d 2 z d 2 z 
X d^ +V dxdy ) 


d 2 z d 2 z 

X dxdy 


由此得 


dv 


x = m ， y = 


dv 


于是又有 


2 = 


.dv dv 


即变换有互易的特征. 


先对 x 再对？ / 微分公式 （28) 中的前二式，得出方程 


d 2 v d 2 z d 2 v d 2 z 

dt 2 dx 2 dtdu dxdy 、 



d 2 v d 2 z 
dtdu dx 2 



d 2 v d 2 z 
du 2 dxdy’ 


及 



d 2 v d 2 z d 2 v d 2 z 
dt 2 dxdy + dtdu dy 2 5 


d 2 v d 2 z d 2 v d 2 z 
dtdu dxdy + du 2 dy 2 


因为 [203 4)] 



v 


d 2 v d 2 


dt 2 du 2 


v 


d 2 


dtdu 


D(x ， y) 

D{t 、 u) 


JL / ^ 


故由这些方程，有 


d 2 z 

dx 2 


v 


d 2 


du 2 



) 


d 2 z 

dxdy 


d 2 v 

dtdu 



d ^_ 

dy 


d 2 v 



(28) 


若把 [x 、 y 、 z)R (t,u,v) 解释为空间某两点的坐标，则勒让德变换可以看成空间的变换（但 
并非点变换).这时表征 z 与之间的函数关系的曲面变换而成确定 r 与之间的函数关系 

的曲面.因为 尝,尝仅与 有关，故勒让德变换保持相切关 系①. 

dt du ox dy 

8) 很易推广勒让德变换至任意维空间的情形.设2是的函数.令 


U 


dz 

dxi 


n 


4 = 1，2, 


• p » 




V 


E 


dz 

Xi d^l~ Z 


1 


在这里 r 是新变元 t u t 2r 

这里也假定行列式 


» » 


a 的新函数 



d 2 z 

d 2 z 

d 2 z 

dx\ 

dxidx2 

dxidxn 

d 2 z 

d 2 z 

d 2 z 

8 x 28 x 1 

dxl 

dx 2 dx n 

» _ » 

d 2 z 

4 ■ » 4 蠡瞟 

d 2 z 

• p » 

d 2 z 

dx n dxi 

dx n dx2 

dXn 


异于零. 


©第218目 5) 的脚注亦可移用于此, 
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把确定 V 的公 式对以 微分（在这时通过 t u …、 U 为媒介把 


V 


看成 


Xl 



的函数) 


E 


dv 


d 2 z 


n 


dU dxidxk 


E 



d 2 z 

dxidxk 






1，2, 


* ■ » 


， n )‘ 


由于由此推得 


dv 

dU 





1，2, 


* ♦參 


， n ) 


这样，仍有 


dv 


z = 




于是在一般情形，变换也有互易的特征. 


9) 最后，再考察一个具有某种特性的变换的例子.设 


咖1， 


5 



，工 1 ，…•，工 n ) 


是 2 n 个变元的函数，且是关于变元: n ，... 的二次齐次函数.假定行列式 


H 


d 2 (p 

dx \ 

d 2 <^> 

dx 2 dx \ 


d 2 (p 

dx±dx2 

d 2 cp 

dxi 


d 2 (p 

dxidx 

d 2 ^p 

dx2dx 


d 2 (p 

dx n dxi 


d 2 (f 

dx n dx2 


d 2 cp 

dxi 


异于零，再设 


U 


d(p 

QXr 


并引人 t \,- - , t n 作为新自变量以代替: ci ，• • • 则函数 p 变成函数 


功(以 1 ， … ,U n \ti, 


，艺 n ) • 


今要证明 


( a ) 


dip 

dti 


x 


⑹ 


d^ip 

dui 


d(p 

dm 






1， 


參 ■ » 


， n ) 


通过 ti ， 


Jn 为媒介把功看成 n ，…，: r n 的函数，再对办 微分 ip 


分，得 


d<p 

dxi 


■ 

E 


d ^> d 2 <p 

dU dxidxk 


(友 




1， 


穩蠡蠢 


5 


n ). 


另—方面，导数 S 册 变元〜 


••， x n 的一次齐次函数/故按照欧拉公式 [188] 


d(p 

dx k 


n 


E 


d 2 (p 

dxkdx 







1， 


， n ) 


对照已得出的 g 的两个展开式，由于# 0,可知关系式 （ a ) 是正确的. 
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再对从微分 V ?=也就得 


dip 

dui 


dui 


n 




d^p d 2 cp 


dik dxkdui 


但 


dcp 

dui 


显然是关于: El ， - 


) 



的二次齐次函数.仍应用欧拉公式，上式右边最后的总和给出 


n 



fc = l 


d / d(p 
dxk Kdxi 



2 


dip 

dui 


由此即推得关系式 （6). 



第七章微分学在几何上的应用 


§1. 曲线及曲面的解析表示法 

223. 平面曲线（：直角坐标系）在本章内我们讲已研究过的微分学的概念、事 

----- - --- — _ • - - - - - •，一…一 —.一 _ ， 

实和方法在几何上的某些应用.（其中一小部分我们在 91，141,143，145,148，180 中 
已经讨论过了 

我们认为，使读者预先回忆一下曲线及曲面的各种解析表示法是有好 处的； 而 
这就是§1内所要讲的.预先约定，凡在这章内所讲到的函数，总是假定为连续且有 

关于其 各变元 的连续导数」在必要时，我们还要求旦盾备阶昱数也存荏 M 县逢達 • 

先从平面曲线开始，并且以某一直角坐标系统0即为基础. 

前面我们曾不止一次地考察过形如 

v = / 0 ) 或工 = g{y) (!) 

■ 

的方程，并研究过与之对应的曲线 [47,91,146 及其后各段].这种把曲线上的点的雖 

动举标之了表示为另一坐标的（单值）显函数，如此给定曲线的方法，就称为曲线的 

^ 式法 (或^式).它具有简单明了的 特性； 即将看到， 其他任何种表示法 ——在某种 
意义上讲- 常可以变成这一种. 

我们还需说及与隐函数理论有关的曲线的隐式法，即曲线的表示式为既未解出 
x 也未解岀 y 的方程 

作，々)= 0 ⑵ 

[205 及其后].这种方程称为曲线 的隐式方程. 


[223] §1. 曲线及曲面的解析表不法 - 437 ' 

由隐函数的存在定理 [205,206] 推得,若在曲线的点 ( x 0 , y 0 ) 满足条件 

K 0 r o ，;?/ o ) / 0或 Fy ( xo , y 0 ) ^ 0, 

则至少在这点的某一邻域内，曲线能用显式方程 （1) 中的一种来表示（而且其中的函 
数/或9连同其导数均为连续). 

这样，只有那种同时满足二条件 

F x ( x o ^ Vo ) = 0, Fy ( x 0 , y 0 ) = 0 (3) 

的曲线上的点（吻,加）可以有下述奇 异性： 在它的邻域内曲线不能用显式方程 （1) 中 
的任何一种来表示.曲线上满足方程（ 3 )的点就称为奇 异点. 

下面 [236] 我们将研究曲线 （2) 在奇异点邻近的性态.但是通常奇异点总是不 
加考察的，我们只在该曲线的普通(即韭奇显的)点的邻域内研究它. 

最后，以往的叙述曾屡次提到，形如 

x = w ⑴， y = ip ( t ) (4) 

的方程，将点的流动坐标确定为某一参变量的函数，它们也确定出平面曲线[例如, 
参阅 106]. 类似于此的方程称为 参变量 方程； 它们给出曲 线的参变量表示式. 

考察由参变量 t 的值所确定的点 ( a : 0 ,7/ o ), 并假定在 t = :妃 时，/⑷)）# 0. 

那时，在 b 的近处导数<=——里于连.缓——将保持同样的符号 r 宇 是函薇 

x =咖 逐为单调函数 [132]. 在这些&牛之下，根据 83 及 94, 可以把 t 看成: c 的 
单值函数:纟= 0{ x ), 连续且有连续导数.在 y 的表达式内用这函数代替纟，就建立了 
y 与 x 的直接函数关系 

y =州 ㈤ ）=/0)， 

式中的函数/仍是连同其导数均为连 续的； 这样，我们至少已能用显式方程来表示 
在所取点邻近的曲线段.如果 V ( to ) = 0,而 弄 0, 也可以做出类似的结论，但 
这时得出的是另一形式的显式方程 ： x = g ( y ). 

只当 

x t = = 0, y ; t = ^( to ) = 0 (5) 

同时成立时，曲线在所考察点的邻域内才不能用显式方程来 表示； 这样的点就称为 

奇异点. 

在 237 内我们将略论具有形式 （4) 的曲线在奇异点近处的性态，但是在这里我 
们通常只研究普通的点. 

重要的是，除了保留一切上面关于普通点 ( x 0 ^ o ) 所讲过的话以外[即对于它条 
件 （5) 不成立]，还需再假定，这点 只在参变量的一个值 Z 时得到 （即通常所谓单 

点).反之，若点 ( x 0 , yo ) 是重点，例如有参变量的两个不同的值 f =妃及 f h 符 
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合于此点，则一般说来当有两段曲线在这点相交：其一段由接近于 M 的 t 值所确定, 
另一段则由接近于 h 的 t 值所确定.在这种情形，在已给点的邻域内，§个曲_仍 
然不能用显式方程来表示.因此，重處属 jp 崖显点® . 一 — 一― — 

综上所述，我们并不企图给出曲线概 念屏几 i 可特征：对于我们，曲 线仅仅是满足 
解析关系式 （1)、（ 2 ) 或 （ 4 ) 的点的轨迹 ——但假定所遇见的函数及其导数都为连续. 
虽然，由这些不同的方法所确定的几何形象就其整个说来，可以彼此极为悬殊，但在 
小处，即在普通点（在参变表示式的情形必须是单点）的邻 域内， 它们全都具有那种 
由方程⑴所给出的最简单的形状, . 

224. 例题”先浏览一些最常遇见的曲线（虽然其中的大多数读者已在解析几何内熟习过 

了). … 

1) 悬链线(图 41) 它的分程是’ 



这曲线表示一根两端悬挂着的、没有彈_、有重量的柔软细线（链、电线等）在平衡状态时的 

■. - ▼ 两- ,L . .. . ___ 11 

形状■: 

曲线在顶点: A 附近的形状（见图）类似于抛物线，但在离顶点较远处，峻峭地趋于无穷远.线 
段 OA = a 准确地确定它的形状—— a 愈小， 曲线愈峻峭.虽然曲线完全没有必要按照图41的 
位置来放置，但这位置却使它有最简单形式的方程. 

2) 对称于坐标轴的椭圆，有方程 



由于$及 | 的平方和应当等于1 ; 它们自然可以各自当作某一角度 i 的余弦及正弦.这就 
得出通常€椭圆的参变量表示式 


x = a cost ， y = 6 sint ; 

当 i 由 0 变动至 2 tt 时，椭圆就可由长轴的一端 A ( a ,0) 依逆时针方向画出来. 

自然还可以利用平方和等于1的其他任何表达式，例如可设 



式中的 w 由 - oo 变动至 +00. 因为在 U — 00 时有 X 

当 u = oo 时得出的. 1 & 


2 u 

1 + n 2 ’ 

— — a,y — > 0,故可以设想点 A r (— a , 0) 是 


同样在双曲线 



①可是有一种情形，能得出二次的点仍不算作重点：就是，对应于参变..量的两靖 15邀 i |， 且曲线 
在此连续的点.在圆 ^ 

x = a ^ cos 沒， y = a • sinO (0^0^ 2n) 

的例子中，由值 0 = 0^\ 6 = 2ty 所确定的点就是这 种点. 
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的情形，使人想起双曲余弦及双曲正弦的已知关系式，故可以令 


X 


acht 5 


y 


bsht 


oo < t < +co). 


这曲线的另一表示式为 


X 


1 -V u 


2 


1 


u 


2 


y 


2 u 


u 


2 


(—OO < U < +O0 5 U 7^ 士 1) 


请读者在每种情形都去观察一下，当参变量变动时点沿曲线而移动的情形 

3) 半立方抛物线（图 115) 


y 2 — cx 3 = 0 (c > 0). 


在这里原点 (0,0) 成为奇异点.若方程关于 y 而解出，就得到曲线的对 



V 



CX 


3 


3 


zb\/c • 


因为对于每一支当 x = 0 时有 〆 = 0,故在原点二支相切于 x 轴，于是有 

尖点腺点，查阅 236]. 

4) 星形线（图 116) , 


X 


3 



V 





(a > 0) 



严格说来，这方程与我们约定讨论的那种类型并不一样：在（士及（0, 士 a ) 中的任一点 
方程左方的偏导数必有一个变成 oo , 可是不难解除曲线方程的无理性而把它表示为 


2 . 2 2\3 . ryrr 2 2 2 


(x -f y - a 



27 a x y 


0. 


在这表示式下，上面指出的各点恰好都成为奇异点. 


由曲线方程很易明白，曲线位于圆 x 
以讨论第一象限为限.从方程解出 y 


2 



V 


2 


a 2 之内，且关于两轴为 对称； 因此我们不妨只 


3 


V 


a 


3 - 


且施行微分，得 


V 


f 




我们看到，在 : T = 0 时切线是铅直的，在 ： C = a 时切线是水平的.由此推得，四个奇异点都是尖点 
(歧点). 


3 


要想得出星形线的参变量表示式，只需（根据曲线方程）利用 （ ^ r 及 
等于1的事实.令它们等于 cost 及 sint , 就得出参变量方程： a 


^ y \3 
a 


的平方和应当 


x 


a cos 3 1 ， y — cl sin 3 1 (0 < t < 27 r ). 


因为导数 

x t — —3 a cos 2 tsint ^ y t = 3 a sin 2 tcost 

ftt = 0(2 tt ), 时都等于 o , 故对应于参变量的这些数值的点都是奇异点——这与上面 

说的相同. 
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X 



X 


5) 笛卡儿叶形线 ( 图 117) 

x 3 + y 3 — = 0① （a > 0) ‘ 


原点（ 0,0) 是奇 异点： 在这点曲线自己 相交 . 当 $ — +oo 及 x — -oo 时曲线有同一渐近线 

: r + y + a = 0. 、 

为了证实这事，可以用 y 除方程的各项，得 



由此，首先可以肯定，例如在 M > 3a 时 ，營 为有界， 于是 显见，当 a: — 士 oo ' 时，比式 - 
另一方面，方程又给出 " V 


y+ x 


3axy 

x 2 — xy + y 2 



2 , 


于是当 x 4 士 oo 时就有 yi-x^-a . 由此证实了我们的命题 [ 148 ]. 

把比式〖 =^ 当作参变量，把 2/ = 代入曲线方程，就容易得出参变量表 示式 : 

X 



X = 


3at 



3at 2 
t 3 + l 


(—oo < t < +oo 5 1 ^ —1). 


当 f — 士 oo 时二坐标都趋于 0; 可以设想，在 t = 0 及 t = 士00时都得到原点 (0,0). 当 ^ 由 - oo 
变至 -1 时，点 (x'y) 由原点出发沿右支趋于无穷远 . 当 t 由 -1 变至 0 时，动点由无穷远沿左 
支回到原点 . 最后，当 f 由 0 增大至 +oo 时，动点（依逆时针方向）画出叶形线 . 1 


© 参阅 210 的例题 2 ). 与 Z 的函数 ^ 的极大值对应的点 A(a^2,a^/4) 在图上注明着 . 
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225. 机械性产生的曲线 继续举例，再考察一些机械性产生的曲线，它们系由—曲线沿着 
另一曲线上滚动而得. 

6) 旋轮线想象一个中心 在凫、 半径为 a 的圆，在直线 0： r 上自左向右并无滑动地滚动（图 
118). 这时圆周上任一点所画出的曲线就称为旋 轮线. 我们将研究例如圆周上一点0在圆滚动一 
周时所经过的路线. 




考察滚动着的圆的一个新位置.这时，切点已是另一点 TV ; 因此，切点沿着直线移过一段距离 

ON . 同时，当圆周滚过一段弧 IVM 以后 5 0点已移到新位置因为滚动时无滑动 > 故这两段 
路程必相等： 

SFm = ON . 

'现在若选取角 t = ZNDM 作为确定动点位置的参变量，它是滚动开始时取铅直位置 A 0 的 
半径所转过的角度，则点 M 的坐标 xRy 可用下列方式 表示： 

x = OF = ON - FN = tTm - MG = at - as \ nt , 
y = FM = NG = ND — GD = a — a cos t . 

y 

因此，旋轮线的参变量方程是 a 

x = a(t — sint ), y = a(l — cost ) (0 < i < 27r ). 


当 f 由- oo 变动至 + oc 时所得的曲线，由无数支如图118画着的那种曲线所组成. 

因为导数 

， x t = a(l — cost) 5 y[ = asint 


t — 2kiv(k = 
[106(10)] 


0, 士1，士 2 ，.〃）时同时变为0,故与这些数值对应的点就是曲线的奇异点.但 




Vt 

x t 


suit 

1 — cos t 


=ct 4 



因此，例如在 Z — 士 0 时（或在: r 4 士 0 时）导数迖将趋于土 oo; 显见，在原点（在其他奇异点 
亦同）切线是铅直的：故在这里有尖点[歧点， 237]. 

, 7) 圆外及圆内旋轮线若一圆沿着另一圆的外缘无滑动地滚动着，则动圆的圆周上任一点所 

画成的曲线称为 圆外旋轮线. 当它沿着圆周内缘滚动时，就得到 圆内旋轮线. 现在将导出前一/曲线 
的方程. ~ 
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取定圆的中心 ◦ 作原点，取 Orr 轴使它经过点為点 
A 便是动点在它成为两圆的公切点时的位置（图 119) .当 
动圆移至如图中所指出的新位置时，点4移至点 M 
的轨迹就是我们需要确定的. 

用 a 表示定圆的半径，用 ma 表示动圆的半径.设动 
圆中心为 C ， 其引到 M 点的半径 CM 与引到切点的半径 
CB 之间的夹角为 t ：- ZMCB , 现在就取 t 作为参变量. 
在运动开始时，设 t 等于零. 

首先考察在这里应如何表示无滑动这一事实，这 就是: 

切点在定圆上所移过的弧： S 应该等于它在动圆上所移 
过的弧 A 4 B ： 

a ‘ /.AOB — ma - ZMCB = mat, 



m ii9 



JC 


由此 


ZAOB = mt . 

现在要用 Z 表示点 M 的坐标 x 及 y ‘就有 


x = 0 G — OE FM = (a + ma ) cos mt -}- masmZFCM ; 

但 

ZFCM = ZBCM - ZOCE 且 ZOCE = ^ ~ mt , 

因此 

ZFCM = (1 + m)t — — 而 sin ZFCM = — cos(l + m ) t . 

结果得到 

x = a[(l + m) cos mt — mcos(l 十 m ) t }. 

用类似的方法可以求得 

y = a[(l + m ) sin mt — msin(l + m ) t ]. 

这两个方程给出圆外旋轮线的参变量表示式. 

当运动开始时动圆上与定圆相接触之点再度与定圆接触时（即在 t = 2 tt 时)，点 M 已画完 
曲线的一支.在继续滚动时，它又画出与这支类似的一支，等等. 

导数 


x t — — m(m + l ) a[sin mt — sin(l + rn ) t \ ) 

\ 

y t = m(m + l ) a[cos mt — cos (1 + m ) t \. 

在 f = 2 fcTT (式中 A : = 0, 土1，士 2 , . … ） 时，即每当动圆上被考察的点重新成为切点时，同时等于 0. 
与此对应的曲线上的点就是奇异点（歧点). 

在圆内旋轮线的情形，用类似的方法可求得参变量方 程为： 

x = a[(l — m ) cos mt + mcos(l — m ) t ], 
y = a [—(1 — m ) sin mt + msin(l — m ) t \. 


[225] §1. 曲线及曲面的解析表示法 - 443 • 

这里的 m 同样表示动圆半径对定圆半径的比值.容易注意到，这些方程可以从圆外旋轮线方程内 
把 m 换成 - m 而得出. 

在图120上画着对应于 m = 1,2 i 的圆外旋轮线，及对应于 m = | 及$的圆内旋轮线. 
最后一图就是读者所已经知道的星形线屬. 


圆外旋轮线 



圆内旋轮线 


图120 


8) 圆的渐伸线想象在中心为 O 、 半径为 a 的 
圆周上依顺时针方向缠绕以 细线； 细线的末端在4点. 
现在要把这细线（逆时针方向）从圆周上揭起，但始终 
拉住它的末端使它伸直.这细线末端画出的曲线称为 
圆的渐伸线 丨比较下面的 254,256]. 

取中心 O 为原点（图121)，设 x 轴经过点 A . 
当细线的一段 AB 被揭起时，它伸展到 BM 的位置， 
BM 恰是圆的切线，而点 Z 移至因此 ，： S = 
BM. 取半径04及 OB 之间的交角 f = ZAOS 作 
为参变量.点 M 的坐标可用下列方法 表示： 

x = DC - DO = BF - DO 

= BM sin ZBMC - OB cos LDOB\ 

但 BM = AB = at, 而角 ，BMC 及 ZDOB 等于 
7T _ t, 于是 




H 121 



x — atsin(7r — t) — acos(7r — t) = a(t sin t + cost). 


® 若在圆内旋轮线的方程内令 m = I 并把 t 换成-钵则得到例 4) 所提出的方程. 
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其次， 

y = CM = CF + FM = DB - FM 
= OB sin ZDOB-h BM cos ZBMC 

= a(s\nt — tcos t). 

这样，我们的曲线可用下面的参变量方程表示： 

x = a(t sin t -h cos t ), 
y = a(sin t — t cos t). 

唯一的奇异点对应于 （= 0 的值，这时两导数 

x' t = at cost, y[ = at sin t 

同时变为零. 

读者易见，若把一直线沿一圆周滚动（无滑动)，考察直线上任一点的轨迹，则也得出同样的曲 
线. 

226. 平面曲线（极坐标系).例题 在许多场合，用建立曲线上点的流动极坐标 
rj 之间的函数关系的极坐标方程来表示曲线，显得更为简单.极角彡从极轴算起， 
逆时针方向者为正.极坐标的向径 r 有时取正的，有时取 负的； 当它合于角所确定 
的方向时为正，反之为负. 

如同直角坐标的情形 一样， r 与0之间的函数关系也可以表示为显式、隐式或 

参变量式.我们以讨论最简单的情形为限，即当曲线可用显式方程 r = /⑺）来表示 
的情形. 

若换成直角坐标，通常取极点作原点，极轴作 z 轴，则方程 

x — V cos 6 = f{0) cos 
y = rsinO = f(0)sin9 

给出曲线的参变量表示式，以极角0为参变量（在这里得出的0的函数/是连续的 
且有连续导数). 

公式 

Xq — Tq cos 6 ~ r sin 沒， 

Uq — t'q sin ^ + r cos 6 

指出，奇异点（在 223 的意义下）只有在 r = r f e ~ 0 的场合才能遇到. 

转而考察 一 ^些例题. 

1) 阿基米德螺线 ： r = a <9 (S 122). * 

这曲线可以看作这种点的轨迹，点在从极点射出的射线上作等速运动，同时这射线又绕极点 
作等速转动. 
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为了作出曲线上一系列的点 
C , D , …，我们先在铅直线上截取04 = 
a ■ 再取 OB = 20A.0C = 30A, 

OD = 40A 等等，因为与它们对应的角 

度是 2. 吾，3.吾，4.吾 等等， 使角0由 

O 变动至 oo , 则得这曲线的无数个螺形卷 
OABCD, DEFGH, …； 相邻二个螺形卷 
之间沿射线的距离都等于 2 vra . 

角沒也可取负值递增，由0至- oo .那 
时就得到这曲线的第二种 OAB ， CD ， ■. •(用 
虚线画岀)；它与第一种是对称的. 

注意，方程 r = M + 6也表示阿基米德 
螺线：若使极轴旋转一角度 a = -^ 则这 
方程就变成 r = a 0 ‘ a 

2) 双曲 螺线 ： r = ^(图 123). 

u 



图 122 



1 123 


当极角 0 增大至无穷时，向径趋于零，而曲 
线上的点趋于与极点相重合（但它终不能达 到); 
在这些条件之下，极点称为曲线的渐 近点. 曲线 
绕极点作无穷多次的旋绕. 

若在射线0 =;上截取线段04 = @，再 

4 7T 

MOB = \ oA , OC = \ oB , OD = • • •, 

则点 A , B ， C , D ， … 显然都位于曲线上. 

角沒 也可以取负值.当 <9由0变动至 -oo 
时，如同阿基米德螺线的情形一样，得出曲线的 
第— ■种 BC , D f ■ ■ ■, 它与第一'种对称，在这里 
也用虚线画出. 



为了更为正确地明了曲线在无穷远处的形 


H 124 
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状，试考察曲线上的点至极轴的垂直距离 y = rsin6> = a S -^~ . 当 r — 士 00 时，或与此相 

同，当 0 — 士 0 时有 limy = a. 这样，平行于极轴而与它的距离为 a 的直线就成为曲线的渐近线. 

3) 对数螺线： r = ae me {m 124). 

若角依等差数列而增大（或减小)，则 r 依等比数列而增大（或减小).在极轴上截取线段 
OA = a , 而在其垂直线上截取线段 OB = 点都在本题的曲线上.现在若作出直角折 

线 ABCDE ■ ■ ■ ,则由诸相似三角形不难知道，线段 OA ， OB ， OC , OD ， OE ' … 组成公比为 e m f 

的等比 数列； 因为与它们对应的角度是0 5 |,2*|,3 等等，故一切点 C ， D 、 E 、 …也位于被考 

察的螺线上. 

当角彡由0增至 + DO 时，动点绕极点旋转无数卷，且迅速离开极点至无 穷远； 两卷之间的距 

离已不相等.角 0 也可以取负值；当 <9 趋于 _oc 时，向径 r 趋于 0. 曲线绕极点旋转无数次，且 

无限地接近它（但终不能达到，参阅图 124 上 AB ' C ' D ' E '-- 的一部 分)； 极点就成为曲线的渐 
近点 • 

最后，注意，只要把极轴绕极点作适当旋转，就可以消去乘数 a 而把对数螺线的方程化成最简 
形式 : r = e — 

4) 蚶线： r = acos^ + 6( 图 125). 


⑻ M'M=b>a (b) JvTM=b=a 



M 9 M=b<a 


图 125 
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这些曲线的起源可以设想是这样 的:取 直径为 a 的圆，若选取极点 O 位于圆周上，而引极轴 
通过圆心 （ 7,则对于圆周上的任一点71^，显然有 r = acos^. 这就是圆的极坐标方程.若使角 0 
由0变动至 2 tt ， 则动点画这圆两次（逆时针方向). 

现在若把圆的一切向径 OM ， 都延长一定长的线段 M'M = b(b > 0), 则由这方法所得出的 
点 M 画成一新曲线，它通称为蚶线.它的极坐标方程显然是 r = acos0-^b. 

若 b > a , 则事情的处理最为简单，因为那时向径永远是正的，故曲线从各方面围绕极点（图 
125 a ). 在6 < a 时曲线通过极点，且自己相交，它画成内纽线如图125 6 . 为了确定动点经过极点 

时的角度仏可在曲线方程内令 r = 0. 我们得到方程 cos 0 = - 它只是当 b ^ a 时有解. 

曲线的中间类型，即在6 = a 时的曲线是特别有趣的.在这 i 极点也位于曲线上 （0 = 7 T )， 但 
没有 纽线; 如图 125 b . 立刻看到这曲线与上面考察过的，圆外旋轮线的特殊情形心脏形线(图 120) 
是相同的.建议读者去证明这事实. 

5) 伯努利双纽线 r 2 = 20 2 <：05 26>(图 126). 




这曲线可以定义为点 M 的轨迹，点 M 与相距 2 a 的二定点 F 及 F ， 的距离 P = FM 与 
〆 = F ' M 的乘积是常数 a 2 ①. 

依照图内记法，由三角形 OMF A OM ， 有 

夢 

p 2 = r 2 + a 2 + 2 ar cos p 2 = r 2 + a 2 — 2 ar cos 6, 


于是由定义 

p 2 p 2 = ( r 2 + a 2 ) 2 — 4 a 2 r 2 cos 2 0 = a 4 , 

由此，经过简单计算以后，得到 

r 2 = 2 a 2 cos 20. 

这就是双纽线的极坐标方程. 

因为这方程的左边不能得负值,故右边的角度只能在使 cos 26>^0的区间内变动着. 

这就是区间 

(。，仏(1，？)，(？斗 

①由距离与常数积之间的关系，显见线段的中点 O 位于曲线上 (p = = a ). 但 
若 〆 = b 2 , 而6 / 则 O 不是曲线上的点，这时我们得到的是所谓卡西尼卵形线. 
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全部曲线位于与极轴成;及#的两直线与 TT 之间的一对对顶角内（见图).曲线在 

4 4 

极点自己相交，与此对应的角度6= j ， 亨 n 

若用普通方法变成直角坐标，则容易得出双纽线的直角坐标（隐式） 方程： 

(x 2 + y 2 ) 2 = 2a 2 (x 2 — y 2 ). 

227. 空间的曲面和曲线 我们并不打算在这里深入研究微分学在空间几何学 
上的应用，这问题应留给专门的微分几何教程去研究.因此关于空间几何形象，我们 
仅以讨论今后在分析教程本身几个部分内所必需的为限. 

如同上述（回忆一下)，一切被考察的函数将假定为 连续且有关于其变元的连续 
导数. 

由坐标轴为 Oxyz 的直角坐标系统出发.我们已经说过，空间的曲面可以用流 
动坐标之间的方程 

z = ( 6 ) 

来表示[例如，参阅 160]. 这种方程，以及类似于它的方程 x = g ( y ， z ) 及 y = h ( z ， x \ 
都称为曲面的显式方程. 

曲面的其他表示法，在某种意义之下， 常可 以化成这一最简单的情形. 

经常遇到曲面用方程 

F { x , y , z ) = 0 (7) 

表示，并没有解出这个或那个坐标（隐式).若曲面在点 ( cc 0 ， y 0 ， z 0 ) 的三个偏导数 

K (吻，加，句)，％(仰，如，％), 6(吻，如，勿）中至少有一个异于0,则在这点的邻域内， 

曲面就可以用某一种类型的显式方程来表示.实际上，例如若6(0：0，如,％) # 0,则 
按照 208 的定理 3. 至少在被考察点的邻域内，方程⑺确定 z 为 x 及 y 的单值函 
数 : z = /&，?/)(且这时函数/连同它关于二变元的导数都为连续). 

这样，只有同时满足了三条件 

圮=0，< = 0 ， F 卜 0 

的曲面上的奇异点是例外情形. 

方程 

F ( x ， y ) 二0 (8) 

根本不含有坐标之一的，也可以解释为曲面方程.就是，在；平面上它表示一 曲线; 
若把它作为准线，以平行于 z 轴的母线沿着准线移动作出一 柱面， 则这柱面上一切 
的点，且只有它们，满足方程 （8)( 因为 z 并未在方程内出现且不受任何限制). 

方程 G ( y , z ) = 0或 H ( z , x ) = 0, 也可以作同样解释. 

现在转而讨论空间曲线.空间曲线的最简单表示法是把它的两个流动坐标，例如 
y 及 给定为第三坐标^的函数： 


v = /(^), 之 = g ⑻. 


⑼ 




[ 228 ] 


§1. 曲线及曲面的解析表示法 


. 449 . 


这种方法是平面曲线的显式的自然推广.因此方程 （9) 就可以称为曲线的显式方程. 

如 同在平面曲线的情形 ，空间曲线的其他解析表示式基本上也可以化成显式. 
方程 （9) 中的每一式可以解释为曲线在坐标平面；或 m 上的投影的方程.或 
是母线平行于％轴或 y 轴的投影柱面的方程[见 （8)]. 

空间曲线的更一般的表示法是把它看成二曲面的交线.若这两曲面的方程是 


F ( x , y , z ) = 0 . 

则联立二方程就给出交线的解析表示式. 

由函数 F 及 G 的偏导数组成矩阵 

Gy 



G { x , y , z ) 


0 , 


( 10 ) 


方程组 （10) 称为曲线的隐式方程 


G' z 


( 11 ) 


设在这矩阵内有某一行列式，例如 





在被考察点异于 0. 则根据 208 的定理4,在这点的邻域内方程组 （10) 可以换成方 
程组 （9) [而且在方程组 （9) 内出现的函数仍是连同其导数均为连续的]. 

这样，只有在曲线的奇异点（在这种点矩阵 （11) 的三个行列式同时变为零）的 
邻域内，不保证有化成最简表示式的可能. 

228. 参变量表示式 最后，讲到曲面及空间曲线的参变量表示法，先从曲线 
开始. 

如同我们在平面上所做过的一样，空间曲线上动点的坐标可以由某一辅助变 
量——参变量—— t 的函数 给出： 

x = (p(t), 以二 4⑴， z = x ⑷， （ 12) 

使得当参变量 t 变动时，其坐标由这些方程给定的点就画出所考察的曲线[在显式 
(9) 的情形，: r 本身起了参变量的作用]. 

在曲线上所取的点若导数 x ^ ylz ' t 中至少有一个异于0,则如同平面曲线一样. 
在这点的邻域内，容易由参变量表示式化成显式.只有在奇异点（该处一切这些导数 

都等于零）的邻域内不保证有这种转化的可能. 

如同平面曲线的情形 一样， 还有所谓重点，即能由两个以上参变量的值得出的 

点，亦算作奇异点 ® . 

转而讨论曲面的参变量表示式. 


①参阅第223目脚注®. 
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这时，确定曲面上一点的位置须用二参变量[在显式 （6) 的情形，即由二坐标/ 
作为参变量].设有方程 





V 




Z 


X(u ， v )， 


式中 ( u . v ) 变动于闭区域△中.作矩阵 


X 




/ 

V 




X 


( 

U 

/ 


并假设 



乜0 


5 



州，使这矩阵的行列式至少有一个异于0 5 例如，设 


^Pv 礼 


^0 


于是，把方程组 （13) 的前二式改写成 




w ( u ， v ) - x = o, V 」 (以， - y 

根据 2 0 S 的定理 4 ,可以断定，由这含有四变量 u ， v ， x , y 的二方程（若它们的数值以 
接近于我们所关心者为限)，确定变量为2；，^的单值函数： 


w = g ( x ， y ), v = h ( x ， y ), 

连同它们的导数均为连续.最后，把 w 及？；的表达式代人方程组 （13) 的第三式内， 
就得出普通表示曲面的显式方程 


z = «工，々)， h { x , y )) = f ( x , y ), 

式中函数 / 也为连续且有连续导数. 

只有在那种情形，当矩阵（ I 4 )的三行列式同时都等于零了（曲面上对应的点便 
是奇异点)，这种表示式可能得不到. 

读者容易明白，关于曲面的参变量表 7 K 式，也可以建立曲面的单点或重点的概 
念：前者只能由参变量 ( u , v ) 的一组数值得出，后者至少能由（％!；)的二组数值得 
出①. 

回到曲面的参变量方程（13)，固定其中一个参变量的值，例如令 U =坤.那时显 
然得岀某一曲线方程 


x = Lpiuo . v ), y = ij ( uo , v ), z = x ( u 0 , v ), 

①应当指出，在闭曲面的情形（即没有围线的曲面，例如球面)，显然不能使它的点与平面⑽的 
区域 △ 的点成互为单值的对应.在这个情形，对于任何参变量表示式重点必然存在. 
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其一切点都位于曲面上.变动如的值，就得到这种“ ㈤ 曲线”的一族.类似于此，固 
定 U ==如的值，同样能得出在我们的曲面上的一曲线 


X = (p(u,v 0 ), y = z = xi^vo )； 

申这种 “(4 曲线”同样能组成一整个曲线族 • 

因为 u 及 v 的数值可以作为曲面上一点的坐标,故这些曲线就称为曲面的坐标 

寧.若曲面上一点是单点，即只能由参变量 (u ， v) 的一组数值得出，则在每一曲线族 
内只能有一条坐标线通过它. 

观察曲面[参阅（ 6 )、（7)、 （13)] 及空间曲线[⑼、（10)、 （12)] 的各种解析表示法， 

我们可以重述在 223 末段所说的话.在普通点（并且是单点）的邻域内，总可变成最 
简单的显示表示式的情形. 


229. 例题 1) 维维亚尼 ( BHBMaHM ) 曲线球面与一直圆柱面（圆柱面的准线是在球内一 

半径上作成的圆周）的交线（图127)，称为维维亚尼曲线.设球的半径为丑;若置坐标轴如图所示， 
则球面及圆柱面的方程各为 

2 { 2 , 2 M 

x + y +2 = R ? 

x 2 -\- y 2 = Rx 、 


联立这两方程就确定我们的曲线. 




H 127 



7本 





图128 


这曲线形如弯曲的8;在点 （ H ，0,0) 它自己相交，所以这点准是奇异点.这也可以由计算而证 
实.矩阵 
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有行列式 


2 y 2 z 


2y 


0 




2 z 

0 


2 x 

2 x — R 


4 xz — 2 Rz ) 


2 x 2 y 
2 x — R 2 y 


2%， 


它们在点 (_ R ，0,0) 恰巧一齐等于 0. 

维维亚尼曲线也可以用参变量式来表示，例如, 


X 


Rsin 2 


y 


Rsintcost ) 



Rcost . 


实际上，不难核验，这些式子恒等地满足曲线的隐式方程，而当参变量变动时，如自0变动至 27 T ， 
就画出全部曲线.点（丑，0,0)在 f | 及 t ^时得出二次，所以它是重点，如我们所希望的 

△ 乙 

~■般. 

2) 有时曲线的参变 fi 表示式能由曲线的起源自然地推得.例如，考察螺旋线•它的起源可以设 
想 如下： 设一点 M 原来位于 A 处（图 128), 它等速地绕2轴旋转（顺时针方向）同时又在平行 
于 2轴的方向（假定沿正向）作等速的移动，则点 M 的轨迹就称为 螺旋线 • 为了确定点 M 的位 
置.可以采用线段 OM 的投影 OP 与 x 轴的夹角 t 作为参变量.点 M 的坐标 x 及 y 与氛 P 
丰巨同.于是 z = a cos t、y = a suit , 式中的 a ： 是点 i 3 所画出的圆的半径.至于铅直的变量它 
芍回转角〖成正比例（移动及转动都是等速地进行)，即^ = 乂最后，螺旋线的参变量方程就是 

x = a cos y = a sin z = ct . (15) 


所得的螺 旋线称为左螺 旋线； 若在右手坐标系统时，则同样的方程组将表示右螺旋线. 

由方程组 （15) 内消去参变量 t 使变成显式是很容易的；例如，由最后一式内求出〖，再把它 


代人前二式内，就得 



x — a cos — 5 

c 




asm -• 

c 


3) 考察半径为只中心在原点的球面（图 129) .它的隐式 


方程是 



R 2 . 


为了求得它的通常的参变量表示式，可以作出“赤道的” 
截面 AKA \ 并经过“极”及被考察点 M 作“子午 
线” PMKP ，. 点、 M 在球面上的位置可以用角# = 乙 POM 
及 e = ZAOK 来确定 • 我们有 z = NM ' 二 Rcosif ‘ 再 
有= Rsinip , 而坐标 rr 及 y[M 与 N 有相同的值）就由 
ON 表示如： z = ON cos 0 ,y = 07 V sin 仏 汇集这些结果，就 

得到球面的参变量方程： 



图129 


x = Rsuupcos 6 ) 
y = RsimpsinO , 
z — Rcosip , 


其中角度 p 只要自 0 变动至 TT 就够了，而角度0须自0变动至 2 tt . 
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可是，球面上的点与在平面的矩形 [0 5 7r;0,27r] 上的点之间的对应不会是互为单值 的①: 
由数值0 = 0和= 2 tt 得出曲面上的同一点，此外，在 p = 0(# ：= tt ) 时无论6> 是怎样的值，我 
们只能得到一个点——极点 P ( P ，) ‘ 

若把角度#换以 自变动至 再使0在 -7 T 与 7 T 之间变动，则得地理 
学上的坐标：纬度与经度. 

偏导数的矩阵 

(R cos (p cos 6 cos/sin 汐 —i? sin ^ 

y —RsiTupsmO sin cos 0 0 

的一切行列式 

2 2 2 2 ) 

R sin (fcosO, R sin ^sin^. R~ sin cos ^ 

在 (/P = 0 及 (/P = 7 T 时一齐变为零.然而很明显、仅当应用这一种球靣的解析表示式时，两“极” 
才表示有奇异性. 

容易看出，球面上的一族坐标线由经线0 =常数）组成，而另一族坐标线由平行圆 化二常 
数）组成. 

4) 可用下法推广前例.设在平面内有一曲线（母线)，由参变量方程 

X = (p(u), z = ^>(u) (16) 

给定，而且 <p(u) ^ 0. 把它当作刚体绕 2 轴旋转（图 130). 若用 
^表示回转角，则所得的回转面的方程就可写成 

x = <p(u)cosv, y = <p(u) sinv, z = ^(u) (0 ^ v ^ 27r), 

若在平面内取半圆周 

x — Rsin n, z = Rcos u, 

且把它绕 z 轴旋转，则由这种方法所得球面的参变量表示式与以 
前的相同（除记号不同以外). 

建议读者去证明，只有在回转轴上的点，或是由母线的奇异点 
回转而得的点，才可能成为回转面的奇异点. 

在此处也是以母线的各种位置（经线)及平行圆作为坐标线. 

5) 若当曲线 （16) 作回转运动时，同时又作平行于回转轴的 
移动，则（假设两种运动都是等速地进行）得一般螺旋面 

x — <p(u) cosv ) y = (p(u) s\nv ) z = ^(u) + cv. 

特别情形，取 $ 轴的正向部分 




①比较第450页下的脚注. 


x = u , z = 0 (u ^ 0) 
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当作母线，并使它作螺旋运动，则得 出普通螺旋面 

x — u cos v , y — u sin z — cv . 

对于一般螺旋面，一族坐标线由母线的各种位置 ㈠ 二常数）组成，另一族坐标线由螺旋线 
( u = 常数）组成. 


§2. 切线及切面 


230. 用直角坐标系时平面曲线的切线 切线的概念我们已经遇见多次[例如， 


参阅 911. 若一曲线由显式方程 


y 


/0) 


给定，式中的/是连续函数并有连续导数，则在这曲线上每一点 ( x ， y ) 必有切线，其 
斜率 tga 由公式 


tga 


y 


X 


/㈨ 


表示.这样，切线方程为 


r 


y 




y f Ax 



在这里（以下也一样)表示流动坐标，而 a ，?/ 是切点的坐标. 

容易得出法线（即经过切点且垂直于切线的直线）的方程为 


⑴ 


Y 


V 


77^ 





X-x + y^Y-y) 


0 . 


考察与切线及法线有关系的一些线段，就是线 
段及 MN 以及它们在 x 轴上的 射影： TP 及 
P 7 V (图 131). 后二者各称为次切矩及次法矩，并 

且记成 sbt ( subtangent ) 及 sbn ( subnormal ). 在方程 

⑴及 （2) 内令7 = 0,容易算出 


sbt 




TP 




y 


义， 


sbn 


PN 


⑶ 


yy 


x 


于是由三角形 MPT A MPN 又可 确定切线长及 

法线长 


TM 


y 


y 


tV 1 + W 2 


X 


n 


MN 


yy^^Vx 


⑶ 



X 


⑷ 


在曲线用隐式 


F ( x , y )=0 
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的场合，在它的普通点 M ( x ， y ) 的邻域内可以设想曲线是用显式方程表示的.例如， 
若在点 M . F ^ x . y ) ^ 0,则曲线可用形如& = /0)的方程来表示，式中/为连续函 
数且有连续导数.由此已很明显，曲线在点 M 有切线存在，且切线方程可以写成 (lj 
的形式.但我们知道 [209(15)], 在这情形 


把它代人 （1), 经过简单的变换后，就得出关于 cc 及 y 完全对称的切线方程 


y){X - x ) + y)(y - y ) = 0. (5) 

若在点 M，g = 0, 但 K / 0,也可以得出同样的结果.只有在奇异点这方程失 
去意义，在没有作补充研究 [236] 时，这里不能再讲什么. 

在上述情形，法线方程显然是这样的： 


0 . 


最后，假定曲线由参变量方程 



x = p ⑷， y = v[t) 

给定.我们已看到，若 ^( t ) ^ 0,则曲线的切线存在，且其斜率为 


tga = 




⑹ 


[106(11)]. 切线方程可以 写成: 



二令 ( X - x ) 或 

丄 t 


X - x 一 Y-y 

y’t 


最后一种形式的方程当4 = 0而％ / 0的场合 ® 也能适用.只有在奇异点同时 
有 x [ = Q 及 y 卜 Q 时方程才失去意义，而关于切线的问题依然存在 [237]. 

在上式两边的分母上各乘以办，而把切线方程写成 


X — X — Y — y 
dx dy 


⑺ 


有时是便利的. 

231. 例题 1) 抛物线：: y 2 = 2 prc . 对这等式施行微分（把2；当成: r 的函数)，得= p . 
这样[参阅（3)]， 抛物线的次法矩是常数 .由此可得抛物线的法线（随之而切线）的简易作 图法. 

按照公式 （4), 拋物线的法线长为 



® 这时，像通常在解析几何内所约定的，若在比例式 


X-a; 一 Y ~y 
a b 

中有一个后项为0,那么这比例式就简单地表示其对应的前项也等于 0. 
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2) 椭圆:^ + . = 1(图 132). 

按照公4 (5) 就有这样的切线 方程： 

^(X - x ) + ^(Y -y) = 0. 

■ 

顾及椭圆方程本身，可以把最后的方程改写成 
更简单的形式： 

工叉丨 yy _ 

在这里令 y = 0,求得 x = f . 这样，切线与 
x 轴的交点 T 与 y 及 b 都^关系.对应于不 
同的6值的各种椭圆，它们在横标为^的各点 
上的切线都经过$轴上的同一点因为在 
b = a 时得出圆，它的切线作法很简单，故立刻 





1 132 


能确定由此就得出椭圆的切线的简易作图法，如图所显示①. 

椭圆的法线长容易确定为： 

lb 4 x 2 + a 4 y 2 

n -\l - 


在双曲线= 1的情形也可得出同样的表达式. 

3) 星 形线： z 誉 + = aJ (图 116). 

切线方程为 

x -^ X - x ) + y ~ l HY - y )=0 ) 


借助于曲线方程本身可以把上式改写成为 


X 

~ T 

X'S 



_Y 



或 





a 3 



Y 


2 丄 

a3 y3 



最后的方程是“截距式”.因此，切线在两轴上的截距是 aM 及 Jy ^ 由此容易得出星形 
线的一个有趣的性质.用^表示切线在两轴之间的长度，就有 



4 2 

a 万 X 】 


4 2 

+ <2^ 



而得 


r = a =常数. 

这样，星形线的对称轴在所有切线上都截取等长的线段， 

4) 旋轮线 ： z — sint),y = a(l — cost ) (图 118). 
我们已[在 225 , 6 )中]有等式％ = ctg |， 即 



t 

Ctg 2 





①椭圆的切线的这一性质与下列之事实有直接 关联： 即椭圆可以看作是位于斜平面上的某一圆 
(半径为…的正射影. 
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故可以米用 a 


7 T 

2 


2 


回忆（图118 )， i = ZMDN , 于是 ZMEN = ~若延长直线 EM 使与 x 轴相交于: T . 则 

ZETx = | - ^ = a . 因此，连接旋轮线上的点与（在对应位置的）动圆的最高点的直线 EM 就 
是旋轮线在这点的切线.由此，显然直线 MN 就是法线. 

法线长 n 的表达式以后对我们是有用处的，它容易从直角三角形 MEN 内求得.就是 


n = MN = 2 asin - 


5) 圆外旋 轮线: 


x — a[(l + m ) cos mt — mcos(l + m ) t ], 


y 




a[(l + m ) sin mt — m sin(l + m ) t ] 


(图 119). 


把导数 4 及 W 的表达式写成 


A 


y’t 


2 am(l + m ) sin - cos (m + -J 
2 am(l + m ) sin ^ sin (m + •) L 


就求得 


tga 


Vt _ 

x ’t 


tg I rn + - 


由此有 a 




若连接（图 119) 点乃与 M ， 则这直线与 a ; 轴所夹的角恰为 


ZxTD 




ZDOT + Z.ODT 


TTit -\^ T . 


因为， DT 是在点 M 的切线，而 MB 是法线. 
6) 圆的渐伸线 ： :c = a(tsint + cost)，y = 


a(sint — t cos t ) (图 121) 


在此处 


tga 


Vt 


tgt ， 由此 a 


这样，切线 MT 平行于半径05,且 BM 是这曲线的法线. 


附注 例题4)、5)、 6) 的结果可以不用任何计算，而由运动学方面的考虑直接得岀.当一曲 
线在另一曲线上滚动时，切点常是动形的瞬时中心，因此动形上任一点的轨迹的法线必经过这切 



232. 用极坐标系时的切线 若曲线是由极坐标方程 r 

的方法换成直角坐标制，就得到曲线的参变量表示式 


m 给定，则用通常 


x = r cosO = f {6) cos 汐， 
y — r sin 0 = f (0) sin 0， 
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并且0在这里起了参变量的作用. 

在这种场合,按照一般公式（6)， 


上 yn Tn sm <9 + r cos 6 

tga = = -7 --- 

x e r e cos 6 — r sin 9 


可是，若用极坐标来研究曲线，则切线的位置 
通常并不用它与极轴的交角 a 来确定，而是用它与 
向径延长线所夹的角来确定（图114及图 133). 
我们已有简单的公式 [218,4)] 

tgo;=^. (8) 

完全同样地，代替230内讲过的线段 tn ， 
sbt . sbn . 在此处须考察其他的线段.经过极点0作 
垂直于向径的轴（当点 M 移动时这轴就旋转着)， 
延长切线及法线使与它依次相交于点 T 及 7 V . 那 
时 线段:及 MN 就称为极切线及极法线， 而它 
们在该轴上的射影 TO 及就称为极次切矩及 
极次法矩. 我们将用与前相同的记法来表示它们， 
但另附以下标利用公式 （8) 容易 得出： 




sbn p = ON = rctgo; = r ’ Q 、 


而由此已有 



233. 例题 1) 阿基米德螺线 ： r = ad(M 122). 

因为< = a ，故 sbn p = a = 常数.这使我们得以立刻确定点 AT 的位置，随之而作出法线及 
切线. 

注意， tgCJ =义因此当 0 — 00 时就有 tgo; —oo 即0；趋近于直角. 

2 ) 双曲螺线^ = ^(图 123). 

U 

这一次％ = - J , sbt p = -a= 常数，这同样明显地简化了切线的作法. 

3) 对数螺线： r = ae me (m 134). 

因有4 = mae 乂 于是 tgco = ^ = 常数，从而 a； =常数.这样，对数螺线具有一个值得注 

意的性质： 向径与切线之间的夹 角保# 为常数 • 换句话说，对数螺线常与其向径相交成定角.就这 

性质来说，它和圆类似，因为圆与从中心作出的向径亦相交成定角（直角).[然而，圆也可以看成是 
对应于 m = 0 的对数螺线的特殊情形」 

4) 酣线： r = a cos 0 4- 6( 图 135). 
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注意， sbn p = Tq = — asinO 显然与6无关.这样，若取位于从极点发出的同一射线上而有不 
同 b 值的各种蚶线的点，则这些点将有公共的极法线影，即点 iV 是公有的.但在6 = 0时得出一 
圆，它的法线的作法是很明 显的； 因此也就容易作出任何蚶线（图 135) 的法线了.从 AMON 计 

算极法线之长 

rip = y ^ a 2 + 2 ab cos 0 + 6 2 . 

心脏形线① (6 = a ) 的极法线的表达式特别简单： 

^ 0 
n p = 2 a cos — . 

5) 双纽线： r 2 = 2 a 2 cos 2(9( 图 126). 

对上式微分，把 r 当成0的函数，得 

tt'q = —2 a 2 sin 26. 


这二等式两边各自相除，更根据 （8), 可得 

T 

tgu — — = — ctg 2 沒， 

r G 

由此， a ; = .用 a 及表示切线及法线的倾角，就有 

/3 = ct — ―^ ct = u)~\~0 = 30 , 

因此 ， p = 30 :双纽 线的法线的倾角等于切点的极角的三倍. 这给出作法线的简易 方法. 

r 

234 .空间曲线的切线•曲面的切面 1。对于空伺曲线，切线的定义在文字上 
与平面曲线的情形91相同.在这里限于讨论由参变量表示式给定的曲线 


X = y = 轉 )，2 = xW. 

①画在图135上的正是这一特别 情形. 
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取定值即得曲线上的定点 M ( x , y , z )\ 设这是普通点，又是单点 [223]. 给6以 
增量△之则与参变量的新值 t + At 对应的将是另一^点 Mi[x + Ax ) y + Ay , 2 ： 4 - A ^;). 
割线 MMi 的方程为 

X ~ x Y — y Z — z 
Ax Ay Az 5 

式中的 x ， y ， z 是流动坐标.如果我们用除所有的分母，这些方程的几何意义并 
不会改变： 

X — x Y — y Z — z 

Ax Ay Az ■ 

At At Ai 

若当 — 0 时这些方程在极限情形中仍保持确定的意义，则由此就能证明割 
线的极限位置（即切线）的存在.但取极限我们得到 


X — x Y — y Z — z 

A y[ 4 


⑼ 


这些方程，由于不是所有的分母都等于零，确实表示着直线.这样，在曲线的每一普 

通点，切线必存在，且可用这些方程来表达.对于奇异点，关于切线的问题仍未获得 
解决. 


附注我们在割线方程内在 — 0时求其 极限； 现在要证明这就相当于假定 
MM \ 0. 由于函数(/?，也％的连续性，从 — 0推得 


MM \ — Ax 2 + △ y 2 + △之 2 q 


为了证明其反面，指定任意数 e > 0.因为 MMi 是的连续函数，故当彡 e 

时这函数有最小值 J ， 显然 J 是正的（因为假定所取的点是单点，即不能由异于 f 的 
参变量的值得出).于是 

当 J 时，必须|/^| < &这就是所要证明的. 

有时方程 （9) 写成 

X — x Y — y Z — z 
dx dy dz 

的形式更为便利，它是以也遍乘⑼中所有的分母而得岀. 

若用表示切线与三坐标轴所夹的角，则方向余弦 cosa ， cos 久 cos 7 可表 
示为： 


COSO； = 


cos f 3 = 


cos 7 
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根式前的符号视切线方向的选择而定. 

关于由隐式方程 F [ x ， y ， z ) = Q 及 G ( x , y , z ) = 0给定的曲线的切线问题，我们 
将在3°内考察. 

2 ° 今设曲面由显式方程^ = f(x )V ) 给定.我们在 180 内已给出切面的定义， 
且在函数是可微分的假定之下 ' 求出这切面的方程 [ 180 ( 6 )]: 

Z - z = f x ( x , y)(X -x) + fy(x,y)(Y -y). 

普通使用记号 

盖= f x ( x . y )= P ) 尝= f f y ( x 、 y ) 二 q 、 

而把切面方程写成： 

Z — z = p(X — x ) -h q(Y - y ). (10) 

若 cos A , cos cos 〃 是曲面的法线（即在切点所作切面的垂线）的方向余弦 ，见 

有表达式 


cos A = 


P 


土 y /1 + P 2 + (? 2 5 


COS \Jb 



土 ~/l + p 2 + g 2 


1 


COS V 


±a/ 1 + p 2 + g 2 


在根式前的双重符号对应于法线的两个相反方向. 

现在在曲面上通过被考察点作一任意曲线 



X 





于是关于 t 将恒等地成立 

xW = / ㈦ ⑴，々⑷)， 

在恒等式中对 t 施行微分 [ 181 ]: 

在被考察的非奇异点取此曲线的切线如 （9) 的形式.最后，若在这一等式内根 
据⑼把导数 〆 ， w 换成与它们成比例的 X-x,Y~y,Z-z, 则得出 (10). 这样: 
切线 （9) 必定全部位于切面 （10) 内 31) .因此 ，曲面在其上一定点的切面又可定义为: 
通过这点沿着曲面的 一 切曲线在这点的切线都贴合于其上的平面②. 

① 我们在此处既已假定偏导数存在且为连续，因此必定是可微分的 [179]. 

② 关于这事已在180内讲过一部分. 


31 )同样可以验证,与曲面上过点:的曲线相切的切线可以填满整个曲面的切平面 
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若曲面由隐式方程 F ( x ， y , z ) = 0 给定，那么，假定在被考察点圮/ 0,在它的 
令 P 域内就可以用显式方程 z = /( x , y ) 来表不曲面，于是切面的存在就有了保证.因 

为在这情形 , 

dz F f x — dz — 1% 

P== di = — 巧 ， Q= dy = — 巧， 

故把这些 P 及 g 之值代入方程 （10) 内，就容易把它变成 

F f x { x , y , z ){ X - x )^ F ;( x , y ， z)(Y - y ) + F f z ( x ， y 、 z)(Z - z )^0. (12) 

显然，即使 C = 0,只要其他二导数 K 及 g 中有一个异于0,切面方程仍可以表示 
为这种形式 I 只有在奇异点这方程才失去意义（而关于切面的问题仍未获得解决). 

3。现在容易领会，当曲线由二隐式方程 

F { x ) y ) z ) = 0, G ( x , y , z ) = 0 


给定时，即表示为对应的二曲面的交线时，怎样去求它的切线 • 若曲线上被考察的是 
普通点，则在它的邻域内曲线可以用显式方程来表示 [227], 于是切线必定存在■这 
切线显然是上述二曲面的切面的交线，因此就可用方程 

F r x {X — 尤)+ F^Y — y ) + F f z (Z - z )=0, 

G f x (X ~ x ) + G f y [Y i ) + - z ) = 0. 

表示.[因为在普通点，系数所成的矩阵中至少有一个行列式异于0,故由这方程组确 
实决定一'直线 .] 

4。回到曲面，最后考察曲面由参变量方程 

X ^ y = z = xi u ^ v ) 



表示的情形.仍限于讨论普通点（又是单 点)； 因为 [228] 在它的邻域内曲面也可以 
用显式方程来表示，故必定有切面存在.其方程可以写成 

A(X - x ) 4- B{Y - ") + C(Z — 之）= 0， （14) 


式中系数隼尚待确定. ^ 

若在曲面方程内固定与我们所考察的点对应的 w 值，则得通过该点的坐标线 

[“(V) 曲线”]的方程.这曲线在该点的切线用方程[参阅⑼] 

X -X _ Y-y — Z - z 

Vu 


表示.仿此，固定％则得另一族中通过所给点的坐标线[“ ㈤ ”曲线]，它在这点的切 


线是 


X 


X 


Y 


y 


z 


Z 


X 


/ 

v 



Z 


v 
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因为这二切线应当都在切面 



内，故条件 


Ax u + By u + Cz' u = 0. 

+ By’ v -\r Cz' v = 0 . 


获得满足.因此系数 A AC 应当与矩阵 


x 


u 



Z 


u 


工 ’v y’v 


Z 


v 


的行列式成比例.通常就令它们等于这些行列式 


A = 



Z 


u 



2^ 


v 




B 


4 < 




v 


X 


/ 

v 


c 


x 


t 


U 





/ 


v 



15 


于是切面方程可以借助于行列式而写成: 




X 


Y 


V 


Z 


Z 


X 


X 


! 

U 

/ 

V 



Z 


U 



Z 


V 


0； 


(16 


它在普通点确实表示一平面 

法线的方向余弦就是 


cos 入 


A 


B 


土 # 



B 2 + C 2 ' 


cos \1 

C 


士\44 2 + 5 2 + (7 25 


(17 


COSP 


士^ / A 2 + B 2 



C 2 


235, 例题 1) 考察螺旋线(图 128): a ; = acost , y = asini， 2 




ct 


在这情形 


而切线方程为 


切线的方向余弦为 



a sint , y t 


a cos 


t , 4 


C ， 


—a sin t 


y-y 


a cos 


Z — z 


c 


cos a 


asm 


yja 2 -he 2 


cos f 3 


a cost 


v a 


2 




cos 7 


c 


y a 2 + c 2 


注意， cos7 = 常数，因此，也有 7 = 常数.若设想螺旋线是绕在直圆柱面上的，就可以说 
与这柱面的一切母线交成定角® . 



仁 


三5 


①若把柱面沿母线切开并且铺平，则螺旋线将变成直线，它自然与一切铅垂线相交—角 S 
这种想法使前述结果十分明显. 
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2) 椭 圆面: 


X 


a 


2 


2 



y 


2 




2 


b 2 


C 


2 



切面由公式 （12) 并运用椭圆面方程而 求得: 


xX 

a 2 




zZ 


c 


2 



3) 锥面（二次的 ；): 
切面： 


X 


2 


y 


o 


Z 


2 


a 2 


b 2 


c 


2 


0. 


xX yY zZ 
a 2 + 6 2 c 2 


a 


锥面的顶点 (0,0,0) 是奇异点.在那里这方程失去意义，切面不复存在. 

4) 维维亚尼曲线(图 127): a ; 2 + y 2 - j - z 2 = R 2 , x 2 + y 2 = Rx . 

切线由方程组[参阅 (13)； 

« 、 _ 


-rA — yY + zZ = jR 2 , ( 2 x — R)X 4- 2 yY = Rx 


表示着.这方程组只在奇 $ 点（兄0,0)不再表示直线 

5) 螺 旋面 ： x 
按照公式 （16 


u cos . y = 

usmv^ z 二 

= CV ‘ 


切面方程为 





X - x 

y-y 

Z -z 



COSV 

sin ?; 

0 

- 0. 

■ 

— usinv 

ucosv 

c 



运用曲面方程、这方程可以(匕筍成为 


. -r r- w r U 门 

smv - X — cosv - Y H —— • Z 

c 


uv . 


236. 平面 曲线的奇异点 在此处我们将更详细地讨论由隐式方程 


F ( x , y ) = 0 

给定的曲线在它的奇异点 ( x c , z / o ) 附近的性质.我们并不想彻底解决这一问题，只是 
希望向读者介绍奇异点的几种主要类型.这时，我们假定函数 F 是连续的且有连续 
的一、二阶偏导数.不失一般性.可以假设 xq 二0,加= 0,这不过把原点移至受检点. 
于是有 



( 0 , 0 ) = 0 , 




引入记号 


an 



// 


X 


2 


( 0 . 0 ), 


a.12 = 



^22 = 



假定 a n , a 12 , a 22 中至少有一数不为零，我们将应用 a n a 22 - a 2 12 的符号来把奇异点 
分类.本目的研究与197的研究密切相关. 


[ 236 ] 


§2. 切线及切面 


1° (2ii<222 — 〉 0. 

在这情形，我们知道，函数 F ( x ) V ) 在原点有极值.这就是说.在这乒厂〒了 
域内 F > 0或 F < 0( 须除去原点本身，在那里函数等于 0). 换句话说.在夂 iry : / 

内，除原点以外没有曲线的任何一个点：这时原点是曲线的孤 立点. 

可用下例说明这一 情形： 


x 2 + y 2 = 0 或 ( x 2 + y 2 )(x + y - 1) = 0| 


原点属于这两曲线，且在这二曲线上都是孤立点.但第一曲线全部只由一个点组成， 
而第二曲线则除这点以外还包含着并不经过这点的直线 x + 2 / = 1. 

2° ana 22 - 必 < 0. 

如同 197, 在原点的邻域内可以把 F ( x ， y ) 表示为下面的 形式： 

F ( x ， y ) = ^ { a n x 2 + 2 a x2 xy + a 2 2y 2 + a n x 2 + 20； 12 砂十 a 2 2y 2 } , 

当 x — 0 ，y — 0时，式中的一切 a — 0,或引人极坐标 p ,( p : 

p 2 

F(x, y) = — {an cos 2 cp + 2ai2 cos cp sin cp + 吻 sin 2 p 

+an cos 2 cp + 2a ： i2 cos cp sirup + OL22 sin 2 #}• 


在所考察的情形，若再假定 a 22 # 0,则三项式 a n + 2 a 12 t + a 22 t 2 有不同的实根 
ti ， t2(h < t 2 ), 并且可以分解成因式 a 2 2(t - ti)(t - h )- 令 = arctgti ,^ = arctg ^ 
于是彳1 = tg ( p !, t 2 = tg (^ 2 . 现在容易把括号 {•••} 内的前三项变换形式成为： 


an cos 2 ip + 2ai2 cos p sin p sin 2 cp 
a 22 cos 2 - tg (^ i )( tg (^ - tg (^ 2 ) - 


由此很明显，经过原点而与^轴成夹角&及 


( P 2 的直线 
及 （>2)— 


——为了简明起见，称它们为直线（^) 
-分平面为二组对顶角，在其中一组对* 
顶角内，上述三项式保持正号，而在另一组对顶角 
内保持负号①(图 136). 

现在把直线（^) 及化 2) 放在两对任意狭的 


对顶角内 


两对对顶角各包含在直线 0 ；L 



与 


+ £ 



2 


£ 



2 


之间（这些角 


见图136中的阴影部分).取以原点为心而有充分 


小的半径 r e 的圆，可以断定 


除去上述画着阴 


(18) 


(少 1) 



图136 


①此处我们比197, 2°内所说的略为深入了些：在那里我们只要断定有二直线存在 
上三项式有异号，就已够了. 
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影的角——圆内有两组对顶角，在其中每一组内函数 F ( x ， y ) 本身保持一定的 符号: 
在其中之一组内为正，在另一'组内为负（见图 136). 实际上，因为当角在区间 


( 列 一 e ， pi+e) 及 2 ~ + e) 


以外变动时，三项式 （18) 不变为0,故它的绝对值必大于某一正数77^另一方面，在 
P 充分小时 Q；11 cos 2 # + 2c ^ 2COS (^ sin(p + a 22 sin 2 W 的绝对值将小于 m e . 由此推得 
我们的论断（参阅197, 1°内的论断). 

现在考察圆内画着阴影的二对对顶扇形，例如以直线（外 - e ) 及为界 
的那一对\因为在这些直线上函数有相反的符号，故在与上述扇形相交的每一鉛直线 
上.必虼求得 一点， 在该点 F ( x ， y ) 等于0,即这点是我们曲线上的点.这由连续函数 
的‘兰贡:80:可知，只要把它应用于 y (当固定: r 的值时）的函数 F ( x ， y ) ①‘ 

这样.在每一对画着阴影的扇形之内必有经过原点的曲线的 一支， 同时在扇形 
之外而1于圆的范围内却没有曲线的点.由于 e 是任意的，显然，在原点这些曲线支 
各与直线 （列） 及（仍）相切. 

可是.在上述的铅直线上使 F { x , y ) = 0的是否只有 一点， 这问题尚未解决.假 
如能找出两个这种点，则按照罗尔定理 [111], 在那一铅直线上位于那两点之间必能 
找岀(更 Fy ( x : y ) = 0 的点.于是，要证明它是唯一的，我们就只需证明，至少在原点 
的充分近处.不可能成立这种等式. 

试假定其反面，设对于某一点序列 {(〜， z / n )} 有 F ^ x n , y n ) = 0,式中的0 
A - — — tg^i = 对于函数 F f y ( x , y ) 应用有限增量公式 [183(10)]: 

^ n 

0 = <( 〜，如 )-<( 0 , 0 ) 

~ Fxyi^n 工 n ， ^nUn) m ^ Fy 2 {0 n X n ^ 0 n y n ) 4 y n (0 <C 6 n <C 1) 


或 



使它趋于 极限. 最后得 a 12 + a 2 2 h = 0 或 h == - ^，这是不正确的：因为这种纟 i 的 

d22 

值只有在三项式 ail + 2 a 12 t + a 22 t 2 有等根时才能够得到. 

从刚才所讲的顺便推得，在原点的充分近处，除了原点本身以外，上述二支曲线 
上再没有一'个是奇异点 /. 


仿此可以详尽地说明, 当 a 2 2 = 0,但 a 1：L / 0或 an = a 2 2 = 0,但 a 12 # 0的情 
形；只需注意，在最后情形，坐标轴本身即为直线（外）及 ( ip 2 ). 

因此，在 a n a 22 ~ a ? 2 < 0的假定之下，点 (0,0) 显岀是曲线的二 重点： 曲线的 
二支在这点相交.每一支在交点各有自己的切线.这两切线的斜率，恒由方程 a n + 
2 a 12 t + a 22 t 2 = 0 确定； 只是若 a 22 = 0, 必须认为它除有限根以外还有无穷根. 


①比较206关于隐函数的存在定理1的证明. 
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可以用我们已熟悉的曲线 

( x 2 + y 2 ) 2 ^2 a 2 ( y 2 - x 2 )=Q [双纽线，图 126]， 

X 3 + y 3 - 2 axy = 0 [笛卡儿叶形线，图 117] 

作为例题 ； 原点就是它们的二重点.在第一曲线的情形，有 Q-ii — ~4 a 2 , ai 2 = 
0, a 22 ^ Aa 2 M = 1，匕=-1，于是坐标角的分角线便是在原点的二切线.在第二曲线 
的情形 ： an =勿2 = 0, ai 2 — —3 a , ti =0,^2 = cxd , 即以: r 轴和 y 轴为二切线. 

3° 0， llCL 22 — 0,\ 2 = 0- 

在这里也假设 a 22 # 0. 二次三项式 Gll + 

2 a 12 t + a 22 t 2 在这时有二重根 h . 如同上 

^22 

面那样令 (pi = arctgti , 经过原点作出与 z 轴组成 

角度的直线.把它放在直线 （pi -5) 与（^: + _5) 

之间的对顶角内（图 137 有阴影的部分).由类似 
于以前所应用的推论，可以证明，在有阴影的区域 
之外但在原点的充分近处，函数 F { x ) y ) 保持确定 
的符号，在两侧都相同：是正或负，视 a 22 > 0或 
a 22 <0而定.今在直线 （m 土 e ) 上函数有同号，故 
不能应用柯西定理. 

我们不再深入研究这一情形，因为这需要更复 
杂的讨论和高阶导数,我们仅以列举各种基本可能 
性为限. 

a ) 在原点的近处，除它本身以外再没有曲线上其他 的点： 孤立点 (如同1。的 
情形). 

例： 



图137 


x 4 +j/ 2 = 0 或 (: r 4 十 y 2 )(x + y - 1) = 0. 

对于这二“曲线”，原点是孤立点. 

6) 在画着阴影的二对顶角内（在原点的充分近处）每一铅直线上有曲线的二点, 
曲线的二支都经过原点且在该点有公切线(^): 二重点 (如同2。的情形). 

例： 


x A - y 2 = 0,即 y = 士: r 2 

■ ■ 

■ 

是在原点与 z 轴相切的二抛物线. 

B ) 在画着阴影的二角的一个角内完全没有曲线的点，而在另一角内有二支曲线， 
它们在原点有公共切线（仍），并且好像是终止于原点.在这里我们遇到奇异点的一 
种新类型： 歧点 (或尖 点). 按照在这点相遇的二支是在公切线的异侧或同侧，歧点又 
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可分为第一类及第二类两种. 

曲线 



(半立方拋物线，图 115) 可以作为在原点有第一类型歧点的曲 
线的例子.比较稀有的第二类型歧点可于下例 见之： 

X 5 - ( 々 一 x 2 ) 2 = 0 或 y = x 2 士 : (x > 0). 

曲线的二支都在原点与: r 轴相切，并且都位于 z 轴的上侧（至 
少在原点近处是如此 )( 图 138). 

若 = a 12 = a 2 2 = 0,就必须考察高阶导数.在这情形可 
能有更复杂的奇异点（三重点或一般地说 , n 重点等等). 

237. 曲线用参变量表示式的情形关于用参变量方程 

x = p ⑷， y = ^(t) 



给定的平面曲线的奇异点再说几句话. 

设在 ; t 时有 


a i38 


= 〆 (&) = 0 及 y ' 0 二 ^(to) = 0, 

但二阶导数4 及^ 之中至少有一个，例如4异于零. 

经过曲线上与参变量的值妃及〖相对应的两点 ( x 0 , y 0 ) 及 ( x ， y ) 引一割线.它 
的方程可以 写成： 

x -Xp _ Y -yo 

x ~ xq y — yo 


但按照泰勒公式[具有佩亚诺式的余项 ，124(10 a )] 因为竓 



0,就有 


x 


Xo 


-[X 



" 

0 


+ (y){t 


to )' 


y 


yo 




+ 0)(^ 


to ) 2 . 


式中 a 及当《 — b 时趋于 0. 把它代人割线方程，从二分母中约去 — &) 2 后， 
就化成 


X-xq = Y — y 0 

吨 + a — y f o + ( 3 ' 

在此处可以求这式在〖 — 时的极限®，由这种方法就得出切线 方程： 

= 或 Y - y 0 = y l ( X - X0 ). (19) 

x o Vo x 0 

参阅在 234 目内的附注.当被考察的点是单点时，那段附注在这里也适用. 
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我们曾假定4 # 0;例如设喊 > 0. 则函数 : c = (/9⑴在 t =妃时有 极小值 137:. 
即在 f 值接近于 t 。 时 a >邱（在 t < t Q 及 t 时都是如此).这样， 对应于 f <， 

Rt> t 0 的二支曲线在点 (xo^yo) 相接合；它们有（斜的或水平的）公切线. 且 C 在 
铅直线 x =吻的右侧.换句话说，在歧点(图 139). 这是用参变量表示的曲线 的奇异 
点的基本情形. 


要略为深入一步确定这歧点是哪一类型，也是 
容易的.为此目的，引进三阶导数，把增量 x - 吻 
及 y — yo 写成 




oT 




式中5及沒在 t — t 。 时仍趋于 0. 

利用方程 （19) 算出切线上的横标为: r 的点的 
纵标 F ，得 


a 139 





妃) 3 . 


最后,作出对应于同一横标: C 的枞标 y 和 y 的差: 



式中5仍表示一个在 t — to 时的无穷小. 

现在只要« - XqTJq ^ 0( 这通常是成立的)，则当 Z 及 t >〖0时，即对于 
在点 ( xo ^ yo ) 相遇的二支曲线，差 Y - y 显然将有异号（当然须假定，我们的讨论以 
充分接近于 t 。 的 t 值为限).故曲线的二支位于切线的两侧，我们就证实它是第一类 
歧点 • 

我们已屡次遇见这类奇异点的例子 J 旋轮线、圆外或圆内旋轮线、圆的渐伸线. 
它们都有这种歧点（图118 〜 121 ). 

在例外的情形，可以出现 - x^yQ = 0;那时 Y - y 的展开式将从 t - 的 
四次或更高次的幂开始.若这首项的幂是偶数次，则被考察的奇异点是第二类歧点. 


§3. 曲线的相切 


238. 曲线族的包络 若二曲线有公共点 Mo 且在这点有公切线，则称二曲线在 
点 Mo 相切. 本节专门讲述关于平面曲线相切的一些问题. 

在考察曲线族的包络之前，先讨论曲线族的概念.我们曾屡次遇见 那样的三线 
方程，在它里面除了动点的流动坐标 xRy 以外还有一个或几 个参变量出反 . 在有 
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一个参变量.加 a 的情形，方程形如 

作，仏 a )=0. (1) 

左端是三元函数.其中变元 a 我们另外给以名称，只因为它起了特殊的 作用： 要得出 
具体的曲线.参变量 a 的值必须固定.当这数值变动时（通常在某一区间 之内 ; K 一般 
说来， 将得出爷状或位置不同的曲线. 

一切这些 H 线的集合就称为带有一个参变量的曲线族，而方程 （1) 就称为曲线 

族的方程. 

有时偶然遇见.对于此类曲线族有 一曲线存在，它与曲线族内的每一曲线切于 
一点或 几点， 而旦 它的全 部即由这些切点组成 （图 140). 这种曲线称为所给定曲线族 
的 包络. 我们即将指出.怎样确定包络是否存在，以及如果存在又怎样求出. 



'{a-) 

■ 

图140 

为此目的，首先假设包络存在. 

为了简单起见.假定所说的包络（准确些说，是包络的各支）与曲线族内的每一 
曲线只相切于一点.于是这切点的坐标就由族中曲线的指定数，即参变量 a ， 单值地 
确定着： 

x = p(a )，y = ^(a). (2) 

由于包络全部由切点组成.这二方程就给出包络的参变量方程. 

我们假定函数 F 的偏导数及函数^及0的导数都存在且连续. 

点 （2) 又位于由同一参变量 a 所确定的曲线 （1) 上，因此就有关于 a 的恒等式 
成立： 

= 0. (3) 

求它关于 a 的全微分，得 [181, 185]® 

K dx + F y d V + K da 二 h ⑷ 

其中诸导数是用 （3) 内所导出的各变元的数值计算而得， 观 dx 及 dy 则表示函数 （2) 
的微分. 

①在此处顺便说及，我们也利用函数 F 的偏导数的连续性. 
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与曲线⑶的切线 [230(7)] 








⑹ 


应当重合.这二直线重合的条件可以写成 


十 = 0- (7) 

这时如同上述， x 及 y 取⑵中的数值，而血及办是函数⑵的微分. 

要注意，只有假定被考察点并非二曲线的奇异点时，方程 （5) 及 （6) 才实际上表 

示二曲线的切线.虽然 ，即使这点是这一或那一曲线的奇异点，等式 （7) 仍然成立. 

比较⑺与⑷并注意及也是任意数，就得到 K = 0,即 

，必⑷， a ) = 0. (8) 

恒等式⑶及⑻指出，我们的未知函数 （2) 应当恒等地关于 a 满足方程组 

F { x , y , a ) = 0, F 以 x ， y ， a ) = 0. (9) 

因此，若包络存在，它的参变量方程 （2) 即可由方程组 （9) 解出 x 及 y 而求得. 

若视 a 为变量时这方程组没有可以表为 a 的函数的解，则事情很明显 ，包络根本 
不存在. 现在假定解方程组 （9) 的结果得到方程组（2)，表示一个没有奇异点①的曲 
线.试问这曲线是否就是曲线族⑴的包络呢？ 

因为函数⑶满足方程组（9)，故恒等式 （3) 及⑻成立.于前一式施行微分而 
得⑷，与⑻比较 ; 就得出等式⑺.若点 （2)( 不论哪一个 a ) 不是对应曲线 （1) 的奇 
异点，则方程⑸确实表示曲线⑴的切线，而等式⑺就说明这切线与曲线 （2) 的 
切线⑹相重合.在这情形， 曲线 （2) 确实是曲线族的包络. 

在特殊情形，例如，若给定曲线根本没有奇异点，则可保证曲线 （2) —定是曲线 
族的包络. 

反之，若这种奇异点是有的，且当 a 变动时它们的轨迹是曲线（2)，则与它对应 

的函数 ( f 及外 必然满足方程组 （9) 虽然在这情形， 曲线 （2) 可能不是包络. 

因此，在有奇异点的情形，由解方程组 （9) 的结果所得的曲线 （2) 就必须再加以 
检验：它可能是包络，也可能是曲线族中各曲线的奇异点的轨迹，最后，甚至可能一 
部分是包络而一部分是奇异点的轨迹. 

® 当存在个别的奇异点时，我们的讨论仅以不包含奇异点的参变量的变动区间为限. 

②对于它们⑶成立，因此 （ 4 ) 也成立.其后，如同本文前面所述， （ 7 ) 也 成立； 与⑷比较 ，就得 
出⑻. 
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通常在求包络时，并非达到方程组 （9) 即止，而是还要做下去-从它们消去 

a - 换句话说:要求得形如 


= 0 ( 10 ) 

的关系式，其中已不含有 a ; 这个关系式就是一个必要而且充足的条件，对于每一对 
x . y 的值，可以找出这样一个 a 的值，使得三者同时满足方程组 （9). 

由解方程组 （9) 所得出的曲线 （2) 的一切点都应当满足方程 （10). 因此，若方程 
(10) 不表示任何曲线，则立即知道没有包络.至若方程 （10) 表示一曲线（它称为曲 
线族的 判别曲 线)，则如上所述，它尚需经过检定.在它的组成内应当出现包络（如 
果存在的话)，也应当有奇异点的轨迹（若有这种点存在).此外，在这里还可能有一 
种麻烦，必须用检定来除 去它： 就是在判别曲线的组成内可能有曲线族中的一条或 
几条特殊曲线参加在内.当判别曲线的无穷多个点对应着同一个 a 值，与它们同时 
满足方程组（9)，就是如此® 

上述一切最好用例题来说明. 

239. 例题 1) 求圆族 


(x - a ) 2 十 y 2 = r 2 (r =常数) 


(图 141) 的包络. 



关于 a 微分，得 - 2 (x - a ) = 0 . 消去\得 y 2 - r 2 = 0,即得 y = 土 r : 平行于: r 轴的二直 
线，显然便是包络 @ 


① 若直接考察方程组 （ 9 ), 则这种可能性就不存在了，因为仅在明知 a 是变量时方可由方程组 （ 9 ) 

解得判别曲线的参变量方程. 

② 若取圆族的方程为 



则关于 a 微分的结果就成为 -1-0; 由于这等式的不可能，似乎将得出没有包络的结论.然而这结 
论是不正确的，因为一切所讲的理论都假定了曲线族方程左端的偏导数存在且连续，而此处（正是 
当 y = 土 r 时）却没有关于 y 的有限导数. 
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2) 相距为定长 a 的两点分别沿二坐标轴而滑动（图142)，求其各种位置的联线的包络.取动 
直线的垂线与: r 轴所夹的角彡作为参变量，直线方程就可以写成 


X 

sin (9 



V 

cosO 



对0施行微分： 


或 


但此式也可写成 


由此 


X cos 0 H - Kr ^： smO 


sin 


2 



cos 


2 



o 


X 


y 


sm 


3 


cos 3 6 ^ 


X 


y 


X 



y 


sm 


cos 


sm 


cos 0 


sm 


2 


co? 


sin 2 6 + cos 2 0 


a ， 


x 


a sm 


3 


y 


a cos 


3 


读者由这些方程当能认出它是星形线的参变量表示式 "224.4) : t 


的包络. 


7T 

2 


0 


，它就是本题内 


对于星形线的这一性质，我们已遇见过一次[231 5 3)]. 

3) 在许多场合，包络好像就是这族曲线所占有的那一部分平面的境界线一样.但这并不永远 
如此，举例说明，如： 

y = ( x - a ) 3 


a ( i 43). 



在这里，与全族曲线相交的 a ; 轴是包络.类似于此的情况还可在更复杂的例题内看出. 
4) 求拋物线族 y = a 2 (x - a ) 2 的包络. 

把这方程与方程 

2 a(x — a ) 2 — 2 a 2 (x 一 a ) = 2 a(x — a)(x — 2 a ) = 0 
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联立，求得 : r = = 0)，或 : c = 2a(y = a 4 ), 于是判别曲线由直线 y = 0及曲线 16 y = d 组 
成.前者与一切拋物线在其顶点相切.后者与每一抛物线有三个公共点：在 : r = 2 a 时与它相切， 
在 x = -2a ± 2aV2 时与它相交. 


5) 考察椭圆 



以椭圆内平行于 y 轴的弦为直径而作圆，试求这圆族的包络（图 144). 
取圆心的横标 t 作为参变量，把这圆族的方程写成 


F ( 工， y ， t) = (x — t) 2 + y 2 _ p (a 2 _ t 2 ) = 0, 

其中 Z 在区间内变动.就有 

■ U 




2b 2 

-2(x-t)+—1 = 0 , 由雌 t 


a 


2 


a 2 + b 2 


X. 


把这 f 的值代八方程尸 = o 内，我们得到包络方程如下: 



0 


或经过变 换后： 

x 2 y 2 

- h ~ = 1 

a 2 + 6 2 h 2 

我们得一椭圆.它与已给椭圆有相同的对称轴. 

稀奇的是：这椭圆并不与圆族内的一切圆相切.若不由方程 F = 0及 = Q 消去 （， 而从它 
们解出用 t 表达 X R y : 


X 


a 2 + 6 2 
a 2 



\J- (a 2 + b 2 )t 2 , 


则这情况就容易注意到了.实际上，由此立即看出， y 的表达式只是在 ㈨ ， 时始能取 

\/a 2 + 6 2 

实数值.这就是说，仅仅与上述 t 值对应的一部分圆族有包络存在. 

这个有教训意义的例子告诉我们:包络用参变量表示法可能是更便利的，因为由它们容易看 
出，对于给定曲线族的那一部分确实有包络存在. 

6) 同心圆族 

x 2 -\- y 2 = a (a ^ 0) 

无包络：关于 a 微分立即得出不可能相等的等式 0=1. 

7) 考察两个半立方拋物线族 


(a) (y — a) 2 — a^ 3 = 0 

及 

⑹ y 2 — (x — a) 3 — 0 


(图 145). 判别曲线为 


(a) x = 0 ,⑹ y = 0, 
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在两种情形都是奇异点的轨迹.但在⑹的情形它同时又是 包络； 在 （ a ) 的情形却没有包络. 

8) 另一种半立方抛物线族 

(y — a ) 2 — (x — a ) 3 = 0 

(图 146) 给出这种类型的更复杂的例子.在这里，判别曲线分解为两 直线 ： y = x 及 y = x - 
前者只是奇异点的轨迹，而后者是包络. 



II 145 



H 146 



9) 最后，考察直线族 

4(1 + t)x — t 2 y . 

若对 t 施行微分，得= 2句，从二方程消去^结果为 

x(x + y ) — 0. 

这方程代表二直线 ： z = 0及 y = - %它们是给定线束内（在 i = 0及尤= -2 时）的成员.它们 
之中的任何一条既不是包络，也不是奇异点的轨迹.在这情形并无包络. 

这例题说明我们前面所曾指出的可能性：方程 （10) 并不代表包络，而是代表曲线族内的一条 
或几条曲线.假如我们不消去《，而企图用 t 作为参变量去表达 x 及仏则显然是不可 能的. 

240. 特征点 与包络的概念密切关联的，是另一有趣的几何概念^一特征点. 

从曲线族 

F ( x , y , a ) = 0 

内取出由参变量的值 a 所确定的一条曲线.给 a 以一增量 Aa ; 与参变量值 a + Aa . 
对应的是曲线族内“接近”于前者的另一曲线 


F ( x ) y ) a + Aa ) — 0. 
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可能遇见，在 Aa 充分小时二曲 
线相交于一点或几点.当 Aa 趋于零 
时.这些交点将怎样沿着第一曲线移 
动.若在这时交点中的某一点趋于确 
定的极限位置，则这极限点就称为原 
曲线上的 特征点 (图 147).( 读者注意， 
特征点不仅与它所在的那一曲线有关 
系，并且与全曲线族有关系.对于单独 
一条曲线而言特征点是毫无意义的 

上述曲线的交点应当满足方程组 

F(x,y,a) = 0, F(x, y,a + Aa ) = 0 





、 

(a+A { a) 




(a+A 2 o) 



(a+A^a) 


或与它们等价的方程组 


F ( x ， y ， a ) 


0 , 


y,a + Aa ) - F ( x ， y ， a ) 

Aa 


0 . 


使 Aa 趋向于零，我们就得出已经熟悉的方程组 （9): 



F(x,y,a) = 0, F^(x,y,a) = 0, 

这样，在 a 值给定时，特征点的坐标应当满足这方程组. 

准确些说，若固定交点的坐标 xRy , 则代替 （11)( 应用拉格朗日公式）可以写 
成： 

Fix^ y ) a) — 0, F r a {x, y,a- {- 8Aa) = 0 (0 < 0 < 1). 

若在 Aa — 0 时坐标 a ;,?/ 的极限各为5,仏则于上列等式取极限，由于函数 F 及 FI 
的连续性，容易证实特征点的坐标确能满足方程组 （9). 

现在假设在族内的每一曲线上有特征点存在.那时就可以提出关于特征点的轨 
迹的问题.若这轨迹就是形如⑶的曲线，则该方程组内所出现的函数 咖)秦 )应 
当满足方程组（9)，就是说，它们可以由这方程组关于 x ，2 /求解而得出.同样，那轨迹 
上的所有点也都满足方程 (10), 即这轨迹必然列入判别曲线的组成内. 

由刚才所讲的可以明白，若特征点存在，它的轨迹就是包络或奇异点的轨迹的 
全部或一部分. 

容易证实.在前段的例题1)、2)、4)、 5) 内特征点的轨迹与包络重合.这在某种 
意义上，是一般可以遇见的情形.但在例 7)( a ) 内特征点的轨迹只是奇异点的轨迹. 
而在例 3) 及 7)(6) 曲线之间根本没有交点（虽然包络存在). 


[ 241 ] §3. 曲线的相切 .4 

241. 二 曲线相切的阶 考察在点 Mo 相切的二曲线. 

若二曲线用显式方程以 = / ㈤ 及 Y = g(x) 给定，又 M 。 有橫标 x : . H 
切线斜率的互相重合可以这样 写出： 

/( 工 0) = g(x 0 ), f\x 0 ) = g'ixo). 

为了要表出所考察的两曲线在点 M 0 的 
邻域内互相接近的程度，可以在二曲线上各 
取横标为: c 的点 M 及 m (图 148), 而求无 
穷小线段 

讯 M = Y - g{x) - f{x) = ip(x) 

关于基本无穷小 X ~ Xq 的阶. 若这阶等于 
n + l ( 或大于 n +1)， 就说二曲线在点 _ M 0 相 
切的阶为 n (或高于 n ). 

我们看到，当相切关系存在时，恒有 

咖 0 ) = g(xo) — f(xo) =0, ip\x 0 ) = 9 r {x 0 ) - f(x 0 ) = 0. 

设在点吻函数/(4及有直到 ( n-f 1) 阶为止的所有导数，而且 

/" ( 工 0) =〆’( 工 0 )， … . ， f M (x 0 ) = g (n) (x 0 ), 

则 



图148 


/’(>o) = 分 "(>0) - /’’Oo) = 0 ,… ， 

w( n) i>o)= g (n \x 0 ) - f {n) (x 0 ) = o. 


关于导数 / ( n +1) ( x 0 ) 及 g ^ l \ x 0 ) 的数值，暂时尚未作出任何假定.现在把带有佩 

亚诺式余项的泰勒公式 [124(10 a )] 应用于函数 ip ( x ): 


于是我们看到 
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为了使曲线 y = f ( x ) 与 Y = g ( x ) 在横标为: ro 的点有 n 阶相切，条件 

/( 工 0 ) = p(> 0 ) ， /'(>o) = YO 。 ) ， … ， f {n) ( x o) = V n )Oo), (13) 

/ (n+1 ) (x 0 ) ^ " (n+1) (x 0 ) (14) 

R HI 是必要而且充分的. （若最后的不等式不能证明，就只能断定相切的阶不低 


对于相切的阶确实等于 n 的情形/由 （12) 可直接推得，当 n 为偶数时在点 Mo 

4切的二曲线彼此相交，当 n 为奇数时则不相交. 

附注在上述条件的指示之下，我们再回到相切的阶的定义.这定义乍看来似乎 
亏 f 选的坐标系统有关.但事实上，二曲线相切的阶 并不依赖于坐标系统的选择 （只 
要坐标轴不平行于公切线)，因此这样建立的概念确实是几何概念. 

若把坐标系统旋转任意角度 a ， 则新坐标屯 S 可以借助于已知的变换公式用旧 
坐标 x ， y 来表达： 


x = x cos a + ysin a, y — —x sin a y cos a. 

设在旧坐标系统之下给定曲线 y = f ( x ); 若在上列方程组内把? / 理解为就是这函数， 
它们就给出曲线在新坐标系统下的参变量表示式，以0：为参变量.显然，导数 


dx 

dx 


= cosa-,^-sina^ 

dx 


dx 


sirm + 


dy 




dx 


cos a 


不能同时变为0,故在新表示式之下没有一个点是奇异点，由是显然前一导数在我们 
听讨论的点不为 0( 因为不然则曲线在这点的切线将平行于 P 轴!) . 因此，在这点的 
邻域内曲线也能用新坐标系统下的显式方程 S = f ( x ) 来表示. 

现在容易看出[比较 m ] 


dy 

dx 


• 丄 dy 

— sm a -f —- cos a 
_ dx _ 

dy • 

cos a + —- sm a 

dx 


d 2 y 

= 

dx 2 ( dy . 

cos a + — sma 
\ dx 


Hi — 


d k y 

dx k 


= Rk 



dy 

dx , dx 2 



式中瓜是有理函数的记号.由此很明显的，只要对于 x 的二函数 y ， 一 组等式 （13) 
成立,则对于对应的5的二函数仏类似的一组等式亦必成立.恰好与此相同，当 （13) 
成立时，由不等式 （14) 也能推演出对于新函数的同样的不等式，因为——在相反的 
情形——逆变换使我们带来的不是不等式 （14) 而是等式. 

由此上述命题的证明即已完成. 
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242. 曲线之一用隐式表示的情形 现在考察当第二曲线用隐式方程 

G(x, y) — 0 15 

给定时的情形.设被 考察点 Mo ( xo ,^ o ) 并不是这曲线的奇异点，也就是设 q . r : . 
yo) / 0. 于是在这点的邻域内方程 （15) 确定单值函数 y = g(x), 为了规定相切的:介 
就可以利用已知的条件 （13) [及 （14)]. 

但因为在这情形我们没有函数的显式 g ( x ), 故这些条件倘若只需利用已给函数 
G 来表达将更为方便. 

为此目的，请注意函数 ^0) 及其导数 〆 0)，^〃0)，… ， g ( n H x ) 的数值都可由方 
程 （15) 以及由那些方程-一-在 y 理解为 〆 x ) 之下把 （15) 对^施行微分所得出的 
那些方程 [209]; ① 

G(x,g(x)) =0 ， G J x (x,g(x)) + G f v (x , g(x)) g f (x) = 0, 

G =2 + 2G^ y g(x) + Gy 2 [^(^)] 2 + G , v g ,, (x) = 0, 


+ … • + G ' v g ( jl \ x ) = 0 

相继地而且单值地确定. 

因此，若(当： c = : r Q 时)在这些等式内把各处的(: ro )， …，卩⑷(吻)都对 
应地换成 f(xo) ) f / {x 0 ) r - - ，/( n )( x 0 )， 则得出一组条件 

G(xqJ(x 0 )) =0， G , x (xoJ(xo))-\-G , v (x o J\xo))f , (x o )=0 ) 

+ 2G^ y f(x 0 ) + G; ， 2 [/M] 2 + G; r(x 0 ) 二 0, 


+ ... + Gyf^\xo) — 0 


这组条件与那组条件 （13) 是完全等价的. 

为了把它们表示为更为明显的形式，引入记号 

少 0 ) = G(x,/(x)). ( 16 ) 


那时这些条件就可以改写成 

^( xo ) = 0, ^( xo ) = 0,…，企⑻ ($0) = 0. 


①在每一方程内下面画着横线的就是可以由这方程单值确定的 数量， 只要在它以前的诸数量都 
已确定.这时下面引用的方程组也适用. 
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因此,当条件 （17)( 在有横标为： c 0 的点）成立，曲线 （15) 与曲线 y = f ( x ) 将有 
不低于 n 阶的相切. 不难推知， 若还有 

W n+1) M ¥0， (18) 


则二曲线的相切确为 n 阶. 

243 .密切曲线 现在假定给我们的不是曲线 (15), 而是带有 n + 1 个参变量的 

曲线族 

n+1 

G ( x , y , a , b r - ,/) = 0. (19) 

那么自然会想到一个问题：能否适当选取参变量的值，使从这曲线族内得出一曲线， 
它与已给曲线 y 二/ ㈤ 在其定点 M 0 ( xoJ ( xo )) 达到可能的最高阶相切（对于已给 
曲线族而言). 

这样的曲线就称为给定曲线在点 M 0 的密切 曲线. [准确些应当说是， 在已给曲线 
族内的密切曲线， 因为对于一条个别的曲线 （15) 这术语并无 意义」 

为了判定密切曲线，我们引入类似于 （16) 的 记号： 

吻， a ， b ， … J ) = G ( x , /( X )， a ， 6,…，0， 

并且写出类似于 （17) 的一系列 条件： 

少 ( 工 0, a,6, ■•■,/) =0, ^ X (x 0 , a, 6, ■■ - ，/ ) = 0, ■■- 1 

^ ( x n } ( x 0 , a , l ), ■■•,/)= 0. J 

我们就得到一组含有 n + 1 个未知数 a ， 6, …， Z 的 n + 1个方程.通常这方程组能单 
值地确定一组参变量的值，从而就可求出不低于 n 阶相切的密切曲线. 

这时通常总有 

于是相切的阶确实等于 n . 这种情况（在有 n +1 个参变量时）认为是正常的. 

在那些例外的点，同时还成立等式 

,0=0, (21) 

就说它 是超密 切点. 如果把等式 （20) 及 （21) — 齐看成是含有 n + 2 个未知数 

‘、 I 的 n + 2个方程的方程组，这些点就可以求出. 

例题 1) 密切直线直线族用含有二参变量 的方程 

y = ax + b 
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244. 密切曲线的另一求法 设给定曲线= / Or ) 及含有 n + 1个参变量的曲 
线族 （19). 在曲线 y = / ㈤ 上任意取 n +1 点，其横标为 xi , x 2) -.- +1 . 为了使族 
中的一曲线经过这些点，必须使 n + 1个 条件： 


b〆.• J.) = 0, ① (>2, a ， 6, … ， 0 二 0, … ， 亞 O n+ i ， ct ， 6,… ./) = 0 

获得满足.通常由此就能单值地确定诸参变量 的值; 用 a ,6,..- ，『来表示它们. 

现在假定，当如此取岀的 n + l 个点按照任意规律趋于曲线上横标为卻的某一 
确定点时，参变量的值 ( b 、 … ，〖也趋于确定极限也可以说，曲线族中经 
过这 n 十1个点的曲线逐渐变形而趋 于极限曲线. 

为了要求出它，可以如此考虑.已知 x 的函数 


在 ； r 的 n 十1个值 



n 


个值 


/ 


/ 


x\ < x 2 < 




<<都等于0,二阶导数在 n 


1个值 


x '： < 



< 


■ ■ 4 


< X 


U 


都等于 0,... ,( n - l ) 阶导数在二值 


< 



Tl — 1 ) 么 


等于0,最后， n 阶导数在某 


-1 

值 


X 


(n) 


等于0;同时上述的一切值都位于^与 X n _! 之间. 
这样，就成立 n + 1个等式： 


^(xi,a,b, ••- J) = 0, ^(xi ， a,6, •■ - J) = 0, 

, l) = 0 , … . ， , l) - 0 . 

若现在同时令 X\ X 0 , 工 2 4 Zo , •.., 尤 n +1 Xo ，贝 U 5 一 a , 6 一 6, ■•-，/ ^ /, 而且显 

然也有 4 — Xq , x '{ — Xq ， … , x [ n ^ —> Xq . 在上面写着的等式内取极限，我们仍得到 
已经熟悉的用以确定密切曲线的方程组 （20). 

因此， 若曲线族中经过给定曲线上 n +1 个点的曲线有极限位置存在，则这极限 
曲线就是密切曲线. 

由于这关系，有时就说（不太严密，但是逼真)，密切曲线——取自含有 n + 1个 
参变量的曲线族内-是“经过给定曲线上 n + 1个无限接近的点的曲线”.特殊 
情形是,切线经过曲线上二个无限接近的点，而密切圆则经过三个无限接近的点. 


§4. 平面曲线的长 ® " 

245. 引理 我们考察用参变量方程 

x = <p(t), 々 = 分⑷， (t Q ^ T) ( 1 ) 


①虽然实质上这是关于积分学的问题，但是这里我们便须讨论它，因为在下面一节我们就要用 
到曲线弧长的概念及其性质.对于曲线弧长计算本身我们要等到第二卷才讲. 
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给定的（非闭的或闭的）平面曲线，其中函数 p 和％在这里暂时只假定为连续.设在 
曲线上没有重点，因此，每一个点只由参变量 t 的一个值（除去——如果曲线是闭 
的——曲线的两个重合的端点)①得到.在这些假设下的曲线叫做简 单连续曲线. 

为了要对这样的曲线建立长的概念，我们由几个辅助命题开始.设 to ^ 
t n < T , 而与参数值 f 和 t 〃 相应的两个点是尬/和 M 〃. 

引理1 对于任何 J > 0可以找到这样的 7? > 0, 使得在 ~ t ' < T } 时弦长 
WW 1 < (5. 


事实上，由于⑴中函数 P 和 C 的（一致）连续性，对于可以找到这样的7?， 

使得在 \ t n - f \ <77 时，同时有 







由此 

M r M' f = 如、 t "、- 9 ( f)] 2 + 

还成立下面的引理： 



引理 2 在非闭曲线的情形，对于任何 £>0 : 存在这样的6 > 0 5 使得只要弦长 
WW <5,立刻得出对应于这弦的端点的参变量数值的差 y 也将< £. 


假定和我们的结论相反；于是对于某个 e > 0, 在任何 (5 > 0时，可以找到这样 

的两个点和 M "(〖〃)， 使得 WW < 5 同时 〖〃 - t f ^ e . 取收敛于 0的序列 

{〜}，并轮流地命6 = S n (n = 1，2,…），我们得出两个点列 m { K(Oh 
对于它们 、 

M f n M '^ < 但 < - t， n i e (n = l ，2, …). 

按布尔查诺-魏尔斯特拉斯引理[41]，不失一般性，这时可以假设 


(这是容易验证的，必要时讨论部分序列)，显然 

I 

所以 r # r*. 同时对于对应的点 TkT 和有 M*M** =0, 即这两个点应当重合. 

这是不可能的，因为曲线没有重点也不是闭的.由得出的矛盾，证明就完成了. 

对于闭曲线引理的论断不一定成 立：在 ^充分接近于‘而充分接近 T 时. 
弦 M ’ M " 也可以任意小. 



® 参看233目的脚注. 
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246. 曲线的方向 我们设点乂是参数值 Z = to 所对应的，而点 B 是参数值 
t = T 所对应的，这时把 A 叫做曲线的起点，而 B 叫彳故曲线的终点 • 一般曲线的点 
M 依参变量 t 增加的次序排列，即异于 A 和 B 而在它们之间的两点，我们认作对 
应较大的参变量值的点是较后面的点.这样就确定了 “曲线的方 向”. 可是，这个定 
义在形式上显出与特殊的参变量方程⑴有关.我们证明，曲线的方向概念实际上 

与曲线的具体给定法无关. 

我们由比较简单的情形，非闭曲线的情形开始来看. 

如果曲线： S 是非闭的，除了表示式 （1) 外还具有表示式（也没有重点） 

X = (p*(u), y = f (u) (u 0 ^：U ^ U), (1*) 

其中函数 〆 和 t /；* 仍是连续的，并且值 u = uq 对应于点而值 u = [7 对应于点 
B , 则两种表示式在曲线上确定出同一方向. 

每一个值 t 对应于曲线的某个点，这个点又单值地定 出值％ 相反地，每个值 u 
对应于一个确定的值 L 这样^是 t 的单值函数 ： u 当 t 在&与: T 之间变 

化时，函数 u ; ⑴取得它的每个值各只一次.特别是，=如，而 u ( T ) = U . 

按引理1，两个充分接近的值 t 对应于曲线上任意相近的两个点，于是——按 
引理 2-- 它们对应于任意相近的两 个值^ 即函数 u = uj { t ) 也是连续的> 

由此可以得出，这个函数是单调增加的（狭义的).事实上，如果对于 t 0 < t f < t n 
有 Y > u n = uj ( t n ) > u 0 = uj ( t 0 ) 5 则按已知的连续函数的性质 [82] ——在尤 0 

与 t ' 之间可以找到值严，对于它 O U ' 因此，函数 W w ⑴取得了值，两 
次（在 t r 和 t = (/" 时)，由此矛盾就证明了上面的论断. 

现在，既然确立了 U ~⑴是随 t 而增加，已经很明显，点依参变量 t 的增加次 
序的排列完全等价于它依参变量 U 的增加次序的排列. 

因此,这个方向——它可以叫做曲 线由点 A 到点 B 的方向 ——完全是一个几 
何概念. 

类似地，以 - V 代替 A 并将点依参变量 t / 的增加排列，我们确立了关于曲线由 
点 B 向点乂的 方向； 显然，这个方向也可以由点的位置依参变量 t 减小而得到.当 
然，这个方向也与曲线的特别选取的表示式无关. 

' 最后，转到关于闭曲线的方向问题.我们在其上取任意两个（异于 A ) 点 C 和 
D 、 并设它们对应的两个参变量的值是 t = h 和 t h ， 于是由参变量的值 t 确 
立上面点的排列，点 D 在 C 之后.可以证明，用任何参变量表示式定岀的曲线的每 
个方向，只要保持点 C 和 D 的这一次序，必与以前一致.事实上，如果值 t = G 而 

t 二 : T * (其中 to <4 <t u 而 t 2 < : r < T )， 对应于点肀和那么对于（非闭的) 
弧类似的结论可以由前面所述 推出； 但 G 可以取得使任意接近 于‘而 T * 
可以取得使任意接近于 T ， 所以它对于整个曲线也成立. 
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因此，可以谈论关于由点 >4起经点 C 和 D 到乂的方向.它与曲线的参变量表 
示式的选取无关.同 样地， 可以建立由点乂经 Z ) 和 C 到 A 的方向. 

247 . 曲线的长.弧长的可加性我::: EH 曲线的表不式1 1 出发 . 曲线上的方向 
则由参变量〖的增加而确定.在曲线上取一系列的点： 


A = … • I 入 “、 J/i+i ■ …， J/ n 二 B 、 ⑵ 

使得它们沿着指定的方向排列，并对应于递增的参变量的值 


h < h < t 2 < …< u < U^i <•••<‘• ( 3 ) 

依次用直线连接这些点（图149) ; 我们就得到曲线 : S 


的内接折线 M 0 Mi 回忆前段阐述过，曲 

线的方向概念——因而内接折线的概念——与参变 

表示式⑴的特殊选取无关. 曲线 IS 上的一可能的 
内接折线周长 p 的集合的上确界叫做曲线沿的 
长： 




如果这个数 S 有限，则曲线叫做可求长的①. 图 149 

由曲线的长的定义得出， 曲线： Jg 的任何内接折 
线的周长不超过曲线 的长； 特别是，连接曲线的起点和终点的弦： Jg 的长更是如此. 

现在我们在曲线沿上取乂与 B 之间的一点 C ， 使它对应于 t 0 与 T 之间的 
—^个值 t ^ t ： to < t < T . 

如果曲线是可求长的，则弧泌和沒各个都是可求长的.反之，由这两段 
弧^求长性推出整个曲线 沿 是可求长的. 分别用和来表示弧 AB.AC 

CB 的长，这时就有 


S = S， + S' (4) 

要证明（ 4 )，我们首先假设曲线沿是可求长的，对应于弧泌和沒的任意内 
接折线的周长为 〆 和 p 〃 . 将这两个折线合在 一起， 作曲线迎的具有周长 


V’ + P 〃 = V 


的内接折线.因为 PSS , 即 

V + V n ^ 5. 


(5) 


所以显然分别有 

〆 彡 S 和 p n < 5. 

①读者应注意到 明确曲线的方 向概念 与内接折线概 念的重要性.如果从可以不论取在什么 
方，则上确界 S 永远是 +00. 
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因此，集合 { p ] 和 { p "} 有上界 (因 S 为有限!)，因而弧沿,沒是可求长的，因为它 
们有有限长 


S f — supl^}, S /f — sup{p /; }. 

按上确界的性质 [ H ], 周长 Y 和 p " 可以取得——互不依赖地——与上确界 
任意接近.因而由⑹取极限 就得： 


+ S" 4S 、 ( 6 ) 

现在假设已知弧 Id 及沉 是可求长的.作曲线 
AB 的任意内接折线.设它有周长如果点 C 是折线的 
一个顶点，则它将原来的折线分成了两个折线，具有周长 
V 和，各自内接于弧充和沒.如果 C 不是所取折 
线的一个顶点，则我们将 C 加到原有的顶点中，这样做^ 

的结果折线的周长只可能增大(:图 150); 如图所示，新的 
折线被分成两个.在每种情形，都有 

集合 { p } 有上界 和 s " 为有限)， 因而 曲线: S 是可求长的，并且它的长 

S = sup{p} ( S’ 七 S"‘ 

最后，把这个不等式与 （6) 相比较，就得出所要求的等式⑷. 

因此， 上述的曲线的弧长概念具有可加性 [比较 21,3)]. 

所证明的论断容易推广到任意多个部分弧的情形. 

248. 可求长的充分条件 • 弧的微分 到现在为止，我们考虑了简单连续曲线 (1) 
的一般情形.要给出曲线可求长的方便的充分条件①和研究弧长的其他性质，我们回到 
本章中常用的关于存在连续导数 〆 ⑴和 轉) 的假设.我们证明， 在所作的假设下， 
曲线 （1) 是可求长的. 

我们考察由 （3) 中参变量的值确定的 （2) 中的点为顶点的折线 .点风 的坐标就 
是 

而=和 Vi = ^{U) (i = 0,1, 2, ••- ,n). 

于是折线的周长 p 可以写成 




® 可求长的最一般的（必要而且充分的）条件，读者在第三卷中可以找到. 
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但按有限增量公式 fll2 ! 

L. + i - 工 i = 幽 +1 ) - (p(ti)= 〆 (〜） . (t i + 1 - ui 

Vi +1 - Vi = 功(4+1)— 轉 i ) = • ( t i+ i - u ). 


所以，结果 

n — 1 

p = ； EvV ㈤ ] 2 十 Wi ^ i )] 2 - ( U^-i - U ). I 7' 

i=0 

如果分别用 1/ 和 Z 表示函数 I〆 ⑴ I 和 W ( t )\ 在区间 [ to , T ] 上的最大值.则由7 
不难得出 估值： _ 

P ^\/ l 2 ^ L 2 -( T - to ). 18 ) 

集合 { p } 就有了上界，就是说，曲线有有限长忒即是可求长的，这就是所要证的. 

因为 S 二 sup { j >}, 所以由⑻顺便也就得出 S 的上界的 估值： 

5^ \/L 2 +I 2 .(T-to), (9) 

它就是我们现在所需要的.但是我们还将要估计 下界； 如果分 别用/ 和 I 表示函数 
| 〆 ⑷ I 和 | 少⑴ | 在区间 0 , T ] 上的最小值,则由⑺得出与⑻类似的不等式： 

P ^ y/l 2 ~\-1 - (T — to)- 

因而更有 _ 

-( T - t 0 ). (9*) 


如果改变（，曲线上点 M ( t ) 的位置也随之而改变，则变弧:®的长 s 是参变量 
t 的 函数； 我们把它记成 


5 — s(t). 

给自变量 t 一个正的增量点 M 沿着曲线朝着 
B 变到位置 Af /( 图 151) .量 s 也得到一个正的增量 
A 5) 它等于弧长(按前目证明的弧长可加性)，因 
此/⑷是增函数. 

现在我们不考察区间 [ t 0 . n 而考察区间 
△幻，将估值⑼和 （9*) 应用于长为 As 的弧 MM f ： 

yp^f ■ At ^ As ^ yJl 2 + L 2 .△乙 



而这里的丨和 L (! 和 Z ；) 我们可以理解成函数| 〆 ⑴ 1 ( 1 / 001 ) 在区间 + 上的 


最小值和最大值.由此 

At 
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又因 


按导数的连续性 


在 Ai 


— ^ 


0时 Z 和 L 两数都 


〆 ⑴|，而 I 和忑两 


数都—％，⑷|，所以上面不等式中的两个根式趋于同一极限 




2 



⑷] 2 . 


因此、比 


As 

At 


论：变狐的长 


也趋于同一极限；容易看出，这对于△〖 < 0也正确‘所以我们得出结 

( t ) 是参变量 t 的可微分函数；它关于参变量的导数用公式 


s \ t ) 


lim 


As 


At-^O At 


\/[^ W ] 


2 



[功’⑴] 


2 


来表达，或者，简单地 


S 


y ? 


( 10 ) 


如果将这个等式取平方，并且各项再乘以也 2 ，则得出特别简单的公式 


ds 


2 


dx 


2 



dy 2 、 


(11) 


这个公式还具有明显的几何意义.如图 15 2 , 在（斜边 
为曲线的）直角三角形 MTVMi 中，“直角边”是点 M 


的两个坐标增量 ： MN 


△AiVMi = △% 而“斜边 




A 5, 它是弧^ ■ = S 的增量.如果不考 

-微分—^ 




是弧 MMi 

察增量本身，而考察它的主要部分 

成立著名的“毕达哥拉斯定理” • 

指出曲线由各种特殊形式给定时重要的公式（ 10 ) 

的特殊情形是有益的.例如，如果曲线用笛卡儿坐标 
系中显式方程2/ = / ㈤ 给出，则起着“参变量”作用 的是工 ，弧$依赖于^ 

而公式就取如下形状： 


g 152 


s 


s ( x ), 


s 





1 +Vx 


(10 a ) 


如果曲线由极坐标方程 r 二#)给出，则我们知道，这和它用参变量方程给定等价: 


X 


t cos 0， V — r sin 0， 


其中参变量是弧在这时是0的函数 ： s = s { 0 ). 因为，显然 



t’q cos 8 


r sin i/0 = Tq sin 8 - r cos 0， 


所以 



/2 + Ve = T， e 1 









2 


而公式 （ io ) 就变成 




( 106 ) 
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计算弧长的起点不一定就是弧的一个端点，有时取它的内点来作起点还比较方 
便.在这个情形，自然地，在参变量增加的方向截取的弧作为正，而在另一方向的弧 
作为负，相应地，前一种情形弧长用正号，后一种情形用负号.这个量 S 就是带有正 
负号的弧.为了简单起见，我们就将它简称为弧.公式（10)、（11)、 （10 a )、（106) 在 

一切情形都成立. 

[应当注意，如果计算弧长不像通常所作那样在参变量增加的那个方向选作正向， 
而是在参变量减小的方向选作正向，则在公式（10)、 （10 a )、(106) 中的根式前须加以 

负号 .] 

249. 用弧作为参变量.切线的正向 因为变弧 s 二是参变量 i 的连续单 

调增函数，所以也可以反过来，把 Z 看成是 S 的单值连续函数 : t = u ( s ), 式中的6从 
0变动至所考察的曲线的全长別 83]. 把这 t 的表达式代入方程（1)，我们就得到流 
动坐标 x 及 y 怍为 s 的函数的表 达式： 



y 



无疑地，弧 s 起着点 M 的••曲线横标“的作用.它是确定这点位置的最自然的参 
变量. 

注意到，计算弧时的起点 A 可以不是所论曲线弧的某一 端点； 所以如同上面已 
解释过的一样，弧 s 可以取正值，也可以取负值. 

设由⑴表示的曲线上的点 M 是普通点，于是[参阅 (10)] 、 

= V x t + Vt > °5 


因此 [941 对于对应的 s 值（及其邻近）也存在着连续导数 



从而，也存在着连续导数 


由基本公式（11)，认为一切微分都是对 s 而取的，就得到 


/ dx 
V ds 





dy 

ds 






这样，若点从是曲线在原表示式 （1) 之下的普通点，则换成参变量 s 以后它必定仍 
是普通点.其次，公式 （12) 可用以证明下面的简单命题： 
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设 M 是曲线上的普通点.若用71/八表示这曲线上的动点，则在71^趋于 M 时， 
弦长 MM X 与弧长 MMi 的比将趋于1: 



采用弧作为参变量，并设点 M 对应于弧值 s , 而点 Mi .对应于弧值 s + △& 设 
它们的坐标各为 X ，^/及 x + Ax , 2/+ Ay . 贝 I 」 

MM \ — IAsI ， 而 MM \ = \ JAx 2 + Ay 2 . 


于是 

MMi _ yAx 2 + Ay 2 — I 丨 Ax 、 2 ~~ /A ?/\ 2 

MM ' 1 |As| V v As/ + V As J 

求上式右端在 As — 0 时的极限，根据 （12) 就得到所求的结果. 

在此以前，我们曾用曲线在其（普通）点 M 的切线的斜率 tga 来确定切线的位 
置，但对于切线上的二相反方向并未加以 区别： tga 对于两者都是一样的.然而在某 
些研究中，须要固定其中一个方向. 

假想在曲线上已选定起点及计算弧的一定 方向； 我们就取用以确定曲线上点的 
位置的弧作为参变量. 


设弧 s 对应于上述的点 若给 s 以一正的增 
量则弧 s + &确定另一点，它位于 Af 的使 
弧增加的一侧.取割线的方向从 M 向 Ma ， 这有向割 
线与: r 轴的正向所组成的角用^表示.把线段 MM , 
投影到坐标轴上（图153)，按照投影理论的已知定理， 
得 

prj. x MMi = Ax = MMi cos 13, 

^ T}. y MMi = Ay = MM i sinp . 

由此 




a i53 



COS P = 

sin /?= 


Ax 

MMi 

△2 / 
MMi 


因为 MMi = As , 故这些等式可以改写成: 


cos /3 = 


Ax MMi 
~As MM 1 


! As MMi 



◎为了简单起见,我们就写 MMi 来代表“线段 MMi 的长”，写 MMi 来代表“弧 MM X 的长”. 
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我们把切线上向弧增加的一侧的方向称为 切线的 正向； 说得更准确些，它被定 
义为：有着前已规定方向的射线 MMi 在 As — 0时的极限位置.若切线的正向与 x 
轴的正向所组成的角用 a 表示，则从 （ 14) 取极限并计及 (13), 就得到 


dx ^ 

cos a — — , sm a 

as 


dy 

ds 



这些公式确定了角 a 已经准确至只有 2/ ctt 之差 ( k 是整数)，因此，实际上已固 
定了切线的二可能方向 之一， 即以之为正向. 


附注在245 〜 249关于平面曲线所述的 一切， 不需重大的改变就可以适用于 

空间曲线的情形: 


工 = 此 ) ， 々 = 功 ⑴， z 二 ％⑷ (to ^ t). (r) 

曲线长的概念可以用和247中相同的一些说法来建立.在函数 A 也 X 存在连续导 
数时，长为有限，因而曲线是可求长的.变弧的长（由曲线的起点到参变量所对应的 
变量0 

5 = S ⑴， 

关于 t 是可微的，并且它关于〖的导数由公式 

< = x； 2 + y[ 2 + z' t 2 ( 10 *) 

来表达.由此得出弧的微分公式： 

ds 2 = dx 2 -(- dy 2 + dz 2 . (11*) 

在没有奇异点的情形 [228], 曲线可以改用这样的参变量表示式,其中弧 s 本身起着 
参变量的作用.最后，可以建立切线正向的概念，它的方向余弦由公式 

dx _ dy dz / 

cos a = 丁， cosp = 丁， cos7 = — ( 15 *) 

ds ds ds 

来表达. 


§5. 平面曲线的曲率 

250. 曲率的概念 仍设已给简单曲线 

x = p ⑷， y = ^(t) T), (1) 

这里函数 if 及寸 假定为连续同时具有一阶和二阶导数.我们来考察这曲线没有奇 
异点的弧. 
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若在它的每一点作一条切线（取正向)，则由于曲线的“弯曲性”，这切线将随着 
切点的移动而 回转； 曲线本质上异于直线即在于此，因为直线的切线（与直线相重合） 

对于一切点都保持着同 一 方向. 

曲线在各点的“弯曲程度”或“曲率”就成为表征曲线形态的重要 元素； 这曲率^ 
可以用数字表达出来. 

设图 154) 是曲线 的弧； 考察在这弧的两端所作的 （ 正向的）切线 MT 及 

自然. 可以用单位弧长上切线回转的角度，即 
比式^ 来表汪 曲线的曲率，这里的角 w 系用弪来 
量度孤长 a 系用选定的单位长来量度.这个比 
式称为线 G 的平均 曲率. 

在 E 线的各段上, 它的平均曲率一般说来是不 
同的.可是有 （唯 一的）一种曲线，它的平均曲率 
处处相同：这就是圆®. 

实际上.对于圆有（图 155) 


a Ruj R 

不论哪一段圆孤都是一样. 

由弧5737：的平 均曲率的概念就可过渡到在一点的曲率的概念. 

若当点沿曲线而趋于 _ M 时，弧 MM ' 1 的平均曲率趋于一极限，这极限就称 
为曲线 在点； 1/ 的 曲率. 

用字母 （ 表示曲 线在给定点的曲率，就有 





a i54 



对于圆显然有/： = 4,即 圆的曲率是其半径的倒数. 

K 

附注 平均曲率及在给定点的曲率的概念，完全类似于动点的平均速度及在给 
定时刻的速度的概念. 可 以说.平均曲率表示在某一弧上切线的方向的平均变化率， 
而 在一点的曲率表示在达到给定点的时刻这切线的方向的真正变化率. 

现在转而推演曲率的解析表达式，由这表达式就可以从曲线的参变量表示式算 
出曲率. 

首先假定以弧作为参变量.我们知道 [249], 只要曲线的弧没有奇异点，这种表 
示法总是可以实现的. 

© 自然，直线没有算在内，它的曲率恒为零. 
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H 156 





在曲线上取一点当然假定它不是奇异点)，设它与弧值 s 对应.给 s 以任意 

增量 As , 得到另一点 M x (s + As ) (图 156) .由 M 移至从时，切线的倾角的增量 
Aa 就是两切线间的夹角 to : u ) — Aa . 

因为 a = △& 故平均曲率等于#. 

^^ A 3 

使 MM X = A 5 趋于零,就得到曲线在点 A / 的曲率的表达式 


k 


△ Q 

1 • 1 ■ 
lim - 

A s — 0 l\s 


da 

ds 


( 2 ) 


重要的是，注意到这公式不论符号的正负都是对的.因为按照我们的定义，曲率 
不为负数，而这公式的右边也可能得出负的结果. 

事实上， Aa 及都可以取负值，因此严格地说来，必须 写成： 

to = IAa；|, a = \As\, 


而最后 


k 


da 

ds 



这附注以后必须注意. 

为了使公式 （2) 代成便于直接计算的形式同时也可证明曲率的存在，转而考察 
任一由参变量表示式 （1) 所给定的曲线. 

因为所考察的点 M ( t ) 不是奇异点，因而+ y [ 2 > 0;所以不失普遍性，可设 

x， t ~ 〆 ⑷ ¥ 0 . 

现在把公式 （2) 改写成另外的 形式： 



da 

ds 


da 


fs 


dt 




( 3 ) 
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tga - 


Vt 




(4) 


k= x, tVl - ^ Vt 

(x^+y^i 


(5) 


这公式是完全适合于计算的，因为在它里面出现的一切导数都容易由曲线的参变量 
方程计算出来. 

若曲线用显式方程^ = /( a :) 给定，这公式就变成： 


k 





最后.若已给曲线的极坐标方程 : r = g ( d \ 则通常可以采用0作为参变量，而把它变 
成直角坐标的参变量表示式.于是利用 （5) 就得到 


k 




251. 曲率 圆及曲率半径 在研究许多问题时，用一个圆周——其曲率与曲线 
在某点的曲率相同 一 来近似地代替在该点邻近的曲线，常有便利之处. 

若一圆 

1) 与曲线在其上一点 相切； 

2) 它的凹向与曲线在这点的凹向相同 32 ); 

3) 它的曲率与曲线在点 M 的曲率相同（图 157): 我们就称它为曲线在给定点 
M 的曲率圆①. 

曲率圆的中心 C 简称为（曲线在给定点的) 曲率中 心，而这圆的半径简称为（曲 
线在给定点的) 曲率半径. 

由曲率圆的定义可以明了，曲率中心恒位于曲线在被考察点（在凹曲一侧）的法 

线上.若曲线在给定点的曲率用表示，则在 [250] 对于圆周曾有 公式： & ^可 

知曲率半径显然就是 



①第 481 页脚注也适用于此. 

32 ) 严格说来，第 2) 点需要更确切的叙述，读者可在 253目 末尾找到它. 
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利用前目内关于曲率的各种不同的表达式，我们 
立刻可以写出曲率半径的一系列 公式： 



R 


ds 

da 



⑹ 

⑺ 


R 





它们可以应用于各种对应的情形. 

如同上面计算曲率时一样，由这些公式所求得的曲率半径都带着符号.可是在 
这里我们不打算弃去符号，而要设法建立它的几何意义. 


为此目的，引入曲线的法线正向的概念.我们在249内曾经说明切线上向弧增 
加的方向被认作切线的正向.至于法线的正向我们选取这样的方向，它与（正向）切 
线间的相互关系恰如 y 轴与 z 轴的相互关系一样.例如，当坐标轴照通常处置时，法 
线正向可由切线正向逆时针方向旋转角度+|而得到. 

现在若把曲率半径 R = MC 看成位于法线上的有向线段，那么自然，如果它是 
在法线的正向上截取的，就应给以正号，在相反的情形就应给以负号.如图158,在曲 
线⑴的情形曲率半径就有正号，在曲线（ II )的情形有负号. 

我们断定由上列公式所求得的曲率半径的符号完全遵照刚才所给出的规定.可 
是必须特别着重指出，在一切情形中，常假定计算弧的正向是对应于参变量 （ t ， x 或 
6) 增加的方向. 


要证实上述的话，对于曲线用显式表示 
法的情形比较简单些：在这里（图 158) 切线 
向右，因此法线向上.若 > 0( 在所考察的 
以及——由于连续性——和它邻近的点)， 
则 [143] 曲线也向上凹，而曲率半径只为正; 
按照公式 （7 a ) 也可求得它是正的.反之，在 
< 2 < 0时曲线向下凹，曲率半径为负，在这 
情形它也完全与公式 （7 a ) 相符合. 

对于其他公式也可同样表明. 


y 伞 


T 


or 



图158 
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252. 例题 1) 悬链线 


X 

y = ach - 

a 


(图 41). 


在这情形丨比较99 5 28)] 


\/l + yi 2 


ch 


x 


a 


V 

a 


另一方面， 


tt 

Vx ^ 


1 , X 
-ch — 


V 


a 


a 


a 


2 


因此[参阅 (7 a )] 


R 


y 

a 


3 


y 


2 


y 


a 


a 2 


因为，不难看出法线长 n = MN 也有同样的表达式，故可用这样的作图法来求曲率中心 C 
在法线上与 MiV (见图）相反的（正的）一侧截取等于 MN 之长的线段，即得曲率中心 C . 


2) 星形线: 


2 2 2 
3 丄3 ^ 


X 3 -\-y 


(图 116). 


可以不必解方程，但按照隐函数的微分法而求出导数 w 及 


// 



X 


3 




3 


V 


或 + y 5 


0, 


由此 


V 


/ 


y \ 3 

X 


其后又有 


-X 


3 


2 

3 y 


+ + x ^y n 


0, 


由此 


y 


u 



—^y 

oxy^ 


/ 


2 

aa 




把及 y " 的数值代人公式 （7 a ) 内， 就得到 


R = 3( axy )^. 


3) 旋轮线: 


x 


a(t — sint ), 


y 




a(l — cost ) 


(图 118). 


因为 [231，4 )]a 


7T 


2 


、故 da 


dt \ 又从另一 ^ 方面，容易算出 




[ = a(l — cost ), y [ = asint ， 


/2 , /2 A 2 ^ 2 
X t +Vt =4 a sm 歹， 


于是 


s f t = 工？七 y? 


2 a sin 

2’ 


即 ds = 2 a sin - dt . 


[252] 


§5. 平面曲线的曲率 


- 497 • 


在这种情形，关于只的计算可以利用基本公式⑺): 


R 


ds 

da 


2 asin tdt 


2 


2 


dt 


—4 a sin - 

Ar 


若回忆在 231,4) 内导出的法线长 n 的表达式，就看出 


R 


2 n . 


由此可得曲率中心 c 的作图法，这从图内看得很清楚 • 

4) 圆的渐 伸线： 

x = a(cos t + t sint ), y = a(sint — tcost) 

(图 121). 

在此处 ct = t [231，6)]， 于是如 = 也.另一方面 

x t = at cost, y t — at sin t , x't -\-y't = a 2 t 2 \ 


由此 



at、 ds 




Qjtdtb. 


因此同样简捷地得到 


R 


ds 

da 


at 


MB. 


这样，切点丑(细线与圆离开的点）也就是渐伸线在点财的曲率中心.渐伸线的曲率中心的轨迹 


正是原来的圆 * 


(这一特殊现象的一般形式我们将在255内考察 
5) 对数螺线 ： r = ae — 


我们有4 


mr 



2 


图 134). 

m 2 r . 把它代人公式 （76) 内，就求得 


R 


r 


2 



2 2 


m r 


3 


r 2 + 2 m 2 r 2 — m 2 r 2 


r 


\A + 


m 


2 


但 m 


ctga ;[ 23 3, 3 )]， 于是 H 的表达式可以写成 


R 


r 


smcj 


而这样直接从图上看得明白，它就是极法线长八 p 

出对数螺线的曲率中心的简易作图法. 

心脏形线：『二 a ( l + cos 6>)( 图 135). 


JVM . 因此，曲率中心就是点这就不难给 



在此处有4 = —a sin (9, r ^ 2 


一 a cos 容易算出 


2 , /2 
r + r 0 


4 a 2 cos 2 



2 


还要计算 


/2 " 
re - rr Q 2 


a 2 (l + cos 6>) 


2 a 2 cos 2 ^, 
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按照公式 （7 a ) 立刻求得 



R= ^acos- 

3 2 


回想到 [233,4)] 心脏形线的极法线长的表达式，可见有 


R = 

3 p 


7) 双 纽线： r 2 = 2 a 2 cos 2 2外图 126). 
我们在 233,5) 内已曾看见，在这一情形 q ： 


丌 


刻得出 


3^ + — ，于是 ab ： 


那么按照公式 （6) 立 


R = 


ds 

da 


7：se 




r 


2 




2a 


2 


3 



p 


3 r 


因为双纽线的法线我们是会作的，故由此得出曲率中心的作图法 


8) 拋物线 ： y 


2 


2px. 


在这里利用隐函数的微分法，继续求得 


yy’x = p 、 yy’L + = 0 ，由此 y 3 i/^ 


p 2 . 


现在按照公式 (7 a ), 


R 


(1 +义 


2 




: y 2 + (y z +f)^ 


2 


2、3 




y z y^2 


—p 2 


(y > 0 ) 


回想到 [231,1)] 法线长 n = vV + p 2 ，就得到 


R 


n 


3 


p 2 


9) 椭圆及双曲线 

微分这等式二次: 


2 2 
a? ¥ 



$ ± yy 


/ 


a 


2 


b 2 





由此 


yy 


/ 

x 




b 2 x 


a 


2 


其次，有 


y 心 




b 2 


/2 


a 


2 



或 


3 // 

y 


b 4 (x 2 2 


2 


\ a 


2 




百 ) 


b 4 


a 


2 


由此得 


(b 4 x 2 +a 4 y 2 )^ 

a 4 b 4 


R 


(y > 0 ) 


我们已知 [231,2)] 在这情况下法线长的表达式 


71 


^b 4 x 2 + a 4 y 


2 


a 


2 


于是 


R 




6 4 


大家知道，对于椭圆以及对于双曲线，半参数 p 表 法为 ： P 
后表达式，与在拋物线的情形所求 得的及 有相同的形式. 


b 2 


a 


. 因此在这里就得出只的最 
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故三种圓雄西线的耷盂主径都与法线长的立方成比例. • 

10) 末了再就一个实际问题讲几句话.在这问题内，恰巧是要利用曲率沿着曲线交动的事实. 
要讲的就是在设计铁路转弯时必须应用的所 谓转向曲线. 

力学内证明过.当质点沿着曲线运动时会产生离心力，其数量由公式 


F 


mv 2 

I 


确定，式中 m 是点的质量， I ；是它的速度，而 H 就是曲线在被考察点的曲率半径. 

假如铁轨的直线部分直接连接圆弧状的弯曲部分（图 159 a ), 则当由直线轨道走上弯曲轨道 
时就要突然产生离心力，因而发生剧烈震动，这对于进行着的列车以及路面构造都是有害的.要避 
免这种情形，就必须把轨道的直线部分与圆弧部分用某种转向曲线（图 1596) 连接起来.沿着这 
种转向曲线，曲率半径将从无穷大-在与直线部分接合的点——逐渐减小至等于圆半径的数 
值-在与圆弧接合的点，与此对应 5 离心力亦将逐渐增大. 



图159 


可以利用立方拋物线 y 



6g 


作为转向曲线.在这一情形，显然有 


y 


/ 





V 


// 



Q 


于是得到曲率半径的表达式 


R 


Q 






4g 


在 


x 


= 0时 〆 = 0而丑= 00,因此我们的曲线在原点与 z 轴相切且曲率为零 ® 
有时双纽线也用来作为转向曲线. 


253. 曲率中心的坐标 现在将导出求曲率中心的坐标的公式.用: r 及 y 表示 
曲线上被考察点 M 的坐标，而用 《及 ry 表示与它对应的曲率中心 C 的坐标. 


①用微分学的方法[134、 135] 容易 证明^ 只在 x =： 0.946^ 以前是渐 减的； 在 x 取这值时 R 

有极小值 1.390^. 故这曲线只有这部分被利用于实际方面. 
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曲率半径开(图 158) 位于与 i 轴组成0+^之角的有向法线上.把线段 

MC 分别投影于: c 轴及 y 轴上，按照投影理论的基本臺理将有 


V 

由此得曲率中心的坐标为 



— Rsina , 



= i^COS Oi. 


^ = x — Rsina ) 
r ] = y + Rcosa . 


利用我们从前导出的公式 [251(6);249(15)] 




ds 

da 


刚才所得的表达式就可以改写成: 


cos a 


dx 

ds 


sin a 


dy 

ds 


⑻ 



V 



dy ^ 

da 、 

> 

dx 

da > 


⑼ 


若曲线由参变量方程 （ l ) 给定，那么，回忆到 < 的表达式⑷，就很容易把公式 
(9) 变换成 下式： 



V 


x — 

y 十 


,2 . ,2 

^t+Vt 

- x t2 y [ 

+ y [ 2 

x Wt2 - ^ y[ 


y’t. 






我们看出，在此处 《及 ?7 也如同 x 及 y 一^样可以表 7 K 为参变量 t 的函数. 

在曲线由显式方程 y = /( z ) 给定的情形，公式 （10) 取特殊形式： 




(10 a ) 


公式 （10) 也可用在曲线由极坐标方程 r * = 〆 (?）给定的情形，如同平常情形，选 
角0作为参变量. 

把刚才得出的公式 （10 a ) 与 137( 图 62) 的问题中所得法线上的界点的公式相比 
较，就看出前述的界点重合于曲率中心. 

若把公式 （10 a ) 及 (17 a ) 与 243 的公式 （22) 及 （23) 相比较，还能得出更重要 
的 结果： 曲线在给定点的曲率圆不是别的，而就是密切圆. 换句话说 [244]，曲率圆就 
是经过曲线上三点的圆当这三点趋向于给定点而与它重合时的极限位置. 

当然，这结果可以预知：在已给曲线与圆周为二级相切的情形，二曲线在切点的 
纵标 y 以及它的二导数 迖及心 有相同的数值，于是它们在这点的凹曲方向及曲 
率的数值都将重合，因为这两件东西只与上述二导数有关. 
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254. 渐屈线及渐伸线的 定义； 渐屈线的求法若点 M { x . y ) 沿已绐曲线而移 
动，则与它对 应的曲率中心 C (“) 一般说来也画成某一曲线. 已给面线的白率中心 
的轨迹称为它的渐 屈线. 反之.原曲线对于自己的渐屈线来说，就称为它的渐 伸线. 

前目用 参变量^或 《 r ) 所表 7 K 曲率中心 C 的坐标《，?7的表达式 （10) 或 10 a W 
以看成是现成的渐屈线的 参变量方程. 有时，从它们消去参变量而用隐式方程 

叹，7/)=0 


表达渐屈线更为有利. 


例题 1) 求拋 物线? / = 的渐屈线. 

利用上面 [252,8)1 得出的 结果： 

/ 3 " 2 

Wx = v '. y y x 2 = ~P • 


按照公式 （10 a ) 求出曲率中心的坐标 




Wx- 


2 



iyy ’ x ) 


2 


V 




y + y 


y 


2 



y 3 心 

(yy f x) 


X + 


2 , 2 
y +v 


2 


P 


3 x + p 




3 y 


+ P ， 


2 


3 


y 3 A 


y 


4 (〆 

p 2, p 2 


于是，拋物线的渐屈线的参变量方程（式中的 y 为参变量）就是 



3 y 


2 


2 p 


+ P ， 


V 


y 


3 


p2 


从这二方程消去先有 
由此，最后得 



2 

-V V 、 


V 


2 


8 


27 p 


( C - p ) 


3 


我们看到，拋物线的渐屈线是半立方拋物线（图 160). 

2) 求椭圆 x = a cos t y y = bsmt 的渐屈线. 

我们有 



—asm 


h 

x^2 


— CL COS 


/ 


Vt 


bcost. 


n 




—6 sin t . 


把它们代人公式 (10), 就得 




a cost — 


b cos t ( a 2 sin 2 t b 2 cos 2 t ) 

ab 


a 


2 


b 2 



sm 


3 



a 2 - b 2 


a 


cos 3 



V 


• : -j2 • 
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这就是椭圆的渐屈线的参变表示式.消去（，就得到这曲线的隐式方程 

«) 暴十（ ㈣ 誉= C * (式中 C 2 = a 2 - b 2 ). 

这曲线颇似星形线，它由星形线沿铅垂方向拉长而得出（图 161). 

类似于此，但只借助于双曲函数（代替三角函数)，就求得双曲线 H \ 的渐屈线 

a 1 0 2 

(o4)i - {brj)i = J (式中 c 2 二 a 2 + b 2 ). 

3) 求星形线 xl +yi = a § 的渐屈线. 

我们在 252,2) 内 已有: 



y \ 3 

X 




// 


a 


2 


3 


3 x 4 y ) 


把它们代入公式 （10 a )， 化简之后得到 




x + , rj = y + 3 x 3 




由这些方程，连同星形线本身的方程，可以用下列方法消去 xRy 、 




+y 


5 


3 


， C~v 




X 


3 


3 


y 


3 




2 


2 




2 [ x ^ + 


2 a ^ 


若把坐标轴回转45°，则新坐标可以用旧坐标$77来表达，其公式为 


6 = ^, ^ 


W ， 




于是在新坐标系统下所求渐屈线的方程为 


2 




2 

3 


(2 a ) i 
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我们得知这便是星形线的方程.这样，星形线的渐屈线是放大一 
倍的星形线，它的两轴可由原来的两轴旋转45°而得到（图 162). 

4) 求旋轮线 : r = — sint )^ y — a {\ — cost ) 的渐屈线. 

因为我们知道 [231,4)] 对于旋轮线有 

7 T t . 1 7 

ot — — — ~ > uCt = —— dt . 

2 2 > 

故利用公式 （9) 较为便利.把 da 的值代入：得 

$ = x + 2 队 .Tj = y — 2xi 


或 





= ait — sin t). 


Tj — —(2(1 — COSt). 


令 f = T - 7 T ， 所得的参 2 量方程可以改写成 


《 = -77a -r a(r — sin r ). -q — -2a — a(l — cosr ). 

由此很清楚 ， 旋轮线的渐屈线仍是旋轮线，它与原曲线为合同形.但向左（平行于 I 轴，在负 
向）移动一段距离 7 ra ， 再向下（平行于^轴，亦在负向）移动一段距离 2 a . 

建议读者去证明，圆外或圆内旋轮线的渐屈线亦与原曲线为合同形，且可由原曲线回转而得. 
5) 求对数螺线 r = ae — 的渐屈线. 

在 252,5) 内所指岀的曲率中心的几何作图法使我们容易确定曲率中心的极坐标 n 及^就 
是（参阅图 134) 

7T 

ri = rip = rctgu; = mr, Oi ~ 0 -h 

从这些方程及螺线方程本身消去 r 及(9,即得渐屈线方程 

n =mae m ( 6l -i) = ai e — 、 

把极轴旋转一适当的角度，可以使这方程与原方程 全等； 这样，对数螺线的渐屈线是由原曲线 
绕极点回转一角度而得出的对数螺线， 

至于已给曲线的渐伸线的作图法，待我们研究渐屈线及渐伸线的几个性质以后再回过来讨论. 

255. 渐屈线及渐伸线的性质我们已有渐屈线的参变表示 (8) 


^ = x — R sin a ， rj ~ y R cos a ， 

其中 x ， y ， R ， a 都认作参变量的函数.现在假定 x 及 y 有关于参变量的（连续的）三 
阶导数 ®; 那么可以对表达式 （8) 施行 微分： 


= dx — R cos ada — dRsin a , 
dr ) = dy — R sin ada + dR cos ck . 


® 须注意，在 i ? 内已出现有它们的二阶导数, 
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注意到 


R cos ada - 

ds dx 

'da ds da ~ 

=dx 

R sin ada - 

ds dy 

z d ^ Ts da = 

dy , 


最后得 

— — sin adR ^ dr ] = cos adR . 



现在限于考察这样的一段曲线，在这段曲线上 i ? 既不变为零，也不变成无穷大， 
并且也不等 于零. 由此在给定曲线上以及在它的渐屈线上除去了奇异点的可能 
性.因为狀# 0. 故曲率半径丑单调地 变动； 或是增大，或是减小. 

以公式 （11) 中的一式除另 一式， 即得： 


drj 11 

_ = -ctga = -— = -^ 5 


于是渐屈线的切线斜率与渐伸线的切线斜率互为负倒数,故两切线互相垂直. 因此: 

1°渐 伸线的法线是 渐屈线（在前者的曲率 中心） 的切线. 

取渐伸线的法 线族； 它依赖于一个参变量（例如，确定此曲线上点的位置的参变 

量).由已证明的事实.显然可知，渐屈线就是这法线族的包络. 

作为练习.建议读者由另一方法去 证实： 从法线方程 


- x ) x f t + (y - y ) y f t = 0 

着手（式中的: c : 仏:%都是参变量 f 的函数)，用 238 的方法求出包络，并证明它重 
合于渐屈线 (10). 还可以证明，曲率中心是法线上的特征点，即给定法线与无限接近 
于它的另一法线的交点的极限位置. 

现在转而考察渐屈线上的弧 a . 把 （11) 内的二等式各自平方然后相加，并且计 
及 248 内关于弧的微分公式 （11) ， 就得到 

da 2 = d ^ 2 + drj 1 = dR 2 ， 


由此 

da — ^zdR 



或（因 dR y ^ O ) 


da 

dR 


= 士 1. 


因为这比式是参变量的连续函数，它不能从数值 _ i 跳越到 + i ( 而不经过中间 
数值)，故它在全段曲线上只能等于其中之一数.换句话说，等式 （12) 的右边在全段 
曲线上只能具一种符号，正或负. 
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这符号视渐屈线上计算弧的方向如何选择而定.若如此选择计算弧的方向、使 
a 随着曲率半径及一同增大，则在公式 （12) 内须取 正号； 若弧 cr 增大时而尺反而 

减小，则取负号. 

今用第一种假定，则有 

dR = d < j ' 由此丑 ― a = c = 常数， （13) 


我们就得到 

2。曲率半径与渐屈线的 工长 相差为常数. 

这样，在渐伸线上两点的曲率半径之差等于对应的两曲率中心之间的渐屈线的 

弧长.由此可得计算渐屈线 C 长的巧纱方法. 

上面已证明的渐屈线的性质辽可以很清楚地用机械方法来说明 • 为了使叙述简 

化，假设曲率半径见它不等于零且在被考察的全段上保持同一符号）处处为正，这 
只要在渐伸线上适当选定计算弧的方向就可以 办到. 其次.若在渐屈线上从对应于 
最小曲率半径的点 P 开始计算弧长，我们就有 a > 0. 在这些条件之下.等式 （13) 

内的常数 c 就也取正值. 


现在想象在渐屈线上由端点 Q 至起点 
尸 (图 163) 绕着一条柔软而无弹性的细线；它 
在起点 P 处沿切线方向离开渐屈线而达到渐 
伸线上与 P 相距 c 的对应点 A . 把细线从渐屈 
线上揭起，但仍保持着伸直的状态.设 QNM 
是它的一个任意位置；因为 NM 比 PA 二 c 增 
大之值为弧长@ = a ，故 NM 便是曲率半径 

R , 就是说点 M 位于渐伸 线上. 

因此： 渐伸线可以由预先绕在渐屈线上的 
细线的展开方法而画出®. 也可以这样说 ，当直 
线 AP 沿着渐屈线并无滑动地滚转时，其上 A 
点所描的轨迹就是渐伸线. 

末了，再引出渐屈线的曲率半径 p 的公式. 
用表示渐屈线的切线与$轴所成的角， 
显然 就有： 


/ 



j 3 = o；=b , 于是 d /3 = d < y . (14) 

/Li 


因此[参阅 （13) 及 （14) 


da dR 
P d (3 da 


ds dR 
da ds 


R 


dR 

ds 



©渐屈线及渐伸线两个术语的起源即在于此，意即“卷起”及“展开 
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须记住，这公式系假定〃随着丑一同 增大； 在相反的情形，上式右端就必须放 
上负号. 

又若认为 a 随着 s —同增大，则可以把公式写成 


P 


R 


dR 

ds 



这样就把 f > 0⑺随着 s —同增大）及 

, as 

在 一 起. 


dR 

ds 


<0( s 增大而丑减小）两种情形合并 


256. 渐伸线的求法 我们看到 ，每一 渐伸线可以沿着自己的渐屈线而由缠绕于 
渐屈线上的细线的展开，或——本质上与此相同——用直线沿着渐屈线滚转（并 
无滑动）的方法而重新得到. 

现在将证明逆命题： 若直线在给定曲线上滚转 （并 无滑 动)， 则其上任一点的轨 
迹成为此曲线的渐伸线. [这样，每一曲线有无数条渐伸线」 

设曲线 P7V (图 164) 由参变量方程 

I 

$ 二(/^)， T ] 二轉) 

给定，而且 W 及4有一阶及二阶连续 导数； 再假设在被考察的曲线段上没有重点, 
或一般地说没有奇异点.曲线弧 a 由点 P 量起. 



图164 

在点 P 的切线上向弧渐增的一侧取任 意点為 它与 P 的距离（连同应有的符 
f 用 c 表示，并且当直线在给定曲线上滚转（并无滑动）时记下它的轨迹.当 
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直线在某一新位置时，那时成为切点，点 P 移到 S 而 A 移至 M ; 显然 

SA ' = PV = a . 于是 NM = c - a . 

若点 N 及 M 的坐标各月 : h 及 x . y ) 来表示，而直线 5 W 与2：轴之间的角用冷 
来表示，则把线段 - V . V 投影于两轱上.不难 得出： 

x = i — c - g c . o , 5’， y — q + { c - a ) sin (3. (17) 

这就给出所求轨迹的参变量表示弍. 

对它们施行微分.衷得 

dx = di - cos Mg - ■ - a sin j d 3 . 

dy = drj ― sin jda — c — 7 cc ， J'a j . 

因为[参阅 249(15)] 

cos/3 二学， sin/3 = 孕， (18) 

da da 

故这些结果化简而得 

dx — ~(c - a ) sin 13(113, dy — ( c - a ) cos f 3 df 3. 

把必 = 0 或 a = C 的情形① 除外； 那么，这两公式两边各自相除，就得到 

dy 1 

tga = 石一 Ctg(3 = —W 

由此已很明显，两曲线上的对应切线互相垂直，于是给定曲线确实成为所作曲 
线的法线族的包络，即它的渐屈线.这就是说，所作曲线是给定曲线的渐伸线，这便 

是所要证明的. 

前面考察过的圆的渐伸线 [225,8); 比较 252,4)] 可以作为用上述方法求渐伸线 
的例子. 1 


①与它们对应的是所作曲线上的奇异点. 


附录函数扩充的问题 


257. —元函数的情形 考察定义在某一（有限的或无穷的）区间 Y 内，或更一 
般地，在由有限个这种区间所组成的区域 Y 内①的函数/ ㈤ .若函数/⑷在； ^内 
为连续 ，且 在这区域内它有直至 n 阶 （ n > l ) 为止的连续导数，则说，它在区域 Y 内 
属于类. 

这时须注意，若％含有某区间的任一端点，则关于这点应有单侧导数 
今设函数 /( x ) 在并不包括全部数轴的某一区域 Y 内属于类 （n = 1, 2,… ）. 
假定在任何与 Y 有重叠部分的区域内存在着也属于 c n 类的函数 r ( x ), 它在 
区域 ； T 与％的公共部分内与 f ( x ) 全等； 那么 5 这函数 /* 便 f 函数/保持着类而 

扩充至 ； r . 

这样把函数扩充至更广的区域是否永远可能？对这一问题的回答如下. 


定理 任一在闭域③％内属于 C n ( n = l ，2，...） 类的函数/( X )可以保持着类而 
扩充至全数轴 二 (-oo, +oo). 


今将证明，在这里函数的扩充可以简单地借助于整多项式而实现.为此目的，预 
先作出下列的附注. 

我们已在 123 内知道，在点 X = a 处 n 次多项式 



⑴ 


◎这里的区域是一维区域-一一译者注. 

@或即 一 在已给条件之下是同一件事情 一一一 当: C 从区间内部向此端点接近时诸导数的极 


限值. ■ 

③即由一个或几个形如 [ a , 6 ], [ a ,+ 00 )^- 00 , 61 的闭区间所组成的区域. 



_ ■ 
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和它的 n 个 导数的值依次为 c 0 , ci , c 2 ,-** , c n . 

其次再设要找一个这样的多项式，它在 : r = a 这点满足如上所述的条'二 
外，它自己及它的 n 个导数在另一点 x 二/3 又须具有预先给定的数值 m -' 
d n . 取所求多项式成如下的形式： 

P (: T) + (X - a) n+1 g(.x), (2) 

式中 p ( cc ) 就是多项式（1)，而 n 次多项式则尚待确定.不论怎样选择 g ( x )， 多 
项式 （2) 在点 x = a 处总能满足已知的条件.对多项式 （2) 逐次微分 n 次，然后在这 
多项式及它的导数内令工=/3;使所得的表达式依次等于办 ， H ■••，‘，我们就得 
出一组关于舰 〆 (動 "(外 ... : q { n ) ( P ) 的线性方程，由此即可相继确定这些数值. 
再根据这些数值，利用类似于⑴的公式，就不难确定 g ㈤ [比较 130]. 

现在回到上述命题的证明.设在 一 般情形，区域 Y 系自左向右标以序号的闭区 
间 X k {k = 1,2,…， m ) 所组成.在这些区间内令函数 /* = /，并用下面的方法补充 
它的定义.若区间不的左端 ai 是有限数，则在 x <〜时，令 r 等于形如⑴的多 
项式，其中 



类似于此，函数/也可以由向右扩充，仅需这区间的右端 6 m 是有限数.最后， 


对界于 A 



fc +1 


之间的区间 




1，2, 


种多项式，它以及它的 n 个导数在点 : r 


h 及 


x 


••， m - l ) 我们使 /* 恒等于那 
a , +1 处都具有与函数/及它的 


导数相同的数值.不难看出，如此确定的函数 r 就在全区域 a 
现了所要求的扩充. 


氺 



，+ oo ) 内实 


258. 关于二维空间的问题 谈到多元函数，情况就复杂了.我们以后仅以讨论 
元函数为限.在这一情形所得出的结果也可以适用于任何个变元的一般情形. 


我们将考察二维空间内的区域它可以被理解为开域，或是开域而附加它的 
周界£的一部或全部（在最后的情形，就成为闭域). 

在这情形下要推广 C (当 n . > 1时）类的函数的定义，我们碰到了特殊的困难. 
这由于在域界/：上的点， 一 种或另一类型的偏导数可能是根本无法定义的.例如，若 
区域是闭圆 x 2 + y 2 ^ 1,则在点（0, 土 1) 就不能说及关于 x 的偏导数，因为在 
y == 士 1时，对 x = 0的值已不能加上任何增量，以免立刻越出函数的定义域的范围; 
类似于此，在点 (±1,0) 失干 y 的偏导数也无意义. 

当说及（有一定 的阶， 有一定类型的）偏导数在区域 M 内为连续时， 我们约定， 

在区域的界点 M 0 , 这导数①只能理解为在内点 M 算出的同名导数当 M 趋向于4/ 0 

时的极限值 ——不管它在事实上是否 导数. 


①在这时仍保持它的通常的记法. 
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在以后进一层的叙述，将说明上述的极限 
值——对于很广泛的一类区域来说 同时也就是 
真正的导数，只要点 M ) 关于区域的位置允许我们 
得以说及被考察的类型的导数就成.并且，对于最 
简单的矩形区域的情形，我们立刻就将证明这事实. 

因此，设函数 f ( x , y ) 本身以及到 n(n > 1) 阶 
为止的一切导数在某一矩形 M 中都为连续，又点 
M 0 ( x 0 , yo ) 位于直线 y = yo 的某一线段上，这线段 

是 》 A /1 的周界（图 165) 并且属于人1. 



图165 


从导数/纟开始，对于它问题较为简单.按照拉格朗日公式 [112], 增量的比式 


fiX0 ， y “ k l— -f y (^y o + 0k) (0<0<ll 

当 A — 0时恰趋于极限值 f ^ yo ), 这样，它显然就是通常意义下的导数 33) [比较 
113]. 至若关于导数尨，则与它对应的增量的比式本身可以看成是个极限 

/(xp + yo ) — f ( xQ ^ yp ) _ — /(工 o + yo + k ) — f ( xq , yp + k ) 

h k ― ^ o h 


但末一表达式又可按照拉格朗日公式变换成为 

/( 工 。 + h， yo + k)- f(x 0 ,yo + /c ) 二 fx{xo + eh ^ y ^ k) ( 0 <^<1). 

f L 

在 /i — 0, A ; — 0 时它趋于极限值 /^( x 0) y 0 )- 又按照 168 的定理，由于在 /c — 0 时的 
单重极限存在，这二重极限同时也就是累次极限： 


/^(^ o ,^ o )= lim lim 


h — ►O /c 


f ( x 0 J rh ) y 0 -\- k )- f ( Xo，yo 

h 




lim 

h 


f(xp + h ， y 0 ) — f ( x 0 ， y 0 ) 

h 




于是在这里 f x ( x 0 , yo ) 原来只是被定义为导数的极限值的，也就成为真正的导数.上 
述的话可以逐步移用于高阶导数. 


因此，上面总结出来的条件允许我们现在说及在任何区域^中的连续导数，而 
不论属于这区域的界点关于这区域是怎样分布的.兹称函数 f ( x , y ) 在二维区域川 
中属于 C n (n > 1) 类，如果 它在以 中为连续，且有一切类型的直至 n 阶为止的各阶 

连续导数.今设区域人1并不包括全 平面; 若在与 x 有重叠部分的任何区域人 r 中 
有也属于 c 类的函数 /* 存在，它在 x 与人 r 的公共部分中与/全等，则我们就 
说，它把函数/ 保持着类而扩 充至人 r . 在这里自然会提出问题：这样扩充至更广的 
区域，特别是全平面，是否恒为可能？我们将指出，对于闭域 W 这问题的答案是肯 


33 ) 准确地说，是单侧 导数. 
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定的，仅需它的周界满足某种简单条件就成.而且.为了叙述的简化.我们将永远假 
定区域 yw 是有界的.虽然最后的命题对于无界区域也成立. 

上述的结果基本上属于惠德纳 H.wiiitney i 及赫金斯 ( M . R . Hestenes ). 

259. 辅助命题 为了简化基本定理的证明，我们将先证明几个引理. 

引理1假设是在区域卩中属于 C n ( n > l ) 类的函数， P 由不等式① 

a < u < b, 0 v < A 

确定.则必有函数 < 存在，它把函数 p 保持着类而扩充至全矩形 


卩* = ( a ， 6;-△，△)• 

我们将由下面 n + 1个线性方程的方 程组： 

(― l) fc A；L + (― $) A 2 + ■ ■ ■ + i. ~ n + 1 ) \+1 = 1 (fc = 0. 1: 2,… ， n) (3) 

来确定 n +1 个数字 A l 5 A 2 ， A n +1 .这是可以做到的，因为方程组的行列式就是对 
于互不相等的数字 -1， ， -一 ^的范德蒙德行列式，大家知道它异于 0. 

2 71+1 

今在 P 中如此确定函数 ^(%v) :在 u > 0 时令 ^{u,v) = ip(u,v), 而在 1 ； < 0 

时令 


^p*(u,v) — Xi^p{u, ~v) + 




⑷ 


若卻是 w 在 [ a 、 b ) 之内的任意值，则根据条件 （3) 中对应于 k = 0 的第一式，首先 
有 

和 （ W + …+ A n+1 )+0, 0) = +◦， 0). 

v —^—0 丨丨 

由此得证函数 < 在矩形 P * 中位于直线 ^-0 上的那些点的 连续； 它在 P * 中其余 
各点之为连续是很明显的.现在转而讨论函数 f 的导数在 P * 中的存在与连续的 
问题; 在这里也只需考察直线1； 二 0上的诸点.对于一切导数 


d z+k <p*(u, v) 

du z dv ^ 


(1 ^ i + /c ^ n) 


(5) 


我们先证明极限等式 


lim ( u ， v ) d l+k (f{uo, 0 ) 

u—u 0 du l dv k d# dv k 

v —► —0 

①开区间 ( a 、 b ) 也可以是无穷 区间； 完全同样地，正数 △ 也可以为 + oc ‘ 


( 6 ) 
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成立.为此目的，只需对 W 微分等式⑷〗次，再对< 0) 微分次，得 


Qi+k 


本 


if {U,V 


du i dv k 



k 


A 


d l + k ip ( u 、一 v 


du i dv k 


k 


+ 


2 1 A2 


d t+k (p (^ u , — \v 


k 


+ 


n -h 1/ 


A 


dd dv k 

d i+k if 


+ 



n+1 



n+1 


du i dv k 


在 w —如而 ^ — 一 o 时取极限.由于等式 （3)， 结果我们也就得到 （6). 

因此.不论从 p > 0 —侧或从1； < 0的一侧对于任何导数 （5) 都保证存在唯一 
的极限值.此外，如果取它这个极限值作为直线 v = 0 的点上导数 （5) 的值，则得到 
在整个 K 上连续的函数.但点卜， 0) 是的内点，因而这里应当是真正意义的导 
数.关于这方面我们可以根据前段证明过的话：所说的极限值同时也是平常的导数. 

函数 〆 也就是函数 p 在上所求的扩充. 


引理 2设函数 f ( x ， y ) 在某一有界开域州①中属于 C n 类.若对这区域的周 
界/：上的每一点可以作一邻域，使函数/在这邻域内可以有保持着类的扩充，则这 
种扩充也可能及于全平面 f 


对于闭域 M = M -\- C 34) 中的任一点 M ， 或则能找出一邻域 5 函数/在它里面 
是有定义的而且属于类，或则能找出一邻域，使在其中/可以保持着类而被扩 
充②. 这邻域可以取作，例如，中心在 M 而半径为 3 r 的开圆7 = / C ( M ，3 r ). 这样，全 
部闭域 M 不仅能用这些圆3所组成的系 S 来覆盖住，而且能用半径为其三分之一 


的圆 a = JC ( M . r ) 所组成的系 E 来覆盖住. ' 

因为 区域从 因之 W 都是有界的，故可以应用博雷尔引理 [175: 


用从 E 



取出的有限系 


= {cri,a 2 , - - . 



来覆盖在这里 

Oi — lC(M l) ri) (i = 1, 2,… ， m); 

同时我们还要考察圆 


很容易作出在 f 中属于 C n 类的函数 h t ( M ) = hi { x , y ), 使 


在^中有 h r { M ) 


0 


5 


而在 f 




中有 hi ( M ) 


①我们甚至并未假定这区域是联通域,而且现在也未说及它的周界的形状. 


②视 M 是属于开域还是属于它的周界 r 而定. 



34 )这里的加号意味着两个集的并. 
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例如，可以这样定义——用 257 的方法——在全区间 - 00 < i < +00内属于 P 
类的函数 h ( t )， 使 

在 t < 1 时 / z(r = 0. 面在 t ^2 St h ( t ) = 1, 

而后再令 

看 ■二 八懇 

\ n ) 

借助于函数~再作出函数 

H x =// 1 (. U ) = 1 - 

Hi = H Z ( M ) = rir ： 2 ■•- hi ) (1 < i ^ m ); 

它们同样是在 f 中属于 P 类的函数.显然， 

在 a , 干 对于一切 j > i)Hj = 0, (7) 

在5 - 4中 Hi = 0, ⑻ 

因为在 q 中因子 / i 2 等 于零. 二在 E - g [ 中因子 （1 - \)等于0.今 

Hi + 取十 …~ H : = 1 — h ： + "“1 — / 12 ) + …+ "i"2 … hi-i(l — hi) 

二- ——二二匀2 • ■ ■ ， 

故在^中 

H -_- H 2 + … + Hi = i , (9) 

因为在那里因子\等于零. ( 

现在设奶在 af 中与函数/或与上述的/的扩充为全等，而在 < 之外，属于 
M 的诸点令約=/,在其他诸点令= 0. 函敎 ( fiHi 在 f <内等于零[参阅⑻], 
而且显然，在全平面 f 上属于 p 类.最后，令在£：中的一切点 

m 

r = ‘ 

3 = 1 

函数 /* 已由这等式定义于全平面内.且同时显然是属于 c n 类的函数. 

在内取出任一点紙它必属于某一圆〜因为全部 ^( M ) = /( M ), 此外, 
在这点_于⑼及⑺] 

Hi Hq + * * ■ + Hi = 1,而在 j > i 时丑』= 0， 


故 r ( M ) = /( M ). 这样， /* 确是所求的函数. 
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260. 关于扩充的基本定理 现在我们已经有条件可以证明在二元函数的情形 
关于扩充的定理，但须对区域的周界加以限制. 

我们约定由方程 

$ 二洲 ， y =轉) (10) 

表达而无重点及奇异点的曲线，称为 C n (n ^ 1) 类的平滑曲线，式中在某一区间 T 
内变动，而函数 A 4在这区间内属于 C n 类. 

定理 1若函数 /( r , W 在有界闭域中属于 C n ( n > l ) 类， X 的周界£也由 

属于 C n 类的一条或几条（互不相交的）平滑曲线所组成，则这函数可以保持着类而 
扩充至于全 平面广 

设 Mq(xo, yo ) 是周界二上的任意点；为简单起见，就认为 xq = yo ~ 0. 这点必 
位于构成£的某一条曲线上，而且是它的普通点.在这种情形，不失普遍性，可以假 
设在点 Mo 的邻域内，曲线可用显式方程 y = p ㈤ 来表示，式中的9也属于类， 
并且区域 X 位于曲线的上侧，即（在娜的邻近）由不等式 y g ㈤ 来确定（图 

166 a ). 

施行变元的变换，令 

x = u ) y = g ( u ) + v . 

这时函数 f ( x , y ) 就变成函数 

♦ 1 ；) = f ( u , g { u )+ v \ 

它在点 u = v = 0 的邻近，就是在 1 ； > 0时（图 1666) 是属于 P 类.于是，按照引理 
1，函数^就可以保持着类而扩充至于数值< 0( 常以充分接近于原点的部分为限). 
若这一扩充由函数 拖 v ) 实现，那么，还原成旧变元，容易看出，函数 

f * (工， y ) = ^*( x , y - p ( x )) 

就给出函数/在点 m q 的某一邻域内的扩充. 



图166 

根据引理2,我们现在可以下结论说，函数/确实可以保持着类而扩充至于全 

平面 
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261. 推广到一歿情 3 


遇到周界上有着 




一二 



I 勺属于 C " 类的平_线冗= 


- — ~ 


二 -- 

二〕、二- 


莰- 


定理2若 区域刈 的周界/：系由一条或几条不气 叉的美 
曲线所组成.定理1的结论仍保持有效. 


函数 


我们已经知道在周界£上的任一点（不是角点）总可以作一邻域.在这 
可以有保持着类的扩充.现在将证明对于角点 M 0 { x 0 , yo ) 也是如此. 





在这里仍取: r 0 




yo 


o ； 不失普遍性，也可以假定， 


在原点相接的两弧在这点各有切线，其一条切线重合于 
X 轴的正向部分，另一条切线与 X 轴组成一个角度（图 
167). 在这种情形，在原点的充分近处这两弧分别由方 


程 


y + g {^) 


及 


X 


Kv ) 


来表达，而且 ^(0) = 0;函数, g 及/1都属于类 


运用换元法，令 




+ "⑼， 


y 


p ⑻+ 



因为这些函数的雅可比式 



y^g(x) 


a 167 


( 11 ) 


J 


h \ v ) 


9 l 


g’ （ u)h’ （ v) 


在点 


u 



0 等于 L 故方程组 （11) 在一切变元的零值的邻域内可以有单值的解 


u = X(x'y), v (12) 

■ 

而且函数 A ，/ i 也属于类 [209]. 

在 i ? = 0 及 u 彡0时，由 （11) 得 y = g { x ) 及: r > 0，因此对应于第一段弧的是 w 
轴的正向 部分； 同样可以证实对应于第二段弧的是 r 轴的正向部分. 

显然，在这种变换之下，由这些弧在平面上划分原点的邻域而成的二角状区 
域，各对应于^轴及 w 轴的正向部分在 m ； 平面上划分原点的邻域而成的二个—— 
“凹的”及“凸的”——直角状区域（图168, a 及 6), 

把表达式 （11) 代人函数/ ; 得到变换后的函数 

^ p { u , v ) = f(u + h { v ), g ( u ) + 1 ；)， 

在上述的两直角状区域的某一个内（哪一个则视情形而定)，有定义而且属于类. 
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图168 


若讲到“凸的”直角状区域（图168, a ) ,则按照引理 1. 首先可以把函数 p 扩充 
到第 IV 象限，以后再把所得函数(把 uRv 对调）扩充到第 II 及 III 象限，即扩充 
到原点的全邻域. 

若讲到“凹的”直角状区域（图168,6)，情况较为复杂.这时首先，根据引理 1( 但 
变换 u 的符号)，把函数 p 从左半平面扩充到右半平面 ® . 这样就得 到函数&—— 
在原点的全邻域内.以后再在下半平面内考察函数 少 利用证明引理2时 
所指出的方法，把它扩充到上半平面，这就给出函数也——也在原点的全邻域内. 
但在第 m 象限内也=0 p -外= 0,那时，依照上述方法的特性.显见在第 II 象 
限内也有也 = 0. 现在若在原点的邻域内令 V 9 * = ^1+(^1, 则在第 II 及 III 象限内 
有也 = 0及外 = p ， 于是就有 〆 =^， 而在第 IV 象限内因有 ^'1 = 4 Hi ， 故 
仍然有 〆 = : ㈦ —列） +外= P 这样，所作的函数 〆 已把 P 扩充至于原点的全邻 

域‘ 

用逆变换 （12) 还原成旧变元，则得函数/的扩充 

r(x,y) = ^(X(x,y),(i(x,y)). 

如同定理1，根据引理2,证明就此完成. 

I 

262. 总结已证明的关于函数扩充的定理有多种多样的应用.我们在这里仅 
指出，由于它的帮助，使一系列在分析上有局部性的（即有关于定点的邻域的）公式 
及定理可以推广到被考察区域周界上的点，而不是如通常一样只限于区域的内点. 

例如，设在（上面所考察那种类型的）有周界/：的闭域 M 中定义着函数^ = 
/(：r j ), 它连同它的导数尨及都为连续. 则当点 （: r 0 ， y 0 ) 位于 内部时 ，成立熟 
知的 [178] 函数的全增量公式： 

△z 二 f(x 0 + Ax,yo -h Ay) - f(x 0 ,yo) 

= /x(^o,yo)Ax + f y {x 0 ,yo)^y + aAx + pAy, (13) 

①始终仅以原点的邻近为限. . 


262 


附录函数扩充的问题 


• 517 * 


式中 a 及,5随同及趋于零.当点 ( x 0)2 / o ) 位于周界/：上时，证明这公式时 
所引用的论断一般已不能应用.但只需限制△: r 及使点 Or 0 + △: r , 如+ Ay ) 不 
超出的限界 ，这公 式仍为王 要证明这事现在是很容易了，我们只要首先写 
岀对于 函数尸 的公式 • r 就是把-推广至全平面所得的函数，而以后——像所指 
出的，限于区域川中的点——芎还原成原来的函数/就成. 

在一切情形 之下. 若其结论系以公式 （13) 为根据，我们现在就可对原来的结果 
作出重要的补充. 

如此， 在前述关于函数/ f 号定之下 . /显出不仅是在 区域以 的内点为可微分 

函数 [179]. 而且在这区域的界 三么 訌此.因此对于由方程 z = f ( x ， y ) 表达的曲面， 
甚至在它的周界上的豆.我二企咢有 tZd 的幻平面 [180] 的可能. 

我们知道.复合函数的傲分法二::181:也以公式 1 13) 为基础，若函数 


x = w , r . y = : • : 乂 T 

有导数，且点 碰洲) 全位于区域人1的内部.则对于复会函数: 
m ). 我们已有公式 




现在它就可以扩充到当“曲线 ”(14) 接触到区域 X 的周界时的情形.还有诸如此的 
扩充，等等. 

不拟详细阐述，但再举出一个重要的例子.设有函数组 



它们连同其导数在⑽平面上某一以 / C 为周界的闭域 P 中都为 连续; 并设在这区域 
的某一点 ( uq , V 0 ), 雅可比式 

D(jp,ip) 

D(u ， v) 

异于0,若点(邱，如)位于 P 的内部 ； 则按照208的定理4,函数组 (15) 可以有逆转，于 

是在点 ( x 0) y 0 ) 的邻域内，其中 


Xo = (p{u 0 ) vo), yo = ♦0 ， U0 )， 

可以用变元的单值函数来表达^及 


u = X ( x 、 y ), v = (15*) 

它们连同自已的导数在上述邻域内都为连续.这样，以充分接近于 uo , vo . xo ^ yo 的 
u ， v ， x，y 的数值为限，就可以说.关系式 （15) 与 （15*) 是完全等价的.这些结论，如 
在证明下一命题是有 用的： 曲面 

rc = y = z =： x (% v )) 
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[其中在区域 P 中变动]在它的普通点 M 0 ( 对应于 W = = 你）的邻近可以 

用显式方程来表达 [228]. 但对于曲面的周界上的点，我们的结论已不能应用，因为 
在 ■ 平面上，点 ( u 0 ， v 0 ) 不能位于区域 P 的周界 X ：上. 

但是现在，利用函数^及0的扩充 〆 及0*，我们可以把关于函数组逆转的结 
果扩充到周界 / C 上的点 ( wo , ^ o )* 与区域 P 中邻接于点（^0，如）的一'部分相对应，在 
xy 平面上就有某一邻接于点 ( xo ^ yo ) 的区域，在它的范围内总可以有逆转. 

上述的几何结果也可以由对应的方式而补充. 

以上所举的例题已足够使读者明了这些定理的重要性. 不 论对于数学分析本身 
或是对于其应用都是一样.关于应用函数扩充定理的其他例题，将见于第二、三卷. 
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正(负)定的 ， 364 
直径，318 

指数函数 ， 83 

秩，414 
中值定理，188 
重点，438, 449 
主部，114 
主值，88 
转向点 ， 258 
转向曲线，499 
锥面(二次的)，464 
子数列，68 
自变量，75 
阻尼振动，239 
最小二乘法，377 
左极限 ， 93 
坐标线 ， 451 



丰父订后记 


r . M . 菲赫金哥尔茨《微积分学教程》 一书， 在我国20世纪50年代以来的数 
学教育中曾产生过巨大的影响.大体说来，现在50岁以上的数学工作者，鲜有不知 
此书的，鲜有未读过（参考过）此书的.它内容丰富而论述深刻（虽然从今天看来，处 
理方法是经典的)，使许多学习过数学类各专业的人受益良多. 

本书最早的中译本是根据俄文1951年第4版 （一、 二卷）和1949年版 (； 第三卷;) 
译出的，于1954 — 1956年先后由商务印书馆和高等教育出版社出版、印行.1959 
年又根据俄文1958年版对其中第一卷作过修订.中译本是由多所高等学校的多位 
数学老师分别翻译，高等教育出版社多位编辑经手的. 

这次高等教育出版社在国家自然科学基金委员会天元数学基金的支持下，根据 
2003年印行的俄文版进行修订.由于本书的各位译者大多年事已高（有的已经谢世)， 
高等教育出版社在得到主要译者的首肯后，让我来担任全书的校订工作，这既使我 
感到荣幸，又感到诚惶诚恐，如履薄冰.在校订过程中，原书各位译者认真仔细的工 
作作风和高质量的翻译，让我深感敬佩，并得到很多教益.从2003年印行的俄文版 
中，我们看到，担任本书俄文版的校订、编辑工作的圣彼得堡大学的 A . A . 弗洛连斯 
基教授除改正原先各版中一些印刷错误外，又从读者的角度出发，对书中可能产生 
不便的地方增加了 122个注释.他们这种为使经典名著臻于完善的、认真细致的作 
风值得我们借鉴. 

对本书的校订工作主要在两个方面：一方面是在新版中（应是1959年以前）作 
者作了不少的修订与增删，尤其是第二卷与第三卷中改动较多.而由于历史的原因. 
在20世纪60年代以后，高等教育出版社与各位译者一直没有机会按新版修订译本. 
因而这次需要作不少补译的工作.还有就是翻译122个编者注的工作.另一方面是. 



. 526 ■ 


校订后记 


涉及数学名词、外国数学家的中译名的规范问题.由于在1993年，全国自然科学名 
词委员会（现改称全国科学技术名词委员会）已颁布了《数学名词》，所以校订中首 
先以此为准，对数学名词、外国数学家中译名作了统一性的订正.在此范围之外的则 
以《中国大百科全书.数学卷》、《数学百科全书》(五卷本）以及张鸿林、葛显良先 
生编订的《英汉数学词汇》为准.此外还参考了齐玉霞、林凤藻、刘远图先生合编的 
《新俄汉数学词汇》.还有个别的在上述范围之外的名词以及其他一些难于处理的 
问题，则是由张小萍、沈海玉、郭思旭三人经商讨后定下来的. 

还应当说明的是，书中有关物理、力学方面的量和单位，有少数地方与我国现在 
执行的国家标准不一致.但是.改动它们会导致计算过程和结果中数据的改变，作为 
译本，恐怕反而不妥当，宜保留原作的用法为好.还有个别数学符号也与我国目前适 
用的不 一致， 也未作改动. 

本书的校订过程，充分沐现为一种集体的力量和成果.首先是本书的策划张小 
萍编审,她为本书的修订、出版工作作了周到细致的安排，并负责一至三卷的终审工 
作，作了十分细的审阅并提出很多重要 意见； 沈海玉先生对一、三卷作了认真的通 
读加工和校阅，提出了许多很好的 意见; 李植教授和邵常虹老师为本书翻译了俄文版 
《编者的话》.在补译过程中.我经常得到外语分社田文琪编审在俄译中表达方面耐 
心而宝贵的指教.对以上各位的指导、合作与帮助，表示由衷的感谢！ 

由于个人的水平所限，虽经努力.但在新加内容的补译工作方面、在个别译名的 
确定方面等，错误和疏漏恐难于避免.还请读者不吝指正. 


郭思旭 

2005年8月 
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代数学引论 LIL 代数结构基础 A . M . 柯斯特利金 

* 微分几何与拓扑学简明教程 A . C . 米先柯， A . T . 福明柯 

现代儿何 学: 方法与应用⑴几何曲面、变换群与场 

B . A . 杜布洛文， C . n . 诺维可夫， A . T . 福明柯 

现代几 何学: 方法与应用（ II )流形上的几何与拓扑 

B . A . 杜布洛文， C . n . 诺维可夫， A . T . 福明柯 

现代几 何学; 方法与应用 （ m ) 同调论引论 

B . A . 杜布洛文， C . n . 诺维可夫， A . T . 福明柯 

* 函数论与泛函分析初步(第7版） A . H . 柯尔莫戈洛夫， C . B . 佛明 

* 复变函数论方法(第6版） M . A . 拉夫连季耶夫， B . B . 沙巴特 

常微分方程 JI . C . 庞特里亚金 

奇异摄动方程解的渐近展开 A. B . 瓦西里耶娃， B . 屯布 图索夫 

随机过程论 A . B . 布林斯基， A . H . 施利亚耶夫 

* 经典力学中的数学方法(第4版） B . 阿尔诺德 

* 理论力学（第 3 版） a. n. 马尔契夫 

连续介质力学 ( I ) JI . H . 谢多夫 
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本书是一部卓越的数学科学与教育著作。自第 _ 版河世 
50 多年来，本书多次再版，至今仍被俄罗斯的综合大学以及 
技术和师范院德选作数学分祈课程的議議__建麵 v 義顯1 
译成多种文字，在世荞范围内广受欢迎。 

本书所包括的主要内容是在 20 世纪初最后編讓的_綠 

数学分析的经典部分。本书第一卷包括实变量一元与多元微 
分学及其基本 应用; 第二卷研究黎曼积分理论 J % 级数 理,; 
第三卷研究多重积分、曲线积分、曲面积分、斯蒂尔斎斯积 
分、傅里叶级数与傅里叶 变换。 

本书的特点是:_、含有大量例题与应用实例；土、材 
料的叙述通俗、详细和 准确； 三、在少使用集合论的(包 
括记号）同时保持了叙述的全部严 格性， 以便读者容易初步 
掌握本课程的 内容。 

本书可供各级各类高等学校的数学分析与高等数学课程 
作为教学参考书，是数学分析教师极好的案头用书。 




































